
Ìèíèñòåðñòâî íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè

Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ðàäèîýëåêòðîíèêè

Í. Ý. Ëóãèíà

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì è îðãàíèçàöèè
ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû äëÿ ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé

ïîäãîòîâêè è ñïåöèàëüíîñòåé âñåõ ôîðì îáó÷åíèÿ

Òîìñê
2024



ÓÄÊ 51�74
ÁÁÊ 22.1

Ë83

Ðåöåíçåíò:
Áóðèìîâ Í. È., çàâåäóþùèé êàôåäðîé

ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ ÒÓÑÓÐ, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê

Ëóãèíà, Íàòàëüÿ Ýäóàðäîâíà
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåõíè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ: ìåòîäè÷åñêèå óêà-

çàíèÿ ê ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì è îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû /
Ëóãèíà Í. Ý. � Òîìñê: Òîìñê. ãîñ. óí-ò ñèñòåì óïð. è ðàäèîýëåêòðîíèêè,
2024. � 62 ñ.

Êóðñ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåõíè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ¿ ôîðìèðóåò
ó ñòóäåíòîâ ïîíÿòèÿ, çíàíèÿ è êîìïåòåíöèè, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü ìàòåìà-
òè÷åñêèå ìîäåëè ðåàëüíî ïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ. Íàâûêè ïðèìåíåíèÿ îñíîâ
è ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòèêè ê ðåøåíèþ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ïðîôåññèîíàëü-
íîé äåÿòåëüíîñòè, ïðèîáðåòàþòñÿ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ, âî âðåìÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòû è ïðè ïîäãîòîâêå ê ïðîìåæóòî÷íîé àòòåñòàöèè.

Äëÿ ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè è ñïåöèàëüíîñòåé
âñåõ ôîðì îáó÷åíèÿ.

Îäîáðåíî íà çàñåäàíèè êàô. ìàòåìàòèêè, ïðîòîêîë � 7 îò 07.03.2024 ã.

©Ëóãèíà Í. Ý., 2024
©Òîìñê. ãîñ. óí-ò ñèñòåì

óïð. è ðàäèîýëåêòðîíèêè, 2024



Îãëàâëåíèå

1. Ââåäåíèå 4

2. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì 6
2.1. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå ¾Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü¿ . . . . . 6
2.2. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå ¾Ýëåìåíòàðíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé¿ . 11
2.3. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå ¾Ëèíèè è îáëàñòè íà ïëîñêîñòè.

Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå ¾Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ¿ . . . . . . . . . . . 25
2.5. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå ¾Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ

âåêòîðíîé àëãåáðû¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.6. Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ¾Êîìïëåêñíûå ÷èñëà¿ . . . . . . . . . . . 32
2.7. Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ¾Ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå

ïðèëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå 42
3.1. Òåîðåòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2. Ñàìîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3. Ïîäãîòîâêà ê ïðîìåæóòî÷íîé àòòåñòàöèè . . . . . . . . . . . . . 42

4. Ñïèñîê ðåêîìåíäóåìîé ëèòåðàòóðû 44

Ïðèëîæåíèå À 45

Ïðèëîæåíèå Á 51

Ïðèëîæåíèå Â 55

Ïðèëîæåíèå Ã 58

3



1. Ââåäåíèå

Êóðñ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåõíè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ¿ ñîçäàí äëÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ ó ñòóäåíòîâ ïðåäñòàâëåíèé îá îñíîâàõ, ìåòîäàõ è ìîäåëÿõ ìàòåìà-
òèêè, êîòîðûå â áîëüøèíñòâå ñâîåì ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëèçàöèåé ïîíÿòèé, âçÿ-
òûõ èç ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ
çíàíèé, ñïîñîáíîñòè ê ïîèñêó, àíàëèçó è ñèñòåìíîìó ïîäõîäó ïðè ðåøåíèè
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, êóðñ ñîäåðæèò ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ, ñèñòåìàòè÷åñêóþ
ðàáîòó ïî èçó÷åíèþ òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ñàìîñòîÿòåëüíóþ ïîäãîòîâêó
ê ïðîìåæóòî÷íîé àòòåñòàöèè.

Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ñîäåðæàò ÷åòûðå ðàçäåëà:

1) Ôóíêöèè è ãðàôèêè.
3) Ïðèëîæåíèÿ âåêòîðíîé àëãåáðû.
3) Ïðèëîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
4) Ïðèëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé.

Öåëüþ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ïî äèñöèïëèíå
¾Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåõíè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâà-
íèå ñëåäóþùèõ íàâûêîâ:

� ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêîãî, àëãîðèòìè÷åñêîãî è ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ
ñòóäåíòîâ;

� âûðàáîòêà ó ñòóäåíòîâ óìåíèÿ ðàáîòàòü ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðîé;
� îâëàäåíèå ìåòîäàìè ìàòåìàòèêè, ïðèìåíÿåìûìè äëÿ ðåøåíèÿ ïðîôåñ-
ñèîíàëüíûõ çàäà÷;

� âûðàáîòêà ó ñòóäåíòîâ íàâûêîâ îñóùåñòâëÿòü ïîèñê, àíàëèç è ñèíòåç
èíôîðìàöèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Íà ïðàêòè÷åñêîì çàíÿòèè çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ òîé èëè
èíîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Íà÷àëüíûé ýòàï ðàáîòû ñîñòîèò â ôîðìàëèçàöèè
çàäà÷è, âûáîðå ìåòîäà ðåøåíèÿ, óñòàíîâëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ ðå-
øåíèÿ. Ðàñ÷åòû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ êàëü-
êóëÿòîðà. Âàæíûì ýòàïîì ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà,
åãî ïðàâäîïîäîáèå è îáîñíîâàíèå.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå âèäû äåÿòåëüíîñòè:

� òåîðåòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà;
� ñàìîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷;
� ïîäãîòîâêà ê ïðîìåæóòî÷íîé àòòåñòàöèè.
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Ìàòåìàòèêà ïîçâîëÿåò ôîðìàëüíî-ëîãè÷åñêè èçó÷èòü çàêîíîìåðíîñòè
è ïîñòðîèòü èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé
è ïðîâåäåíèÿ êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Êóðñ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû
òåõíè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ¿ ïðåäëàãàåò ñòóäåíòàì � áóäóùèì èññëåäîâàòå-
ëÿì � èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû äàòü îòâåò íà âîïðîñ, êàêóþ èç
ìîäåëåé ñëåäóåò ïîñòðîèòü è ïðèíÿòü. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå äèñöèïëèíû
äàåò çíàíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé, îáúåêòîâ è ìåòîäîâ ìàòåìàòèêè, ïîçâîëÿåò
àíàëèçèðîâàòü èíôîðìàöèþ è ïðåäëàãàòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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2. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì

2.1. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå ¾Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü¿

Öåëü çàíÿòèÿ
Èçó÷èòü ïîíÿòèÿ ïîñòîÿííûõ è ïåðåìåííûõ âåëè÷èí â ôèçèêå è òåõíè-

êå. Óñâîèòü íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó
ïåðåìåííûìè. Èçó÷èòü ïîíÿòèÿ ôóíêöèè, àðãóìåíòà è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè,
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïîäãîòîâêå ê çàíÿòèþ
Ïåðåä çàíÿòèåì íåîáõîäèìî ïðî÷èòàòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë î ïî-

íÿòèè ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîì îïðåäåëåíèå ôóíê-
öèè [1]. Çíàòü ïîíÿòèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèÿ [1]. Ïîâòî-
ðèòü ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë ïî ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì [2].

Ñîäåðæàíèå çàíÿòèÿ

1) Îáñóæäåíèå òåìû çàíÿòèÿ � êðàòêèé îáçîð òåìû çàíÿòèÿ.
2) Âûáîðî÷íûé îïðîñ ñòóäåíòîâ.
3) Ðåøåíèå çàäà÷ ó äîñêè.
4) Ïðèìåðû çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Èçó÷àÿ òîò èëè èíîé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ðàçëè÷-
íûìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü íà äâà òèïà. Îäíè âåëè÷èíû â
äàííîì ïðîöåññå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Èõ íàçûâàþò ïîñòîÿííûìè âåëè-

÷èíàìè. Äðóãèå æå âåëè÷èíû â äàííîì ïðîöåññå èçìåíÿþòñÿ è íàçûâàþòñÿ
ïåðåìåííûìè. Êàæäàÿ èç íèõ ïðèíèìàåò â òå÷åíèå äàííîãî ïðîöåññà ðàçëè÷-
íûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ.

Åñëè êàæäîìó çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé âåëè÷èíû x èç ìíîæåñòâà X åå
çíà÷åíèé ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó ñîïîñòàâëåíî îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå äðó-
ãîé ïåðåìåííîé y, òî y íàçûâàåòñÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè ôóíêöèåé x;
x íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè àðãóìåíòîì. Ìíîæåñòâî X íà-
çûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè. Ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè.

Çàäàòü ôóíêöèþ � ýòî çíà÷èò çàäàòü è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, è çàêîí
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó x è y.

Ïðèìåðû çàäà÷

1.1. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïàäàåò â ïóñòîòå ïîä äåéñòâèåì ñèëû
òÿæåñòè ñ âûñîòû h0. Âûñîòà h çàâèñèò îò âåëè÷èíû âðåìåíè t, ïðîòåêøåãî
îò íà÷àëà ïàäåíèÿ äî äàííîãî ìîìåíòà h(t) = h0 − gt2

2 . Íàéäèòå îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìîìåíò êàñàíèÿ òî÷êè ïîâåðõíîñòè çåìëè,
âûñîòà ïðè ýòîì h(T ) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî t â ôîðìóëó T è h = 0,
ïîëó÷èì

0 = h0 −
gT 2

2
⇒ gT 2

2
= h0 ⇒ T 2 =

2h0

g
⇒ T =

√
2h0

g
.

Òàêèì îáðàçîì, ïàäåíèå òî÷êè áóäåò ïðîèñõîäèòü â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðå-

ìåíè 0 ≤ t ≤
√

2h0

g � ýòî åñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ äàííûé ïðîöåññ, îïðåäåëåíà

h(t) = h0 −
gt2

2
, 0 ≤ t ≤

√
2h0

g
.

Ñíà÷àëà çàïèñûâàþò çàêîí ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè t è h, çàòåì
çàïèñûâàþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

1.2. Äàíà ïîëîâèíà êðóãà ðàäèóñà R è ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé, âïèñàííûõ â ýòó ïîëîâèíó êðóãà. Îïðåäå-
ëèòå ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó èõ ïëîùàäüþ è âûñîòîé.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âûñîòó ÷åðåç h. Î÷åâèäíî, ÷òî h � âåëè÷èíà ïå-
ðåìåííàÿ: 0 ≤ h ≤ R. Òîãäà

S△ =
1

2
a · h ⇒ S△ =

1

2
2R · h ⇒ S(h) = R · h, 0 ≤ h ≤ R.

Èçìåíåíèþ âûñîòû îò 0 äî R ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèå ïëîùàäè S îò 0 äî R2.
Ïîýòîìó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîñòàâëÿåò ïðîìåæóòîê îò 0 äî
R2.

1.3. Îáúåì ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà ðàâåí 1. Îïðåäåëèòå âûñîòó h

êîíóñà êàê ôóíêöèþ ðàäèóñà R îñíîâàíèÿ.
Ðåøåíèå. Îáúåì ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V = 1
3πR

2H. Òàê êàê ïî óñëîâèþ îáúåì ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà ðàâåí 1,
òî h(R) = 3

πR2 ïðè óñëîâèè 0 < R < +∞.
Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè
Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ

ðàñïðîñòðàíåííûõ è íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèñïîñîáëåí ê îïåðàöèÿì ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêî-
òîðîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ � ôîðìóëû. Ôîðìóëà îïðåäåëÿåò âñå îïå-
ðàöèè, êîòîðûå íóæíî ïðîèçâåñòè íàä x, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå
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çíà÷åíèå y. Íàïðèìåð, y =
√
R2 − x2, 0 ≤ x ≤ R. Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷å-

íèÿ y, ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó çíà÷åíèþ x, íóæíî x âîçâåñòè â êâàäðàò,
ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ âû÷åñòü èç R2 è ïîñëå ýòîãî èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êî-
ðåíü. Òàê, y(R2 ) =

√
3
2 R.

Ïîä îïåðàöèÿìè, çàïèñûâàåìûìè ôîðìóëàìè, ïîíèìàþòñÿ èçâåñòíûå
îïåðàöèè èç øêîëüíîãî êóðñà àëãåáðû, òðèãîíîìåòðèè (ñëîæåíèå, óìíîæå-
íèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, èçâëå÷åíèå êîðíÿ, ëîãàðèôìèðîâàíèå, íàõîæäåíèå
çíà÷åíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è äðóãèå).

Îïðåäåëÿÿ ôóíêöèþ, ìû äîëæíû çíàòü êàê ïðàâèëî, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðîãî êàæäîìó çíà÷åíèþ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x ñîïîñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå
çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y, òàê è ìíîæåñòâî X çíà÷åíèé x (îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè), äëÿ êîòîðûõ çàäàíî äàííîå ñîîòâåòñòâèå. Ìíîæåñòâî âñåõ òåõ
çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî äàííîå àíàëèòè÷åñêîå âû-
ðàæåíèå f(x), íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (ñóùåñòâîâàíèÿ) ôóíêöèè
y = f(x).

Ïðèìåðû çàäà÷

1.4. Íàéäèòå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé:
1) y =

√
4− x2;

2) y = 1√
x2−3

;

3) y = 4
√
1− 2x+ 3

√
1 + x+

√
1− x2;

4) y = logx(x
2 − 5x+ 6);

5) y = lg tgx
Îòâåò:
1) D(y) : 4− x2 ≥ 0, x ∈ [−2; 2].
2) D(y) : x2 − 3 > 0, x ∈ (−∞;−

√
3) ∪ (

√
3;+∞).

3)

D(y) :

{
1− 2x ≥ 0,
1− x2 ≥ 0.

⇒
{

x ≤ 1
2 ,

−1 ≤ x ≤ 1.
⇒ x ∈

[
−1;

1

2

]
.

4) D(y) : x ∈ (0; 1) ∪ (1; 2) ∪ (3;+∞).
5)

D(y) :

{
x ̸= π

2 + πn, n ∈ Z,
tg x > 0.

⇒ x ∈ (πn;
π

2
+ πn), n ∈ Z.

1.5. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèé:
1) y = ex

2−2;
2) y = cos 2x+

√
3 sin 2x.

Îòâåò: 1) D(y) : x ∈ R, E(y) = [e−2; +∞).
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2) Ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ ôóíêöèþ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî
óãëà:

y = 2

(
1

2
cos 2x+

√
3

2
sin 2x

)
= 2

(
sin 2x cos

π

6
+ cos 2x sin

π

6

)
=

= 2 sin
(
2x+

π

6

)
.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì, ÷òî E(sin) = [−1; 1], ñëåäóåò, ÷òî
|y| = 2| sin(2x+ π

6 )| ≤ 2, ò. å. −2 ≤ y ≤ 2.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.6. Ðàêåòà äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî ñ óñêîðåíèåì a. Íàéòè ôóíêöèî-
íàëüíóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè t ïîëåòà îò ðàññòîÿíèÿ S ïîëåòà.

Îòâåò: t =
√

2S
a , 0 ≤ S < +∞.

1.7. Çàïèøèòå ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ñèëû F âçàèìîäåéñòâèÿ
äâóõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ e1 è e2 îò âåëè÷èíû r ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.
Îòâåò: F = Ge1e2

r2 .

1.8. Íàïèøèòå âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè S ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè ñ îñ-
íîâàíèÿìè a = 2 è b = 1 êàê ôóíêöèè óãëà α ïðè îñíîâàíèè a.
Îòâåò: S(α) = 3

4 tgα.

1.9. Â øàð ðàäèóñà R âïèñàí öèëèíäð. Çàïèøèòå ôóíêöèîíàëüíóþ çà-
âèñèìîñòü îáúåìà V öèëèíäðà îò åãî âûñîòû H. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ ýòîé ôóíêöèè.
Îòâåò: V = 1

4πH(4R2 −H2), D(H) : [0; 2R].

1.10. Íàéäèòå ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ðàäèóñà R öèëèíäðà îò
åãî âûñîòû H ïðè äàííîì îáúåìå V = 1.
Îòâåò: R(H) = 1√

πH
, D(H) : (0; +∞).

1.11. Íàïèøèòå âûðàæåíèå äëÿ îáúåìà V êîíóñà êàê ôóíêöèè åãî áî-
êîâîé ïîâåðõíîñòè S ïðè äàííîé îáðàçóþùåé l = 2.
Îòâåò: V (S) = S2

24π2

√
16π2 − S2.

1.12. Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =


3x+ 1, åñëè 1 ≤ x ≤ 2;
4 + x2, åñëè 2 < x < 3;

1
2x

3 − 3, åñëè 3 ≤ x ≤ 4.

Íàéòè f(1), f(2), f(3), f(4).
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Îòâåò: f(1) = 4, f(2) = 7, f(3) = 21
2 , f(4) = 29.

1.13. Íàéäèòå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé:
1) y =

√
1− |x|; 2) y =

4
√
x−2

2−log2(x−1) ;

3) y =
√
2 · 52x − 5x − 1; 4) y = log2 log3 log4 x;

5)y =
√
lg tgx; 6) y = 1√

|x|−x
.

Îòâåò: 1) x ∈ [−1; 1]; 2) x ∈ [2; 5) ∪ (5;+∞); 3) x ∈ [0; +∞);
4) x ∈ (4;+∞); 5) x ∈ [π4 + πn; π2 + πn), n ∈ Z; 6) x ∈ (−∞; 0).

1.14. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 5 sin 3x+12 cos 3x, x ∈ R.
Îòâåò: E(y) = [−13; 13].

1.15. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 9 sin2 x+6 cosx, x ∈ R.
Îòâåò: E(y) = [6; 10].

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Êàêèå âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè è êàêèå ïåðåìåííûìè âåëè-
÷èíàìè? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïåðåìåííûõ è ïîñòîÿííûõ âåëè÷èí.

2. Íàçîâèòå èçâåñòíûå â ìàòåìàòèêå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà.
3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, îáëàñòè å¼ îïðåäåëåíèÿ, ìíîæåñòâà çíà÷å-

íèé ôóíêöèè.
4. Êàêîé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì? Êàêèìè ïðå-

èìóùåñòâàìè è íåäîñòàòêàìè îáëàäàåò àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå ôóíêöèè?
5. Äàéòå îïðåäåëåíèå òàáëè÷íîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ôóíêöèè, íàçîâèòå åãî

ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè
6. ×òî íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè è ÷åìó îí ñëóæèò?
7. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé â ïðèêëàäíûõ çàäà-

÷àõ.
8. Ïîÿñíèòå, ÷òî òàêîå ¾ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò èññëåäîâàòåëÿ¿.
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2.2. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå ¾Ýëåìåíòàðíîå èññëåäîâàíèå
ôóíêöèé¿

Öåëü çàíÿòèÿ
Ðàññìîòðåòü ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðàñêðûòü ñâîéñòâà è ïîâåäå-

íèå òîé èëè èíîé ôóíêöèè. Ïîâòîðèòü ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Ðåêîìåíäàöèè ïî ïîäãîòîâêå ê çàíÿòèþ
×òîáû ñîñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ôóíêöèè, ïîëåçíî îòâåòèòü

íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. Êàêîâà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè?
2. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ ÷åòíîé, íå÷åòíîé, ïåðèîäè÷åñêîé?
3. Â êàêèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ? (Íàéòè íóëè

ôóíêöèè).
4. Êàêîâ çíàê ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêàõ ìåæäó íóëÿìè?
5. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé è êàêîâû åå íàèìåíüøåå è íàèáîëü-

øåå çíà÷åíèÿ?

Êîíå÷íî, óêàçàííûé ïåðå÷åíü âîïðîñîâ íå èñ÷åðïûâàåò çàäà÷è ïîëíîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ ôóíêöèè. Â äàëüíåéøåì ýòîò êðóã âîïðîñîâ áóäåò ðàñøèðÿòüñÿ.
Ïåðåä çàíÿòèåì íåîáõîäèìî ïðî÷èòàòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë [2] è âûïè-
ñàòü ïîíÿòèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, ïåðèîäà, ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè,
ìîíîòîííîñòè, îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè. Ïîâòîðèòü ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë ïî
ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì [2].

Ñîäåðæàíèå çàíÿòèÿ

1) Îáñóæäåíèå ýòàïîâ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè.
2) Âûáîðî÷íûé îïðîñ ñòóäåíòîâ íà çíàíèå îïðåäåëåíèé.
3) Ðåøåíèå çàäà÷ ó äîñêè.
4) Ïðèìåðû çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ (âàðèàíòû òåñòîâîãî çà-

äàíèÿ ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè À).

Ïðèìåðû çàäà÷

2.16. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ x, äëÿ êîòîðûõ f(x) = 0, f(x) > 0, f(x) < 0.
à) f(x) = x− x3;

Îòâåò: f(x) = 0 ïðè x = −1, x = 0, x = 1;
f(x) < 0 ïðè x ∈ (−1; 0) ∪ (1;+∞); f(x) > 0 ïðè x ∈ (−∞;−1) ∪ (0; 1).

á) f(x) = (x+ |x|) · (1− x);
Îòâåò: f(x) = 0 ïðè x ∈ (−∞; 0], x = 1; f(x) > 0 ïðè x ∈ (0; 1);
f(x) < 0 ïðè x ∈ (1;+∞).

â) f(x) = 1− e
1
x−1.
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Îòâåò: f(x) = 0 ïðè x = 1; f(x) > 0 ïðè x ∈ (−∞; 0) ∪ (1;+∞);
f(x) < 0 ïðè x ∈ (0; 1).

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñèììåò-
ðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0 è f(−x) = f(x).

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé, åñëè f(−x) = −f(x).
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2.17. Êàêèå èç óêàçàííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè, êàêèå íå÷åòíû-
ìè, à êàêèå íå ÿâëÿþòñÿ íè ÷åòíûìè, íè íå÷åòíûìè?

à) f(x) = x4 + 5x2; á) f(x) = x2 + x; â) f(x) = x
2x−1 ;

ã) f(x) = ex+1
ex−1 ; ä) f(x) = ln 1+x

1−x ; å) f(x) = sinx− cosx.
Îòâåò: à) ÷åòíàÿ; á) íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ; â) íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ; ã)
íå÷åòíàÿ; ä) íå÷åòíàÿ; å) íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ.

2.18. Íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äëÿ
ôóíêöèè g(x) = 2,3 + f(x− 9) âû÷èñëèòå ñóììó g(6) + g(8) + g(10) + g(12).
Îòâåò: 9,2.

2.19. ×¼òíàÿ ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äëÿ
ôóíêöèè g(x) = x+ (x− 7) · f(x− 7)+ 7 âû÷èñëèòå ñóììó g(5)+ g(7)+ g(9).
Îòâåò: 42.

2.20. Èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðàÿ íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ ïðè x > 0 îïðåäåëÿåò-
ñÿ ôîðìóëîé f(x) = log3

(
x
3

)
. Íàéòè, êàêîé ôîðìóëîé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f(x) ïðè x < 0. Ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) = 3.
Îòâåò: f(x) = log 1

3

(
−x

3

)
; −1

9 , 81.
Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëü-

íîå ÷èñëî T > 0 (ïåðèîä ôóíêöèè) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x èç åå
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

f(x− T ) = f(x) = f(x+ T )

.
Ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè:

� åñëè y = f(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T , òî y = f(k · x)
åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T1 =

T
k ;

� ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñóììîé èëè ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì T áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì T , îäíàêî T
ìîæåò íå áûòü åå íàèìåíüøèì ïåðèîäîì.

2.21. Îïðåäåëèòå íàèìåíüøèé ïåðèîä ñëåäóþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-
öèé:

à) f(x) = 5 cos 7x; á) f(x) = tgx
2 − 2tgx

3 ; â) f(x) = cos πx
3 + ctgπx

4 ;
ã) f(x) = sin πx

4 + tgπx
6 ; ä) f(x) = cos2 2x.

Îòâåò: à) 2π
7 ; á) 6π; â) 12; ã) 24; ä) π

2 .

2.22. Ôóíêöèÿ f(x) ïåðèîäè÷åñêàÿ, è å¼ íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé
ïåðèîä ðàâåí 5. Îïðåäåëèòå, ÷åìó ðàâåí íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä
ôóíêöèè f(x) + sin πx.
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Îòâåò: 10.

2.23. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì 10. Èçâåñòíî, ÷òî f(1) = 1, f(5) = 3
è íà îòðåçêå [1; 5] ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Íàéäèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè
f(24).
Îòâåò: 2,5.

2.24. Ïåðèîäè÷åñêàÿ íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Å¼ ïåðèîä ðàâåí 5 è f(1) = 3, f(2) = −4. Íàéäèòå
çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ f(10) + f(−8) + f(4).
Îòâåò: −7.

2.25. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì 4, îïðåäå-
ëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Íà îòðåçêå [−2; 2] îíà ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé
y = x2 − 4. Íàéäèòå çíà÷åíèå 3f(13)− 2f(11).
Îòâåò: −3.

Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

f(x) = A · sin (ωx+ φ) ,

ãäå A, ω, φ � ïîñòîÿííûå, íàçûâàåòñÿ ãàðìîíèêîé ñ àìïëèòóäîé |A|, ÷àñòîòîé
ω è íà÷àëüíîé ôàçîé φ. Òàê êàê ôóíêöèÿ sinx èìååò ïåðèîä 2π, òî ôóíêöèÿ
A · sin (ωx+ φ) èìååò ïåðèîä T = 2π

ω .

2.26. Óêàæèòå àìïëèòóäó |A|, ÷àñòîòó ω, íà÷àëüíóþ ôàçó φ è ïåðèîä
T ñëåäóþùèõ ãàðìîíèê:

à) f(x) = 5 sin 4x;
Îòâåò: |A| = 0, φ = 0, ω = 4, T = π

2 .
á) f(x) = 4 sin(3x+ π

4 );
Îòâåò: |A| = 4, φ = π

4 , ω = 3, T = 2π
3 .

â) f(x) = 3 sin
(
x
2

)
+ 4 cos

(
x
2

)
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèþ f(x) = a sinx+ b cosx ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a sinx+ b cosx =
√
a2 + b2 · sin(x+ φ), ãäå a2 + b2 ̸= 0,

Óãîë φ îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè

sinφ =
b√

a2 + b2
, cosφ =

a√
a2 + b2

.

Âû÷èñëèì √
a2 + b2 =

√
32 + 42 = 5, tgφ =

sinφ

cosφ
=

b

a
=

4

3
.
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Òîãäà ïîëó÷èì

φ = arctg

(
4

3

)
, f(x) = 5 sin(x+ φ).

Îòñþäà, |A| = 5, φ = arctg
(
4
3

)
, ω = 1

2 , T = 4π.
Îòâåò: |A| = 5, φ = arctg

(
4
3

)
, ω = 1

2 , T = 4π.

2.27. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðî-
èçâîäíîé)

y =
7
√

sinx+ cosx−
√
2 + 1

Îòâåò: ymax = 1.

2.28. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðî-
èçâîäíîé) y = − log0,5 (cosx).
Îòâåò: ymax = 0.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

2.29. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íàèìåíüøèé ïîëî-
æèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè y = cos ((2a− 11)x) ðàâåí π

4 .
Îòâåò: a1 =

3
2 ; a2 =

19
2 .

2.30. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íàèìåíüøèé ïîëî-
æèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè y = sin

(
(a2 + 6a− 17)x

)
ðàâåí π

4 . Â îòâåòå çà-
ïèøèòå ïðîèçâåäåíèå òàêèõ çíà÷åíèé.

Îòâåò: 261.

2.31. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Åå ïåðèîä ðàâåí 3 è f(−1) = 5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
3f(2) + 2f(5).

Îòâåò: 25.

2.32. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷åòíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì 6. Íà îòðåçêå
[0; 3] ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà ðàâåíñòâîì f(x) = x2 − 2x − 1. Îïðåäåëèòå
êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [−1; 5].

Îòâåò: 2.

2.33. ×åòíàÿ ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äëÿ
ôóíêöèè g(x) = x+ (x− 7) · f(x− 7) + 7 âû÷èñëèòå ñóììó
g(5) + g(7) + g(9).

Îòâåò: 42.

2.34. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Åå ïåðèîä ðàâåí 2 è f(−1) = −2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæå-
íèÿ 3f(5)− 2f(−3).
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Îòâåò: −2.

2.35. Ôóíêöèÿ y = h(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷åòíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì 6. Íà îòðåçêå
[0; 3] ôóíêöèÿ y = h(x) çàäàíà ðàâåíñòâîì h(x) = x2 − 4x + 1. Îïðåäåëèòå
êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè h(x) íà îòðåçêå [−3; 5].

Îòâåò: 2.

2.36. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðî-
èçâîäíîé)

y = 5

√
9 cos

(π
3
− x
)
· cosx+ 9 sin

(π
3
− x
)
· sinx+ 252

Îòâåò: ymin = 3.

2.37. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðî-
èçâîäíîé)

y =
(√

11
) 4

x2+1

Îòâåò: ymax = 121.

2.38. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðî-
èçâîäíîé)

y =

√
1

2
cosx+

√
3

2
sinx+ 2

Îòâåò: ymin = 1.

2.39. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðî-
èçâîäíîé)

y = 32x
2−4x+5

Îòâåò: ymin = 27.

2.40. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðî-
èçâîäíîé) y = log0,2

(
4x− x2 + 21

)
.

Îòâåò: ymin = −2.
Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Ìîæåò ëè ìîäóëü âå-
ùåñòâåííîãî ÷èñëà ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ?

2. Ñôîðìóëèðóéòå ñâîéñòâà ìîäóëÿ ñóììû, ìîäóëÿ ðàçíîñòè è ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ ÷èñåë.

3. Êàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé è ÷òî íàçûâàåòñÿ å¼ ïåðèî-
äîì?
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4. Êàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ïðîìåæóòêå è êàê âåäåò
ñåáÿ ãðàôèê ôóíêöèè ïðè èçìåíåíèè x îò ìåíüøèõ çíà÷åíèé ê áîëüøèì?

5. Êàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà ïðîìåæóòêå è êàê âåäóò ñåáÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè èçìåíåíèè x îò ìåíüøèõ çíà÷åíèé ê áîëüøèì?

6. Äàéòå îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè.
7. ×òî íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè? Âñåãäà

ëè îíè èìåþòñÿ?
8. ×òî íàçûâàåòñÿ íóë¼ì ôóíêöèè?
9. Êàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ÷¼òíîé è êàêàÿ íå÷¼òíîé? Êàêèå èìåþòñÿ

îñîáåííîñòè ó ãðàôèêîâ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ôóíêöèé?
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2.3. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå ¾Ëèíèè è îáëàñòè íà ïëîñêîñòè.
Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿

Öåëü çàíÿòèÿ
Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé; çíàêîìñòâî ñ ïîíÿòèåì

ïëîñêîé îáëàñòè. Çíàêîìñòâî ñ ïîëÿðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò; îâëàäåíèå íà-
âûêîì çàìåíû ïåðåìåííûõ íà ïðèìåðå ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì;
ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàíîíè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ îêðóæíîñòè.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïîäãîòîâêå ê çàíÿòèþ
Ïåðåä çàíÿòèåì íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë ïî ãðàôè-

êàì è ñâîéñòâàì ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé [2]; ïîâòîðèòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòå-
ðèàë î ñèñòåìàõ êîîðäèíàò [1]; çàïèñàòü ôîðìóëû ïåðåõîäà îò äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, è îáðàòíî [1].

Ñîäåðæàíèå çàíÿòèÿ

1) Òåñòîâûé îïðîñ ïî òåìå ïðåäûäóùåãî çàíÿòèÿ.
2) Óñòíûé îïðîñ ñòóäåíòîâ î ñóùåñòâóþùèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò è íåîá-

õîäèìîñòè èõ ââåäåíèÿ; îáñóæäåíèå çàìåíû ïåðåìåííûõ è àëãîðèòìà
ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ïåðåõîäå ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

3) Ðåøåíèå çàäà÷ ó äîñêè.
4) Ñàìîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷.

Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îáëàñòü D. Äëÿ îïèñàíèÿ ïëîñêîé îá-
ëàñòè D â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõåìîé 1 èëè
ñõåìîé 2:

Ãðàíèöàìè îáëàñòè D ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà � ïðîåê-
öèè îáëàñòè D íà îñü Ox è ôóíêöèè y = yíèæíÿÿ(x) è y = yâåðõíÿÿ(x).
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Ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî
ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïîñòîÿííûìè ÷èñëàìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö îáëàñòè óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü ¾ñòðåëêó¿, ïåðåñåêàþùóþ îáëàñòü ñíèçó ââåðõ ïàðàëëåëüíî îñè Oy. Òå
êðèâûå, íà êîòîðûõ ¾ñòðåëêà¿ âõîäèò â îáëàñòü, íàçûâàþò ëèíèÿìè âõîäà,
à òå êðèâûå, íà êîòîðûõ ¾ñòðåëêè¿ âûõîäÿò èç îáëàñòè, íàçûâàþò ëèíèÿìè
âûõîäà. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêàÿ îáëàñòü ìîæåò áûòü îïèñàíà ïðè ïîìîùè
äâîéíûõ íåðàâåíñòâ D: a ≤ x ≤ b, yíèæíÿÿ(x) ≤ y ≤ yâåðõíÿÿ(x).

Ïðèìåðû çàäà÷

3.41. Èçîáðàçèòå îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ

D :


x = 0,
x = 2,
y = 2x,
y = 2x− x2.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ãðàôèêè óêàçàííûõ ôóíêöèé, çàøòðèõóåì îáëàñòü D.

Ñïðîåêòèðóåì îáëàñòü D íà îñü Ox. Ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x
íàéäåíû: 0 ≤ x ≤ 2. Òîãäà îïðåäåëÿÿ íàïðàâëåíèå âõîäà â îáëàñòü è âûõîäà
èç íåå ïàðàëëåëüíî îñè Oy, íàõîäèì ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé y:
2x− x2 ≤ y ≤ 2x.

Îòâåò: 0 ≤ x ≤ 2; 2x− x2 ≤ y ≤ 2x.

3.42. Èçîáðàçèòå îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â äåêàðòî-
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âûõ êîîðäèíàòàõ

D :


x+ y = 4,
y − x = 4,
x = 4.

Îòâåò: 0 ≤ x ≤ 4; 4− x ≤ y ≤ x+ 4.

3.43. Èçîáðàçèòå îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ

D :

{
y = 2− x,

y =
√
2x− x2.

Îòâåò: 1 ≤ x ≤ 2; 2− x ≤ y ≤
√
2x− x2.

3.44. Èçîáðàçèòå îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ

D :


y = 0,
y = lnx,
x = e.
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Îòâåò: 1 ≤ x ≤ e; 0 ≤ y ≤ lnx.

3.45. Èçîáðàçèòå îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ

D : x2 + y2 ≤ y

Îòâåò: −1
2 ≤ x ≤ 1

2 ;
1
2 −

√
1
4 − x2 ≤ y ≤ 1

2 +
√

1
4 − x2.

Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
Ïîëîæåíèå òî÷êè A íà ïëîñêîñòè ìîæíî ôèêñèðîâàòü, óêàçàâ äâà ÷èñëà

x è y, à ìîæíî âìåñòî ýòîãî çàäàòü ðàññòîÿíèå ρ è óãîë φ.

x

y

0

A(x;y)
r
j

×èñëà ρ è φ íàçûâàþò ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè A; ïðè ýòîì
òî÷êó O íàçûâàþò ïîëþñîì ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à ëó÷ Ox � ïîëÿð-

íîé îñüþ. (Çàìåòèì, ÷òî îñü Oy â îïðåäåëåíèè ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
íå ó÷àñòâóåò). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû{

x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ.

è

{
ρ =

√
x2 + y2, 0 ≤ ρ < +∞,

φ = arctg y
x , −π < φ ≤ π.
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óêàçûâàþò ïðàâèëà ïåðåõîäà îò äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ê ñî-
îòâåòñòâóþùèì ïîëÿðíûì è íàîáîðîò.

Ïðèìåðû çàäà÷

3.46. Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ çàäàííûõ êðèâûõ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
à) y = x; á) y = 1; â) x+ y − 1 = 0; ã) x2 + y2 = a2;
ä) x2 − y2 = a2, a > 0; å) x2 + y2 = ax.

Îòâåò: à) φ = π
4 ; á) ρ(φ) = 1

sinφ ; â) ρ(φ) = 1
sinφ+cosφ =

√
2

2·cos(φ−π
4 )
;

ã) ρ = a; ä) ρ = a√
cos 2φ

; å) ρ = a cosφ.

3.47. Èçîáðàçèòå îáëàñòüD íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ

D :

{
0 ≤ x ≤ 2,

x ≤ y ≤ x
√
3.

Îòâåò: 0 ≤ ρ ≤ 2
cosφ ;

π
4 ≤ φ ≤ π

3 .

3.48. Èçîáðàçèòå îáëàñòüD íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ

D : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9

Îòâåò: 2 ≤ ρ ≤ 3; 0 ≤ φ ≤ 2π.
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3.49. Èçîáðàçèòå îáëàñòüD íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ

D :


x2 + y2 = 4y,
x2 + y2 = 8y,
x = 0,
y = x√

3

Îòâåò: 4 sinφ ≤ ρ ≤ 8 sinφ; π
6 ≤ φ ≤ π

2 .

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

3.50. Èçîáðàçèòå îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ

D :


y = x3,

y + x+ 2 = 0,
x = 0,
x < 0.

Îòâåò: −1 ≤ x ≤ 0; −x− 2 ≤ y ≤ x3.

3.51. Èçîáðàçèòå îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ

D :

{
y = x2,

y = 2− x2.

Îòâåò: −1 ≤ x ≤ 1; x2 ≤ y ≤ 2− x2.

3.52. Èçîáðàçèòå îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ

D :

{
y = x2,
y = 4.
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Îòâåò: −2 ≤ x ≤ 2; x2 ≤ y ≤ 4.

3.53. Èçîáðàçèòå îáëàñòüD íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ

D :


x2 + y2 = 4,
x ≥ 0,
y ≥ 0.

Îòâåò: 0 ≤ ρ ≤ 2; 0 ≤ φ ≤ π
2 .

3.54. Èçîáðàçèòå îáëàñòüD íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ

D :

{
x2 + y2 = 4x,
x2 + y2 = 8x.

Îòâåò: 4 cosφ ≤ ρ ≤ 8 cosφ; −π
2 ≤ φ ≤ π

2 .

3.55. Èçîáðàçèòå îáëàñòüD íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ

D :


x2 + y2 ≥ y,

x2 + y2 ≤ 2y,
y ≥ − x√

3
,

y ≥ x.

Îòâåò: sinφ ≤ ρ ≤ sin 2φ; 5π
6 ≤ φ ≤ π

4 .

3.56. Èçîáðàçèòå îáëàñòüD íà ïëîñêîñòè xOy è îïèøèòå åå â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ

D :

{
y ≤

√
3x,

y ≤
√
2x− x2.

Îòâåò: 0 ≤ ρ ≤ 2 cosφ; 0 ≤ φ ≤ π
3 .

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.
2. Êàêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà?
3. Çàïèøèòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïîÿñíèòå, êàê ïî íåìó îïðåäåëèòü

öåíòð îêðóæíîñòè è å¼ ðàäèóñ.
4. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
5. Êàêèìè ôîðìóëàìè îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåõîä îò äåêàðòîâîé ñèñòåìû ê êî-

îðäèíàò ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, è íàîáîðîò?
6. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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2.4. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå ¾Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ¿

Öåëü çàíÿòèÿ
Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ëèíåéíîé ôóíêöèè è ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíî-

ñòè; çíàêîìñòâî ñ ïðèìåíåíèåì ëèíåéíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè â ôè-
çè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Çíàêîìñòâî ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ñïîñîáîì çàäàíèÿ êðèâûõ.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïîäãîòîâêå ê çàíÿòèþ
Ïåðåä çàíÿòèåì íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïî òåìå

çàíÿòèÿ [1]. Ïðî÷èòàòü ïî êîíñïåêòó èëè â [1] î ïàðàìåòðè÷åñêîì ñïîñîáå
çàäàíèÿ êðèâîé íà ïëîñêîñòè.

Ñîäåðæàíèå çàíÿòèÿ

1) Îáñóæäåíèå òåìû çàíÿòèÿ.
2) Âûáîðî÷íûé îïðîñ ñòóäåíòîâ ïî òåîðåòè÷åñêîìó ìàòåðèàëó.
3) Ðåøåíèå çàäà÷ ó äîñêè.
4) Ïðèìåðû çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ (âàðèàíòû òåñòîâîãî çà-

äàíèÿ ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè Á).

Ïðèìåðû çàäà÷

4.57. Äàíî, ÷òî ïðè íàïðÿæåíèè U = 2,4 Â ñèëà òîêà I = 0,8 A. Âû-
ðàçèòå àíàëèòè÷åñêè, èñïîëüçóÿ çàêîí Îìà, çàâèñèìîñòü ìåæäó ñèëîé òîêà
è íàïðÿæåíèåì; ïîñòðîéòå ãðàôèê íàéäåííîé ôóíêöèè.

Îòâåò: I(U) = 1
3 U .

4.58. Â ñîñóä ïðîèçâîëüíîé ôîðìû íàëèòà æèäêîñòü. Íà ãëóáèíå
h = 25,3 ñì äàâëåíèå ýòîé æèäêîñòè P = 1,84 · 103 Ïà.

à) Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ, âûðàæàþùóþ çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò ãëóáèíû.
á) Îïðåäåëèòå äàâëåíèå íà ãëóáèíå h = 14,5 ñì.
â) Íà êàêîé ãëóáèíå äàâëåíèå ñòàíåò ðàâíûì 2,65 · 103 Ïà?

Îòâåò: à)P (h) = 7,3 · 103 · h; á) P = 1,06 · 103 Ïà; â) h = 0,364 ì.

4.59. Òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïîä äåéñòâèåì ñèëû F . Èñõîäÿ èç
çàêîíà Íüþòîíà, íàïèñàòü ôóíêöèþ, âûðàæàþùóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñè-
ëîé F è óñêîðåíèåì a, åñëè èçâåñòíî, ÷òî åñëè òåëî äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì
12 ì/ñ2, òî íà ïóòè S = 15 ì ïðîèçâîäèòñÿ ðàáîòà A = 32 Äæ.

Îòâåò: F = 0,18 a.

4.60. Îïðåäåëèòå ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ïî ñëåäóþùèì äàííûì:

1)

x y

0 4

3 6

2)

x y

2 4,3

−1,6 0

3)

x y

2,5 7,2

3,2 6,8
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Îòâåò: à) y = 2
3x+ 4; á) y = 1,194x+ 1,910; â) y = −0,57x+ 8,63.

4.61. Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ãàçà çàíèìàëî ïðè 20◦ C îáúåì 107 ñì3, à
ïðè 40◦ C îáúåì ñòàë ðàâíûì 114 ñì3.

à) Ñîñòàâüòå, èñõîäÿ èç çàêîíà Ãåé-Ëþññàêà, ôóíêöèþ, âûðàæàþùóþ çà-
âèñèìîñòü îáúåìà V ãàçà îò òåìïåðàòóðû T .

á) Êàêîâ áóäåò îáúåì ãàçà ïðè 0◦ C?

Íà ïðèìåðå ýòîé çàäà÷è ïîêàçàòü ðàçëè÷èå â ôèçè÷åñêîì è ìàòåìà-

òè÷åñêîì ïîäõîäå ê ðåøåíèþ.

Îòâåò: à)V = 0,35 · T + 100; á) 100 ñì3.

4.62. Íàéäèòå ïðèðàùåíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè y = 2x− 7 ïðè ïåðåõîäå
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x îò çíà÷åíèÿ x1 = 3 ê çíà÷åíèþ x2 = 6.

Íà ïðèìåðå ýòîé çàäà÷è ïîÿñíèòü ïîíÿòèÿ ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà è

ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè.

Îòâåò: △ y = 6.

4.63. Íàéäèòå ïðèðàùåíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè y = −3x + 1, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé △ x = 2.

Îòâåò: △ y = −6.

4.64. Äàíû ôóíêöèÿ y = x−a
a2−b2 è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé x1 = a−b. Ïðè êàêîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè x2 íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé
x ïðèðàùåíèå △ y = 1

a−b?
Îòâåò: x2 = 2a.
Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

4.65. Íàïðÿæåíèå â íåêîòîðîé öåïè ïàäàåò ðàâíîìåðíî (ïî ëèíåéíîìó
çàêîíó). Â íà÷àëå îïûòà íàïðÿæåíèå áûëî ðàâíî 12 Â, à ïî îêîí÷àíèè îïûòà,
äëèâøåãîñÿ 8 ñ, íàïðÿæåíèå óïàëî äî 6,4 Â. Âûðàçèòå íàïðÿæåíèå U êàê
ôóíêöèþ âðåìåíè t è ïîñòðîéòå ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè.

Îòâåò: U = 12− 0,7 · t.
4.66. Ðàâíîìåðíî äâèæóùàÿñÿ ïî ïðÿìîé òî÷êà ÷åðåç 12 ñ ïîñëå íà÷àëà

äâèæåíèÿ íàõîäèëàñü íà ðàññòîÿíèè 32,7 ñì îò íåêîòîðîé òî÷êè ýòîé ïðÿìîé;
÷åðåç 20 ñ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ ðàññòîÿíèå ñòàëî ðàâíûì 43,4 ñì. Âûðàçèòå
ðàññòîÿíèå S êàê ôóíêöèþ âðåìåíè t.

Îòâåò: S(t) = 16,6 + 1,34 · t.
4.67. Ôóíêöèÿ y = 2,5x + 4 ïîëó÷èëà ïðèðàùåíèå △ y = 10. Íàéäèòå

ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà.
Îòâåò: △ x = 4.
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4.68. Ãðàôèê êàêîé èç ïðèâåäåííûõ íèæå ôóíêöèé èçîáðàæåí íà ðè-
ñóíêå?

1) y = 2x− 4; 2) y = −2x+ 4; 3) y = 2x+ 4; 4) y = −2x− 4.
Îòâåò: 4)

4.69. Ïðè óâåëè÷åíèè àðãóìåíòà ôóíêöèè y = kx + b íà 2, ôóíêöèÿ
óâåëè÷èëàñü íà 4. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò k.

Îòâåò: 2.

4.70. Ïðè óâåëè÷åíèè àðãóìåíòà ôóíêöèè y = kx + b íà 1, ôóíêöèÿ
óìåíüøèëàñü íà 3. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò k.

Îòâåò: −3.

4.71. Äàíà ôóíêöèÿ y = kx+ b. Ïðè x = 3 y = 1, à ïðè x = 5 y = −1.
Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíòû k è b ôóíêöèè.

Îòâåò: k = −1, b = 4.
Ïðèìåðû çàäà÷ íà òåìó ¾Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ëèíèé¿ [1]

4.72. Ëèíèÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè{
x = t2,
y = t− 1, t ∈ (−∞; +∞) .

Íàéòè äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà t ðàâíû 1; −2; 2; 1

3 ; 0.
Îòâåò: M1 (1; 0); M2(4;−3); M3 (4; 1); M4

(
1
9 ;−

2
3

)
; M5 (0;−1).

4.73. Íà ëèíèè{
x = t3 + 2,
y = t2 − 4t+ 3, t ∈ (−∞; +∞) ,

äàíà òî÷êà A (3; 0). Íàéäèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé
òî÷êå.
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Îòâåò: t = 1.

4.74. Èñêëþ÷èòå ïàðàìåòð t è íàéäèòå óðàâíåíèÿ çàäàííûõ êðèâûõ â
âèäå F (x, y) = 0. Ïîñòðîéòå ýòè êðèâûå.

à)

{
x = −1 + 2t,
y = 2− t, t ∈ (−∞; +∞) ;

á)

{
x = t2 − 2t+ 1,
y = t− 1, t ∈ (−∞; +∞) ;

â)

{
x = −1 + 2 cos t,
y = 3 + 2 sin t, t ∈ (0; 2π] ;

ã)

{
x = a cos t,
y = b sin t, t ∈ (0; 2π] ;

ä)

{
x = a

2

(
t+ 1

t

)
,

y = b
2

(
t− 1

t

)
, t ∈ (0;+∞) ;

å)

{
x = 2R cos2 t,
y = R sin 2t, t ∈

[
−π

2 ;
π
2

)
;

æ)

{
x = R sin 2t,

y = 2R sin2 t, t ∈ [0; π) .

Îòâåò: à) x+ 2y − 3 = 0; á) x = y2; â) (x+ 1)2 + (y − 3)2 = 4;

ã) x2

a2 +
y2

b2 = 1; ä) ïðàâàÿ âåòâü ãèïåðáîëû x2

a2 −
y2

b2 = 1;

å) (x−R)2 + y2 = R2; æ) x2 + (y −R)2 = R2.
Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Êàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé? Êàêîâû îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ
è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé?

2. ×òî ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ëèíåéíîé ôóíêöèè?
3. Êàêîâû ÷àñòíûå ñëó÷àè ëèíåéíîé ôóíêöèè è êàê ðàñïîëîæåíû íà êîîð-

äèíàòíîé ïëîñêîñòè ãðàôèêè â ýòèõ ñëó÷àÿõ?
4. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ k è b ëèíåéíîé ôóíêöèè

y = kx+ b?
5. Ñêîëüêî çíà÷åíèé ëèíåéíîé ôóíêöèè íóæíî çíàòü, ÷òîáû çàäàòü ýòó

ôóíêöèþ? Áóäåò ëè ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ìîíîòîííîé?
6. Â êàêîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ ïðèðàùåíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè, èìåþùåé â

òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ?
7. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ôèçè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü

îïèñàíû ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè.
8. Êàêèå ñóùåñòâóþò ñïîñîáû çàäàíèÿ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè? Ïðè ïîìîùè

êàêèõ óðàâíåíèé îíè îïèñûâàþòñÿ?
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2.5. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå ¾Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ
âåêòîðíîé àëãåáðû¿

Öåëü çàíÿòèÿ
Çíàêîìñòâî ñ ïðèìåíåíèåì âåêòîðíîé àëãåáðû äëÿ ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêèõ

çàäà÷.
Ðåêîìåíäàöèè ïî ïîäãîòîâêå ê çàíÿòèþ
Âåêòîðû âñòðå÷àþòñÿ âî âñåõ ðàçäåëàõ ôèçèêè, ïðè÷åì â ìåõàíèêå è

ýëåêòðîäèíàìèêå ïî÷òè âñå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè. Ïî-
ýòîìó óñïåøíîå ðåøåíèå çàäà÷ èç ýòèõ ðàçäåëîâ òðåáóåò îáÿçàòåëüíîãî ïðè-
âëå÷åíèÿ âåêòîðíîãî àíàëèçà. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå öåëîãî ðÿäà çàäà÷ ïðèí-
öèïèàëüíî íåâîçìîæíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ âåêòîðîâ.

Ïåðåä çàíÿòèåì íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïî èçó-
÷åííîé òåìå [1], óÿñíèòü ïîíÿòèå ñêàëÿðà è âåêòîðà, îïðåäåëèòü ëèíåéíûå
îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè, à òàêæå ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðîâ.

Ñîäåðæàíèå çàíÿòèÿ

1) Òåñòîâûé îïðîñ ïî òåìå ïðåäûäóùåãî çàíÿòèÿ.
2) Óñòíûé îïðîñ ñòóäåíòîâ ïî òåìå çàíÿòèÿ: îáñóæäåíèå ïîíÿòèé âåêòîð-

íîé àëãåáðû, îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè; ïðèìåíÿåìûõ ê ðåøåíèþ çàäà÷
ôîðìóë, ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ïîíÿòèé.

3) Ðåøåíèå çàäà÷ ó äîñêè.
4) Ñàìîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷.

Ïðî÷èòàâ óñëîâèå çàäà÷è, ïðè íåîáõîäèìîñòè ñäåëàòü ðèñóíîê, óêàçàòü
è îáîçíà÷èòü íà íåì âñå âåêòîðíûå âåëè÷èíû. Îò âåêòîðíûõ óðàâíåíèé ïå-
ðåéòè ê ñêàëÿðíûì óðàâíåíèÿì. Ïî âîçìîæíîñòè îöåíèòü ïðàâäîïîäîáíîñòü
÷èñëåííîãî îòâåòà.

Ïðèìåðû çàäà÷

5.75. Íàéäèòå êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè M(x; y) ñèñòåìû äâóõ ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê A(3;−5), B(−1; 1), â êîòîðûõ ñêîíöåíòðèðîâàíû ìàññû
q = 3 è p = 5 ñîîòâåòñòâåííî.

Îòâåò: M(12 ;−
5
4).

5.76. Íàéäèòå ðàáîòó ñèëû F̄ ïî ïåðåìåùåíèþ S̄, åñëè |F̄ | = 3, |S̄| = 5,
à óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ñèëû è ïåðåìåùåíèÿ ðàâåí 45◦.

Îòâåò: A = 7,5 ·
√
2.

5.77. Íàéäèòå ðàáîòó ðàâíîäåéñòâóþùèõ äâóõ ñèë F1 = (1, 9,−3) è
F2 = (−5,−6, 1) ïî ïåðåìåùåíèþ èç ïîëîæåíèÿ M1(−4; 3;−2) â ïîëîæåíèå
M2(2; 5;−8).
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Îòâåò: A = −6.

5.78. Íàéäèòå âåëè÷èíó ðàâíîäåéñòâóþùèõ äâóõ ñèë F1 è F2, åñëè
|F1| = 2, |F2| = 3, à óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ñèë ðàâåí 60◦.

Îòâåò: |F | = |F1 + F2| =
√
19.

5.79. Ñèëà F = 2̄i−4j̄+5k̄ ïðèëîæåíà ê òî÷êå A(4;−2; 3). Îïðåäåëèòå
ìîìåíò ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè O(3; 2;−1).

Îòâåò: M = [OA,F ] = −4̄i+ 3j̄ + 4k̄.

5.80. Ñèëà Q = (3, 4,−2) ïðèëîæåíà ê òî÷êå C(2;−1;−2). Îïðåäåëèòå
âåëè÷èíó è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ìîìåíòà ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
êîîðäèíàò.

Îòâåò: 15; cosα = 2
3 , cos β = − 2

15 , cos γ = 11
15 .

5.81. Äàíû òðè ñèëû M = (2,−1,−3), N = (3, 2,−1) è P = (−4, 1, 3),
ïðèëîæåííûå ê òî÷êå C(−1; 4;−2). Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó è íàïðàâëÿþ-
ùèå êîñèíóñû ìîìåíòà ðàâíîäåéñòâóþùåé ýòèõ ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè
A(2; 3;−1).

Îòâåò:
√
66; cosα = 1√

66
, cos β = − 4√

66
, cos γ = − 7√

66
.

5.82. Íàéäèòå âåêòîð b̄, êîëëèíåàðíûé âåêòîðó ā = (2, 1,−1) è óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèþ (b̄, ā) = 3.

Îòâåò: b̄ = (1, 12 ,−
1
2).

5.83. Íàéäèòå ïðîåêöèþ âåêòîðà S̄ = (4,−3, 2) íà îñü, ñîñòàâëÿþùóþ
ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè ðàâíûå îñòðûå óãëû.

Îòâåò:
√
3.

5.84. Äàíû äâå òî÷êè A(3;−4;−2), B(2; 5;−2). Íàéäèòå ïðîåêöèþ âåê-
òîðà AB íà îñü, ñîñòàâëÿþùóþ ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè Ox, Oy óãëû α = 60◦,
β = 120◦, à ñ îñüþ Oz � òóïîé óãîë γ.

Îòâåò: −5.
Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

5.85. Íàéäèòå ðàáîòó ñèëû F = (3,−5, 2), êîãäà åå òî÷êà ïðèëîæåíèÿ
ïåðåìåùàåòñÿ èç íà÷àëà â êîíåö âåêòîðà S = (2;−5;−7).

Îòâåò: A = 17.

5.86. Íàéäèòå ðàáîòó ñèëû F = (3,−2,−5), êîãäà åå òî÷êà ïðèëîæåíèÿ,
äâèãàÿñü ïðÿìîëèíåéíî, ïåðåìåùàåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ A(2;−3; 5) â ïîëîæåíèå
B(3;−2;−1).

Îòâåò: A = 31.

5.87. Äàíû òðè ñèëû M = (3,−4, 2), N = (2, 3,−5) è P = (−3,−2, 4),
ïðèëîæåííûå ê îäíîé òî÷êå. Âû÷èñëèòå, êàêóþ ðàáîòó ïðîèçâîäèò ðàâíî-
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äåéñòâóþùàÿ ýòèõ ñèë, êîãäà åå òî÷êà ïðèëîæåíèÿ, äâèãàÿñü ïðÿìîëèíåéíî,
ïåðåìåùàåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ M1(5; 3;−7) â ïîëîæåíèå M2(4;−1;−4).

Îòâåò: A = 13.

5.88. Ñèëà F = (3, 2,−4) ïðèëîæåíà ê òî÷êå A(2;−1; 1). Îïðåäåëèòå
ìîìåíò ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Îòâåò: M = (2, 11, 7).

5.89. Ñèëà F = (2, 2, 9) ïðèëîæåíà ê òî÷êå A(4; 2;−3). Îïðåäåëèòå
âåëè÷èíó è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ìîìåíòà ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè
C(2; 4; 0).

Îòâåò: 28; cosα = −3
7 , cos β = −6

7 , cos γ = 2
7 .

5.90. Íàéäèòå ïðîåêöèþ âåêòîðà S̄ = (
√
2,−3,−5) íà îñü, ñîñòàâëÿþ-

ùóþ ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè Ox, Oz óãëû α = 45◦, γ = 60◦, à ñ îñüþ Oy �
îñòðûé óãîë β.

Îòâåò: −3.
Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äàéòå ïîíÿòèå âåêòîðà è íàçîâèòå ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè.
2. Äàéòå îïðåäåëåíèå áàçèñà íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå.
3. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ.
4. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ.
5. Êàê âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êî-

îðäèíàòàìè?
6. Êàê âû÷èñëèòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè

êîîðäèíàòàìè?
7. Äëÿ ÷åãî ñëóæàò íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà?
8. Äàéòå îïðåäåëåíèå îðòà âåêòîðà.
9. Êàêîå ïðèëîæåíèå íàõîäèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â ôèçèêå?
10. Êàêîå ïðèëîæåíèå íàõîäèò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â ôèçèêå?
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2.6. Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ¾Êîìïëåêñíûå ÷èñëà¿

Öåëü çàíÿòèé
Çíàêîìñòâî ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Âûðàáîòêà íàâûêîâ:

� ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â âèäå âåêòîðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè;

� âûïîëíåíèå äåéñòâèé ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè;
� âûðàáîòêà óìåíèÿ íàõîäèòü ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà;
� âûðàáîòêà íàâûêà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â ëþáîé èç òðåõ ôîðì;
� óìåíèå ïåðåõîäèòü îò àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìû çàïèñè ê òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé è ïîêàçàòåëüíîé, è îáðàòíî; çíàêîìñòâî ñ ôîðìóëîé Ýéëåðà;

� óìåíèå ïðåäñòàâëÿòü ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè;
� ðåøàòü àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ êîìïëåêñíûìè êîðíÿìè;
� âîçâîäèòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî â öåëóþ ñòåïåíü; çíàêîìñòâî ñ ôîðìóëîé
Ìóàâðà;

� èçâëåêàòü êîðåíü èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
� óìåíèå âûäåëÿòü äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî è åãî ôóíêöèè.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïîäãîòîâêå ê çàíÿòèÿì
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìî-

äåëèðîâàíèè çàäà÷ ôèçèêè è òåõíèêè (â ýëåêòðîòåõíèêå, àòîìíîé ôèçèêå,
òåîðèè êîëåáàíèé, â îïòèêå). Êîìïëåêñíûå ÷èñëà íåîáõîäèìû ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùèõñÿ ïðîöåññîâ, íàïðèìåð òàêèõ, êàê ãàðìîíè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ èëè ïåðåìåííûé òîê. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äàííûå âå-
ëè÷èíû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, è ñëåäîâàòåëüíî,
âåêòîðíûõ äèàãðàìì. Êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ è òîêà õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: àìïëèòóäîé è íà÷àëüíîé ôàçîé, à ìåòîä ðàñ-
÷åòà ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì � ìåòîäîì êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä.

Ïåðåä çàíÿòèåì íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïî êîí-
ñïåêòó èëè ïî [1].

Ñîäåðæàíèå çàíÿòèé

1) Îáñóæäåíèå òåìû çàíÿòèé.
2) Âûáîðî÷íûé îïðîñ ñòóäåíòîâ ïî òåîðåòè÷åñêîìó ìàòåðèàëó.
3) Ðåøåíèå çàäà÷ ó äîñêè.
4) Ïðèìåðû çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ; âàðèàíòû çàäàíèé ïðè-

âåäåíû â ïðèëîæåíèè Â.
5) Òåñòîâûé îïðîñ ïî òåìå çàíÿòèé.
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Ïðèìåðû çàäà÷

6.91. Ïîñòðîèòü âåêòîðû, èçîáðàæàþùèå ñëåäóþùèå êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà: 1) 2+2i; 2) 1− i; 3) −1+2i; 4) −1− i; 5) 3i; 6) −5; 7) −

√
3i;

8) 3.

6.92. Äëÿ çàäàííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàïèñàòü èì ñîïðÿæåííûå:
1) −3 + 5i; 2) 4− i; 3) −6− 6i; 4) 8 + 3i; 5) −7i; 6) 5i.

6.93. Âûïîëíèòå äåéñòâèÿ:
1) (2 + 2i) + (4 + 2i); 2) (−7 + 6i) + (−3− 8i); 3) (4− 7i) + (4 + 7i);
4) (5− i)− (−1− i); 5) (−2− 6i)− (2 + 9i); 6) (−3 + 5i)− (−3 + 5i);
7) (−3− 5i) · 2i; 8) (−7− 9i) · (−3i); 9) (2− 3i)(−4 + 7i);
10) (5− 6i)(−10+8i); 11) (4+ i

√
5)(4− i

√
5); 12) 2

5i ; 13) 6
1+i ; 14) 5+3i

2+i ;

15) 4−5i
−2+7i .
Îòâåò: 7) 10− 6i; 8) −27 + 21i; 9) 13 + 26i; 10) −2 + 100i;

11) 21; 12) −2
5i; 13) 3− 3i; 14) 13

5 + 1
5i; 15) −43

53 −
18
53i.

6.94. Ðàçëîæèòå íà êîìïëåêñíûå ìíîæèòåëè ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
1) a2 + b2; 2) m2 + 16n2; 3) 9p2 + 25q2; 4) m+ n.

6.95. Íàéäèòå i12; i18; i37; i55; i93; i104; (−i)10; (−i)49.
Îòâåò: 1; −1; i; −i; i; 1; −1; −i.

6.96. Íàéäèòå ìîäóëü è ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ñëåäóþùèõ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë, çàïèøèòå êîìïëåêñíûå ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêà-
çàòåëüíîé ôîðìàõ: 1) 1− i; 2) −2 + 2i; 3) 4 + 4

√
3i; 4) −

√
3− i;

5) −i; 6) i; 7)
√
2; 8) −1.

6.97. Îïðåäåëèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ:
1) Rez < 5; 2) π

4 < arg z < π
3 ; 3) Rez = 2; 4) Imz = −2; 5) Imz < 0;

6) Rez+ Imz = 0; 7) |z| ≤ 3; 8) |z| > 5; 9) |z−4| ≤ 2; 10) |z+2i| ≥ 4;
11) |z − 3i| = 3; 12) |z + 1− i| < 2; 13) 1 < |z| < 3.

6.98. Ïðåäñòàâèòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìàõ ñëå-
äóþùèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà: 1) 3 +

√
3i; 2) 5i; 3) 1− i; 4) −1 + i;

5)
√
3 + i; 6) −2− 2i; 7) −5i; 8)1; 9) −

√
2 + i

√
6.

6.99. Ïðåäñòàâèòü â ïîêàçàòåëüíîé è àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìàõ ñëåäóþ-
ùèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà:

1) 2 (cosπ + i sin π); 2) cos π
2 + i sin π

2 ; 3) 4
(
cos π

3 + i sin π
3

)
;

4) 8
(
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

))
; 5) cos 3π

4 +i sin 3π
4 ; 6) 7 (cos 0 + i sin 0).

6.100. Çàïèøèòå â àëãåáðàè÷åñêîé è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìàõ ÷èñ-
ëà

1) 1
2 · e

iπ; 2) e4+
iπ
2 ; 3) 6 · eiπ3 ; 4) 3 · e−iπ4 ; 5) e1+i 2π3 .
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6.101. Âûïîëíèòå óìíîæåíèå
1) 3 ·

(
cos π

6 + i sin π
6

)
· 4
(
cos π

3 + i sin π
3

)
;

2) 1
2 · (cos 20

◦ + i sin 20◦) · (cos 25◦ + i sin 25◦);

3) 6 · (cos (−135◦) + i sin (−135◦)) ·
√
3 (cos (−15◦) + i sin (−15◦)).

Îòâåò: 1) 12i; 2) 2
√
2 + 2

√
2i; 3) −9− 3

√
3i.

6.102. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìóàâðà, âû÷èñëèòå
1) (cos 15◦ + i sin 15◦)8;

2)
(√

2 (cos 10◦ + i sin 10◦)
)6
;

3)
(
cos π

4 + i sin π
4

)15
.

Îòâåò: 1) −1
2 +

√
3
2 i; 2) 4 + 4

√
3i; 3)

√
2
2 −

√
2
2 i.

6.103. Âû÷èñëèòå âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ äàííîé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà è ïîñòðîéòå èõ ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå:

1)
3
√

6− 6
√
3i; 2) 3

√
125; 3) 6

√
−64; 4) 4

√
−

√
3
2 − 1

2i; 5) 5
√
−4 + 4i;

6) 3

√
− 1

216i.

Îòâåò: 1) 3
√
12 e

−π
3 +2πk

3 , k = 0, 1, 2; 2) 5 e
2πk
3 , k = 0, 1, 2;

3) 2 e
π+2πk

6 , k = 0, 1, 2, 3, 4, 5; 4) e
− 5π

6 +2πk

4 , k = 0, 1, 2, 3;

5)
√
2 e

3π
4 +2πk

5 , k = 0, 1, 2, 3, 4; 6) 1
6 e

−π
2 +2πk

3 , k = 0, 1, 2.

6.104. Èñïîëüçóÿ ïîêàçàòåëüíóþ ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, âûïîëíè-
òå äåéñòâèÿ:
1)
(
−
√
5 + i

√
5
)3 · (1 + i)2; 2) −4+4i

(
√
3−i)·(1−i)

2 ; 3) (1− i)3 ·
(
−2

√
3 + 2i

)
;

4)
(
√
2
2 +i

√
6
2 )

3

(− 3
2+i

√
3
2 )

2 .

Îòâåò: 1) −20
√
5 + 20

√
5i; 2)

√
2
(
cos
(
−7π

12

)
+ i sin

(
−7π

12

))
;

3) 8
√
2
(
cos
(
π
12

)
+ i sin

(
π
12

))
; 4) −

√
2
3 −

√
6
3 i.

6.105. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:
1) z2 + 16 = 0; 2) z3 − 27 = 0; 3) z2 + 4z + 20 = 0;
4) z2 + 2z + 2 = 0; 5) z2 + 1 = 0; 6) z2 + 6z + 10 = 0;
7) z2 + 4z + 5 = 0; 8) z2 + z + 1 = 0; 9) z2 + 25 = 0.

6.106. Íàéäèòå äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:
1) ω = z2; 2) ω = 1

z ; 3) ω = z3 − z; 4) ω = (z − i)2; 5) ω = 1
z−1 ;

6) ω = cos z; 7) ω = chz, ãäå z = x+ iy.
Îòâåò: 1) Reω = x2 − y2, Imω = 2xy; 2) Reω = x

x2+y2 , Imω = −4
x2+y2 ;

3) Reω = x3 − 3xy2 − x, Imω = 3x2y − y3 − y;
4) Reω = x2 − (y − 1)2, Imω = 2x (y − 1);
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5) Reω = x−1
(x−1)

2
+y2

, Imω = −y

(x−1)
2
+y2

;

6) Reω = cosx ch y, Imω = − sinx sh y;
7) Reω = chx cos y, Imω = shx sin y.

6.107. Âåêòîð OA, ñîñòàâëÿþùèé ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè óãîë π

6 è èìåþùèé äëèíó, ðàâíóþ 2, ïîäâåðãíóò ñëåäóþùèì
îïåðàöèÿì: 1) ðàñòÿæåíèþ â 3 ðàçà; 2) ïîâîðîòó íà óãîë π

3 â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè è ðàñòÿæåíèþ â 1

4 ðàçà; 3) ïîâîðîòó íà óãîë π
2 â ïîëîæèòåëüíîì

íàïðàâëåíèè è ðàñòÿæåíèþ â 5 ðàç; 4) ïîâîðîòó íà óãîë π
4 â ïîëîæèòåëüíîì

íàïðàâëåíèè. Îïðåäåëèòå ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, èçîáðàæàåìîãî
âåêòîðîì OA, íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå óêàçàííûì îïåðàöè-
ÿì; íàéòè ýòè êîìïëåêñíûå ñîìíîæèòåëè.

6.108. Íàä âåêòîðîì, èçîáðàæàþùèì äàííîå ÷èñëî, âûïîëíèòå óêà-
çàííûå â òàáëèöå îïåðàöèè è çàïèøèòå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòèõ
îïåðàöèé. Ïîñòðîéòå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñîìíîæèòåëåé è ïðîèçâå-
äåíèÿ èëè äåëèìîãî, äåëèòåëÿ è ÷àñòíîãî.

÷èñëî ðàñòÿæ. ñæàòèå ïîâ. â + ïîâ. â − ðåçóëüòàò

1. 3 1
3

π
2

2. 2i 4 π

3. −i 5 3π
4

4. −4 1
2

π
2

5. 1 + i
√
2
2

π
4

6. 6− 6i 3 3π
4

7. −1 + i
√
3 1

2
π
3

8. −6
√
3− 6i 6 π

6

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6.109. Íàéäèòå z1 + z2, z1 − z2, z1 · z2, z1
z2
, åñëè z1 = 2 + 5i,

z2 = 1− 7i.
Îòâåò: 3− 2i; 1 + 12i; 37− 9i; −33

50 +
19
50i.

6.110. Çàïèøèòå z â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå:
1) z = −41+63i

50 − 6i+1
1−7i ;

2) z =
(
−1+

√
3i

2i

)2
;

3) z = 13+12i
6i−8 + (2i+1)

2

i+2 .

Îòâåò: 1) i; 2) 1
2 +

√
3
2 i; 3) −18

25 +
23
50i.

6.111. Íàéäèòå ìîäóëü è ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ñëåäóþùèõ êîì-

35



ïëåêñíûõ ÷èñåë: 1) 3 +
√
3i; 2) 5i; 3) 1− i; 4) −1 + i; 5) −

√
2 + i

√
6;

6) −2− 2i.
Îòâåò: 1) |z| = 2

√
3, arg z = π

6 ; 2) |z| = 5, arg z = π
2 ; 3) |z| =

√
2,

arg z = −π
4 ; 4) |z| =

√
2, arg z = 3π

4 ; 5) |z| = 2
√
2, arg z = 2π

3 ;

6) |z| = 2
√
2, arg z = −3π

4 .

6.112. Èñïîëüçóÿ ïîêàçàòåëüíóþ ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, âûïîëíè-
òå äåéñòâèÿ:

1) (2− 2i)2 ·
(
−1 + i

√
3
)
;

2) −5+5i

(
√
3−i)

2 ; 3)
(
−1

4 + i14
)3 · (2√3− 2i

)2
;

4)
(
−
√
3− i

)5
; 5)

(√
3− i

√
3
)8
; 6) 3

√
−8i; 7) 4

√
−81;

8)
4
√

8
√
3− 8i; 9) 3

√
−27 + 27i.

Îòâåò: 1) 16 ei
π
6 ; 2) 5

√
2

4 e−i 11π12 ; 3)
√
2
2 e−i π

12 ; 4) 32 e−iπ6 ; 5) 1296;

6) 2 ei
−π

2 +2πk

3 , k = 0, 1, 2; 7) 3 ei
π+2πk

4 , k = 0, 1, 2, 3; 8) 2 ei
−π

6 +2πk

4 , k = 0, 1, 2, 3;

9) 3 6
√
2 ei

3π
4 +2πk

3 , k = 0, 1, 2.

6.113. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìóàâðà, âû÷èñëèòå
1) (3 · (cos 36◦ + i sin 36◦))5;

2)
(√

2 · (cos (−50◦) + i sin (−50◦))
)12

;

3)
(

1√
2
· (cos 57◦ + i sin 57◦)

)10
.

Îòâåò: 1) −243; 2) −32 + 32
√
3i; 3) −

√
3

64 − i 1
64 .

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Êàêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé?

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
3. Êàê ãåîìåòðè÷åñêè èçîáðàçèòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî?
4. Êàêèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè?
5. Êàêèå îïåðàöèè îïðåäåëåíû íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè?
6. Îïðåäåëèòå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.
7. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ è àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Êàêèå çíà-

÷åíèÿ ïðèíèìàåò ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?
8. Êàêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêîé?
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9. Êàê ïåðåéòè îò àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìû çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ê
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå è íàîáîðîò?

10. Êàê âîçâåñòè êîìïëåêñíîå ÷èñëî â öåëóþ ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü? Çà-
ïèøèòå ôîðìóëó Ìóàâðà.

11. Êàêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé?
12. Êàê ïåðåéòè îò àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìû çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ê

ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå è íàîáîðîò?
13. Çàïèøèòå ôîðìóëó Ýéëåðà.
14. Çàïèøèòå ôîðìóëó êîðíÿ n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â ïîêàçà-

òåëüíîé ôîðìå. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èìååò n
√
z?

15. Êàêèå êîðíè èìååò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè è äèñêðèìèíàíòîì D < 0?

16. Äàéòå îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàïèøèòå îñíîâíûå ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ íèõ è ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ.

17. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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2.7. Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ¾Ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå
ïðèëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé¿

Öåëü çàíÿòèé
Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíîé ê ðåøåíèþ ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ çà-

äà÷, çàäà÷ íà îòûñêàíèå íàèëó÷øèõ êîíôèãóðàöèé è îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé.
Ðåêîìåíäàöèè ïî ïîäãîòîâêå ê çàíÿòèÿì
Ïåðåä çàíÿòèÿìè íåîáõîäèìî çíàòü ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé, òàáëèöó ïðî-

èçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò ñóì-
ìû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé, ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîä-
íîé ñëîæíîé ôóíêöèè [3]. À òàê æå îçíàêîìèòüñÿ ñ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà ôóíêöèè [1].

Ñîäåðæàíèå çàíÿòèé

1) Îáñóæäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, èñïîëüçóåìûõ ïðàâèë è ôîðìóë
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ; ãåîìåòðè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè.

2) Ðåøåíèå çàäà÷ ó äîñêè.
3) Ñàìîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷.
4) Òåñòîâûé îïðîñ ïî òåìå çàíÿòèé.

Ïðèìåðû çàäà÷

7.114. Ñèëà äåéñòâèÿ êðóãîâîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà íà íåáîëüøîé
ìàãíèò, îñü êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ïëîñêîñòè êðóãà, ïðî-
õîäÿùåãî ÷åðåç åãî öåíòð, âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

F =
Cx

(a2 + x2)
3
2

,

ãäå a � ðàäèóñ êðóãà, x � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà êðóãà äî ìàãíèòà
(0 < x < ∞), C = const. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè x ñèëà F áóäåò íàèáîëüøåé?

Îòâåò: x = a√
2
.

7.115. Åñëè èñòî÷íèêîì òîêà ñëóæèò ýëåêòðè÷åñêèé ýëåìåíò, òî ýô-
ôåêò P (Âò), ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè âêëþ÷åíèè â öåïü ñîïðîòèâëåíèÿ W (Îì),
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

P =
E2W

(W +Wi)
2 ,

ãäå E (Â)� ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà, Wi (Îì)� âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå.
Íàéòè íàèáîëüøèé ýôôåêò, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè äàííûõ E è Wi.

Îòâåò: Pmax(W = Wi) = E2/4Wi.
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7.116. Çàâèñèìîñòü ïóòè îò âðåìåíè ïðè ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè òî-
÷åê çàäàíà óðàâíåíèÿìè S1(t) =

1
3 t

3+3t2−24 è S2(t) =
1
2 t

2+6t−17. Â êàêîé
ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòè èõ äâèæåíèÿ áóäóò ðàâíû?

Îòâåò: 1.

7.117. Çàâèñèìîñòü ïóòè îò âðåìåíè ïðè ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè òî-
÷åê çàäàíà óðàâíåíèåì S(t) = −t3 + 3t2 + 12t − 3. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýòîé òî÷êè.

Îòâåò: 15 ì/ñ.

7.118. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû T òåëà îò âðåìåíè çàäàíà óðàâíåíèåì
T = 1

2 t
2 − 2t+ 5. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ íàãðåâàåòñÿ ýòî òåëî â ìîìåíò âðåìåíè

t = 5 ñ?
Îòâåò: 3 ì/ñ.

7.119. Íà ïàðàáîëå y = x2 íàéòè òî÷êó N , íàèìåíåå óäàëåííóþ îò
ïðÿìîé y = 2x− 4.

Îòâåò: N(1; 1)

7.120. Îïðåäåëèòå ðàçìåðû îòêðûòîãî áàññåéíà ñ êâàäðàòíûì äíîì
îáúåìîì 32 ì3 òàê, ÷òîáû íà îáëèöîâêó åãî ñòåíîê è äíà ïîøëî íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëà.

Îòâåò: 4 ì, 2 ì.

7.121. Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äàíà òî÷êà (1; 2). Ïðîâåñòè
÷åðåç ýòó òî÷êó ïðÿìóþ ëèíèþ òàê, ÷òîáû îíà îáðàçîâàëà âìåñòå ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè ïîëóîñÿìè êîîðäèíàò òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåé ïëîùàäè.

Îòâåò: y = −2x+ 4.

7.122. Òðè ïëàñòèíû îäèíàêîâîé øèðèíû ñîåäèíÿþò â âèäå æåëîáà
äëÿ ïîäà÷è âîäû. Ïðè êàêîì óãëå α íàêëîíà áîêîâûõ ñòåíîê ê äíèùó æåëîáà
ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ æåëîáà áóäåò íàèáîëüøåé?

Îòâåò: 60◦.
Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7.123. Âðàùàþùååñÿ ìàõîâîå êîëåñî, çàäåðæèâàåìîå òîðìîçîì, çà t
ñåêóíä ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë φ = a+bt−ct2. Îïðåäåëèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü
â ìîìåíò îñòàíîâêè.

Îòâåò: ω(t) = b− 2ct, t = b
2c .

7.124. Ðû÷àã AB èìååò òî÷êó îïîðû â A è óðàâíîâåøèâàåòñÿ ñèëîé
F íà äðóãîì êîíöå. Íà ðàññòîÿíèè a îò òî÷êè îïîðû ïîäâåøåí ãðóç p, à âåñ
åäèíèöû äëèíû ðû÷àãà ðàâåím. Îïðåäåëèòå äëèíó x ðû÷àãà òàê, ÷òîáû ñèëà
F áûëà íàèìåíüøåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîìåíò ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî
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êîíöà èçâåñòåí:

M =
ml2

2
,

ãäå l � äëèíà ñòåðæíÿ.

Îòâåò: x =
√

2ap
m .

7.125. Îïðåäåëèòü ñèëó òîêà â ìîìåíò t0 = π
9 , åñëè Q (t) = 1 − cos 3t,

0 ≤ t ≤ π
3 .

Îòâåò: 3
√
3

2 .

7.126. Äâå òî÷êè äâèæóòñÿ ïî îñè Ox. Êîîðäèíàòà x ïåðâîé òî÷êè
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé x1 = 3t2−5, êîîðäèíàòà x âòîðîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé x2 = 3t2−t+1 (x1, x2 � â ìåòðàõ, t� â ñåêóíäàõ). Íàéäèòå ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ òî÷åê â òîò ìîìåíò, êîãäà èõ êîîðäèíàòû ðàâíû.

Îòâåò: 36 ì/ñ; 35 ì/ñ.

7.127. Çàâèñèìîñòü ïóòè îò âðåìåíè ïðè ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè òî-
÷åê çàäàíà óðàâíåíèåì S(t) = −1

3 t
3 + 10t2 − 4t + 7. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ

ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýòîé òî÷êè.
Îòâåò: 96 ì/ñ.

7.128. Ïðè äâèæåíèè òåëà ïî ïðÿìîé ðàññòîÿíèå S(t) â ìåòðàõ îò íà-
÷àëüíîé òî÷êè M èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó S(t) = 3t3+2t2+4t+5. ×åðåç ñêîëü-
êî ñåêóíä ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ ìãíîâåííîå óñêîðåíèå òåëà áóäåò ðàâíî
58 ì/ñ2?

Îòâåò: 3 ñ.

7.129. Ïîä êàêèì óãëîì ê îñè Ox íàêëîíåíà êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåä¼ííàÿ
ê êðèâîé y = x3−x2−7x+6 â òî÷êåM0(2;−4)? (Îòâåò çàïèøèòå â ãðàäóñàõ.)

Îòâåò: 45◦.

7.130. Îòðåçîê äëèíû a ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè òàê, ÷òîáû ñóììà ïëî-
ùàäåé êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà ýòèõ ÷àñòÿõ, áûëà íàèìåíüøåé.

Îòâåò: a
2 ,

a
2 .

7.131. Îêîëî äàííîãî øàðà îïèñàòü êîíóñ íàèìåíüøåãî îáúåìà.
Îòâåò: Vmin(hmin = 4R) = 8

3πR
3.

7.132. Íàéäèòå ÷èñëî, êîòîðîå â ñóììå ñî ñâîèì êâàäðàòîì äàñò íàè-
ìåíüøóþ ñóììó.

Îòâåò: −1
2

7.133. Íàéäèòå ÷èñëî, êîòîðîå áóäó÷è ñëîæåííûì ñ îáðàòíûì ÷èñëîì,
äà¼ò íàèìåíüøóþ ñóììó.

Îòâåò: 1.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Çàïèøèòå ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
2. Çàïèøèòå ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ (ïðîèçâîäíàÿ ñóììû, ïðî-

èçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî, âûíåñåíèå ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ çà çíàê ïðîèç-
âîäíîé; ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, îáðàòíîé ôóíêöèè).

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ, ñèëû ýëåêòðè-
÷åñêîãî òîêà, ñêîðîñòè òå÷åíèÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.

4. Êàêîâû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè íà
ïðîìåæóòêå?

5. Êàêîâû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ)
ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå?

6. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà, ìèíèìóìà ôóíêöèè. Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ
èìåòü ýêñòðåìóì íà êîíöå ïðîìåæóòêà åå çàäàíèÿ?

7. Êàêîâû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè? Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ èìåòü ýêñòðåìóì êðîìå òî÷åê, ãäå ïåðâàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü?

8. Êàêîâû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà (íà îñíîâàíèè ïåðâîé è âòîðîé
ïðîèçâîäíîé)?

9. Â êàêèõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü
íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå?
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3. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

3.1. Òåîðåòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà íàä òåîðåòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì íàïðàâëåíà íà
îñâîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà èññëåäîâàòåëÿ. Ñòóäåíòó ïðåäñòîèò îñâî-
èòü âçàèìîñâÿçü ÿçûêà, ìîäåëåé è ìåòîäîâ ìàòåìàòèêè, îðèåíòèðîâàííóþ íà
ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Òåîðåòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå
òîëüêî ïðîðàáîòêó ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà, íî è ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå
òåì èëè îòäåëüíûõ âîïðîñîâ òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè äèñöèïëèíû.

Íåîáõîäèìîñòü ïðîðàáîòêè êîíñïåêòà ëåêöèé äàåò âîçìîæíîñòü âû-
ñòðîèòü ñòðóêòóðó äèñöèïëèíû è âûäåëèòü îñíîâíûå èäåè è ìåòîäû, ïî-
ñêîëüêó ýòîò íàâûê ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðû
è ñïðàâî÷íûõ ïîñîáèé. Â êîíñïåêòå ëåêöèé äîëæíû áûòü âûäåëåíû îñíîâíûå
ïîëîæåíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû. Íà ïðàêòè÷åñêîì çàíÿòèè ñòóäåíò äîë-
æåí ïîëüçîâàòüñÿ êîíñïåêòîì. Êîíòðîëü èçó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà
ïðîâîäèòñÿ íà êàæäîé ïðàêòèêå â âèäå îïðîñà.

Òåìû, âûíåñåííûå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ, íåîáõîäèìî ïðîðà-
áîòàòü ïèñüìåííî: ñîñòàâèòü ïëàí ïðî÷èòàííîãî ìàòåðèàëà èëè èíòåëëåêò-
êàðòó, âûïèñàòü ôîðìóëû è ðåøèòü çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ, ïðåäëîæåííûå
â ìåòîäè÷åñêîì ïîñîáèè. Ïðè ðàáîòå ñ ðàçíûìè ó÷åáíèêàìè îáîçíà÷åíèÿ è
òåðìèíû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ. Âàæíî ïðèâåñòè èõ â ñèñòåìó. Êîíòðîëü ñàìîñòî-
ÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ â ôîðìå ïðîâåðêè êîíñïåêòà,
ñîáåñåäîâàíèÿ ñ ïðåïîäàâàòåëåì.

3.2. Ñàìîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷

Ñàìîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýëåìåíòîì èçó÷åíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Â êîíöå êàæäîãî ðàçäåëà ïðèâåäåíû çàäà÷è, ðåøå-
íèå êîòîðûõ ïîçâîëèò çàêðåïèòü è ðàñøèðèòü èçëîæåííûé ìàòåðèàë. Ïåðâî-
íà÷àëüíûé ðàçáîð çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ íà ïðàêòè÷åñêîì çàíÿòèè, çàòåì ñòóäåíò
çàêðåïëÿåò ïîëó÷åííûå íàâûêè, âûïîëíÿÿ äîìàøíåå çàäàíèå. Ðåøåíèå êàæ-
äîé çàäà÷è äîëæíî áûòü ïîëíîñòüþ îáîñíîâàííûì, ñîäåðæàòü íåîáõîäèìûå
ïîÿñíåíèÿ è ôîðìóëû. Ñòóäåíò äîëæåí çíàòü èñïîëüçóåìûå òåðìèíû, óìåòü
ôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà, äàâàòü ïîÿñíåíèÿ ê ðåøåíèþ ïðè
ðàáîòå ó äîñêè.

3.3. Ïîäãîòîâêà ê ïðîìåæóòî÷íîé àòòåñòàöèè

Ïðîìåæóòî÷íàÿ àòòåñòàöèÿ ïðîâîäèòñÿ â âèäå ñîáåñåäîâàíèÿ ñ ïðåïî-
äàâàòåëåì ïî ðåçóëüòàòàì ïèñüìåííîãî îïðîñà ïî òåîðèè è êîíòðîëüíîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷. Áèëåò äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé àòòåñòàöèè ñîäåðæèò îäèí òåîðåòè-
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÷åñêèé âîïðîñ è òðè çàäà÷è. Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû âûáèðàþòñÿ èç ëåêöè-
îííîãî ìàòåðèàëà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáî÷åé ïðîãðàììîé äèñöèïëèíû. Çàäà÷è
âûáèðàþòñÿ èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ ÷åòûð¼õ îñíîâíûõ ðàçäåëîâ ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàíÿòèé, çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ è âàðèàíòîâ òåñòîâûõ
çàäàíèé. Ýòî òèïîâûå çàäà÷è, âûïîëíåííûå ñòóäåíòîì â òå÷åíèå ñåìåñòðà.

Ïðèìåð çàäàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé àòòåñòàöèè
Áèëåò � 1.

1. Ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè â ìàòåìàòèêå è â ôèçèêå. Ïðè-
ìåðû ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé.

2. Èçîáðàçèòå îáëàñòüD íà ïëîñêîñòè xOy, îïèøèòå îáëàñòü â äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòàõ

D :


y = −x+ 1,
y = 0,
x = 0.

3. Íàéäèòå Im
(
i23 − i17 + i28 + i42

)
4. Êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà, ïðîòåêøåå ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðîâîä-

íèêà çà âðåìÿ t îò íà÷àëà, èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó Q(t) = 2t3+3t2+1 Êë.
Íàéòè ñèëó òîêà â ìîìåíò âðåìåíè t0 è â ìîìåíò t = 3 ñåê.
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Ïðèëîæåíèå À

Âàðèàíòû òåñòîâîãî çàäàíèÿ
¾Ýëåìåíòàðíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè¿

Âàðèàíò 1.

1. Íà ðèñóíêå íèæå óêàæèòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 0,5x−1.

1) 1 2) 2 3) 3 4) 4
2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = log0,2

(
7x− x2

)
.

1) (−∞; 0) ∪ (7;+∞) 2) (0;+∞) 3) (0; 7)
4) (−∞;−7) ∪ (0;+∞)

3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 4,5− 2 sin 2x.
1) [0, 5; 8, 5] 2) [2, 5; 6, 5] 3) [2, 5; 4, 5] 4) [−2; 2]

4. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ÿâëÿåòñÿ
íå÷¼òíîé. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í å¼ ãðàôèê íà îòðåçêå [−4; 0]. Íàéäèòå
f(−4) + f(1).

5. ×¼òíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 8 îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ f(−43) · f(−21), åñëè f(3) = −3.
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Âàðèàíò 2.

1. Íà ðèñóíêå íèæå óêàæèòå ãðàôèê ôóíêöèè y = log2 x+ 1.

1) 1 2) 2 3) 3 4) 4
2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = 2x

2−log3 x
.

1) (−∞; 9) ∪ (9;+∞) 2) (0;+∞) 3) (0; 9) ∪ (9;+∞)
4) (0; 8) ∪ (8;+∞)

3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 3,5− tgx.
1) [3, 5;+∞) 2) (−∞; +∞) 3) (−∞; 3, 5) 4) (−∞; 3,5]

4. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé.
Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í å¼ ãðàôèê íà îòðåçêå [−5; 0].

Íàéäèòå f(−3) + f(2) + f(3).

5. Íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è èìååò
ïåðèîä 6. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ f(−15)+f(0)+f(9), åñëè f(−3) = 2.
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Âàðèàíò 3.

1. Óêàæèòå ôóíêöèþ, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå

1) y = 3x 2) y = 2x + 2 3) y = 3x+1 4) y = 2x+2

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = log0,11
(
x2 − 121

)
.

1) (0; 11) 2) (11;+∞) 3) (−11; 11) 4) (−∞;−11)∪ (11;+∞)
3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = −10− cosx.

1) [−11;−9] 2) (−∞; +∞) 3) [−11;−10] 4) [−10;−9]
4. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ÿâëÿåòñÿ íå÷¼ò-
íîé. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í å¼ ãðàôèê íà îòðåçêå [1; 5]. Íàéäèòå f(−2)·f(−3).

5. ×¼òíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé è èìååò ïåðèîä 7. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ f(−3)+f(4)−f(18),
åñëè f(3) = 6.

Âàðèàíò 4.

1. Óêàæèòå ôóíêöèþ, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå

1) y = log 1
4
x 2) y = log 1

2
x 3) y = log 1

4
x+1 4) y = log 1

2
x+1
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2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y =
√
3−x
x+5 .

1) (−∞;−5) ∪ (−5;+∞) 2) (−∞; 3] 3) [3; 5) ∪ (5;+∞)
4) (−∞;−5) ∪ (−5; 3]

3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 3− 5x.
1) (3;+∞) 2) (−∞; 3) 3) [3; +∞) 4) (−∞; 3) ∪ (3;+∞)

4. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé
è ïåðèîäè÷åñêîé, ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì 8. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í å¼ ãðàôèê íà
îòðåçêå [−4; 0]. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ f(8)− 2f(10) + f(12).

5. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) ñ ïåðèîäîì 8 îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ f(18) · f(12) − 3f(−36),
åñëè f(2) = 7, f(4) = 1.

Âàðèàíò 5.

1. Óêàæèòå ãðàôèê ôóíêöèè, çàäàííîé ôîðìóëîé y = x−1
x

1) 1 2) 2 3) 3 4) 4
2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = x−2√

x2+3x−4
.

1) (−∞;−4) ∪ (1;+∞) 2) (−∞;−4) ∪ [2; +∞)
3) (−4; 1) ∪ (1; 2] 4) (−4; 2) ∪ (2;+∞)
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3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 5 sin2 x− 4.
1) [−4; 0] 2) [−4; 1] 3) [−4; 9] 4) [1; 5]

4. Ñðåäè ãðàôèêîâ, ïðèâåä¼ííûõ íà ðèñóíêå, óêàæèòå òîò, êîòîðûé íå ÿâëÿ-
åòñÿ ãðàôèêîì ÷¼òíîé èëè ãðàôèêîì íå÷¼òíîé ôóíêöèè.

5. Íå÷¼òíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé è èìååò ïåðèîä 8. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ f(22)− 11f(2), åñëè
f(6) = 3.

Âàðèàíò 6.

1. Íà êàêîì èç ðèñóíêîâ èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó?

1) 1 2) 2 3) 3 4) 4

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) =
6
√
x−1
x−5 .

1) (1; 5) ∪ (5;+∞) 2) [1; +∞)
3) [1; 5) ∪ (5;+∞) 4) (−∞; 5) ∪ (5;+∞)

3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 4
x+1 .

1) (−∞; +∞) 2) (−∞;−4) ∪ (4;+∞)
3) (−∞; 0) ∪ (0;+∞) 4) (−∞;−1) ∪ (−1;+∞)
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4. Óêàæèòå ãðàôèê íå÷¼òíîé ôóíêöèè.

5. Íå÷¼òíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëî-

âîé ïðÿìîé è èìååò ïåðèîä 5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ f(−81)·f(100)
f(16) , åñëè

f(−6) = 13.
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Ïðèëîæåíèå Á

Âàðèàíòû òåñòîâîãî çàäàíèÿ ¾Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ¿

Âàðèàíò 1.

1. Ïðåîáðàçóéòå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y ê âèäó ëè-
íåéíîé ôóíêöèè y = kx + b è çàïèøèòå, ÷åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû k è b:
3x+ 4y = 12.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò: a = −t+ 1
3. Îïðåäåëèòå çíàêè êîýôôèöèåíòîâ k è b åñëè èçâåñòíî, ÷òî ãðàôèê ëèíåé-
íîé ôóíêöèè y = kx+b ïðîõîäèò: ÷åðåç 1-ûé, 2-îé è 3-èé êîîðäèíàòíûå óãëû
ïëîñêîñòè xOy.
4. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå:

5. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y = 2x+3 è y = 3x+2 â ñëó÷àå, åñëè
ýòî çàäàíèå êîððåêòíî. Åñëè íåò, óêàæèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ.

Âàðèàíò 2.

1. Ïðåîáðàçóéòå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y ê âèäó ëè-
íåéíîé ôóíêöèè y = kx + b è çàïèøèòå, ÷åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû k è b:
8x+ 3y = 24.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò: s = 2

3t− 1
3. Îïðåäåëèòå çíàêè êîýôôèöèåíòîâ k è b åñëè èçâåñòíî, ÷òî ãðàôèê ëèíåé-
íîé ôóíêöèè y = kx+b ïðîõîäèò: ÷åðåç 1-ûé, 2-îé è 4-ûé êîîðäèíàòíûå óãëû
ïëîñêîñòè xOy.
4. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå:
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5. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y = −15x− 14 è y = −15x + 8 â ñëó-
÷àå, åñëè ýòî çàäàíèå êîððåêòíî. Åñëè íåò, óêàæèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
ïðÿìûõ.

Âàðèàíò 3.

1. Ïðåîáðàçóéòå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y ê âèäó ëè-
íåéíîé ôóíêöèè y = kx + b è çàïèøèòå, ÷åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû k è b:
5x− 2y = 10
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò: s = −1

2 t+ 1
3. Îïðåäåëèòå çíàêè êîýôôèöèåíòîâ k è b åñëè èçâåñòíî, ÷òî ãðàôèê ëèíåé-
íîé ôóíêöèè y = kx + b ïðîõîäèò: ÷åðåç 1-ûé, 3-èé è 4-ûé êîîðäèíàòíûå
óãëû ïëîñêîñòè xOy.
4. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå:

5. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y = 7x+4 è y = −x+4 â ñëó÷àå, åñëè
ýòî çàäàíèå êîððåêòíî. Åñëè íåò, óêàæèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ.

Âàðèàíò 4.

1. Ïðåîáðàçóéòå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y ê âèäó ëè-
íåéíîé ôóíêöèè y = kx + b è çàïèøèòå, ÷åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû k è b:
7x− 5y = 35
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò: u = 1

4 z +
1
4
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3. Îïðåäåëèòå çíàêè êîýôôèöèåíòîâ k è b åñëè èçâåñòíî, ÷òî ãðàôèê ëèíåé-
íîé ôóíêöèè y = kx+b ïðîõîäèò: ÷åðåç 2-îé, 3-èé è 4-ûé êîîðäèíàòíûå óãëû
ïëîñêîñòè xOy.
4. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå:

5. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y = 7x+6 è y = 7x+9 â ñëó÷àå, åñëè
ýòî çàäàíèå êîððåêòíî. Åñëè íåò, óêàæèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ.

Âàðèàíò 5.

1. Ïðåîáðàçóéòå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y ê âèäó ëè-
íåéíîé ôóíêöèè y = kx + b è çàïèøèòå, ÷åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû k è b:
2x− 3y = 9
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò: b = 5

3 a+
1
3

3. Îïðåäåëèòå çíàêè êîýôôèöèåíòîâ k è b åñëè èçâåñòíî, ÷òî ãðàôèê ëèíåé-
íîé ôóíêöèè y = kx + b ïðîõîäèò: ÷åðåç 1-ûé, 3-èé è 4-ûé êîîðäèíàòíûå
óãëû ïëîñêîñòè xOy.
4. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå:

5. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y = −3x+4 è y = 2x−1 â ñëó÷àå, åñëè
ýòî çàäàíèå êîððåêòíî. Åñëè íåò, óêàæèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ.

53



Âàðèàíò 6.

1. Ïðåîáðàçóéòå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y ê âèäó ëè-
íåéíîé ôóíêöèè y = kx + b è çàïèøèòå, ÷åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû k è b:
7x− 9y = 11
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò: s = −2

3 t+ 1
3. Îïðåäåëèòå çíàêè êîýôôèöèåíòîâ k è b åñëè èçâåñòíî, ÷òî ãðàôèê ëèíåé-
íîé ôóíêöèè y = kx+b ïðîõîäèò: ÷åðåç 2-îé, 3-èé è 4-ûé êîîðäèíàòíûå óãëû
ïëîñêîñòè xOy.
4. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå:

5. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y = −2x + 8 è y = −2x + 10 â ñëó-
÷àå, åñëè ýòî çàäàíèå êîððåêòíî. Åñëè íåò, óêàæèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
ïðÿìûõ.
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Ïðèëîæåíèå Â

Âàðèàíòû çàäàíèÿ ¾Êîìïëåêñíûå ÷èñëà¿

Âàðèàíò 1.

1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 4
√
−1

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: z2 + 4z + 5 = 0
3. Íà÷åðòèòü îáëàñòü, çàäàííóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:
|z − 1| < 1, |z + 1| > 2.
4. Íàä âåêòîðîì, èçîáðàæàþùèì çàäàííîå ÷èñëî, âûïîëíèòå óêàçàííûå

îïåðàöèè è çàïèøèòå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé. Ïîñòðîé-
òå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êàæäîé îïåðàöèè è êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Äàíî: z = 3. Ðàñòÿæåíèå 1
3 . Ïîâîðîò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè π

2 .

Âàðèàíò 2.

1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 4

√
−1+

√
3i

2

2.Ðåøèòå óðàâíåíèå: z4 +
√
2z2 + 1 = 0

3. Íà÷åðòèòü îáëàñòü, çàäàííóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:
|z + i| > 1, |z| < 2.
4.Íàä âåêòîðîì, èçîáðàæàþùèì çàäàííîå ÷èñëî, âûïîëíèòå óêàçàííûå

îïåðàöèè è çàïèøèòå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé. Ïîñòðîé-
òå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êàæäîé îïåðàöèè è êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Äàíî: z = 2i. Ñæàòèå 4. Ïîâîðîò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè π.

Âàðèàíò 3.

1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 3
√
1

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: z4 + z2 + 1 = 0
3. Íà÷åðòèòü îáëàñòü, çàäàííóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:
|z − i| < 2, Rez > 1.
4. Íàä âåêòîðîì, èçîáðàæàþùèì çàäàííîå ÷èñëî, âûïîëíèòå óêàçàííûå

îïåðàöèè è çàïèøèòå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé. Ïîñòðîé-
òå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êàæäîé îïåðàöèè è êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Äàíî: z = −i. Ðàñòÿæåíèå 5. Ïîâîðîò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
3π
4 .
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Âàðèàíò 4.

1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 3
√
i

2.Ðåøèòå óðàâíåíèå: z4 + 5z2 + 4 = 0
3. Íà÷åðòèòü îáëàñòü, çàäàííóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:
|z + 1| > 1, |z + i| < 1.
4.Íàä âåêòîðîì, èçîáðàæàþùèì çàäàííîå ÷èñëî, âûïîëíèòå óêàçàííûå

îïåðàöèè è çàïèøèòå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé. Ïîñòðîé-
òå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êàæäîé îïåðàöèè è êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Äàíî: z = −4. Ñæàòèå 1
2 . Ïîâîðîò â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè π

2 .

Âàðèàíò 5.

1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 4
√
1

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: z4 − 2
√
3z2 + 4 = 0

3. Íà÷åðòèòü îáëàñòü, çàäàííóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:
|z − i| < 1, |z + 1| < 1.
4. Íàä âåêòîðîì, èçîáðàæàþùèì çàäàííîå ÷èñëî, âûïîëíèòå óêàçàííûå

îïåðàöèè è çàïèøèòå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé. Ïîñòðîé-
òå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êàæäîé îïåðàöèè è êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Äàíî: z = 1 + i. Ðàñòÿæåíèå
√
2
2 . Ïîâîðîò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-

íèè π
4 .

Âàðèàíò 6.

1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 4

√
−1−

√
3i

2

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: z4 − 5z2 − 36 = 0
3. Íà÷åðòèòü îáëàñòü, çàäàííóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:
|z + i| < 2, |z − i| > 2.
4. Íàä âåêòîðîì, èçîáðàæàþùèì çàäàííîå ÷èñëî, âûïîëíèòå óêàçàííûå

îïåðàöèè è çàïèøèòå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé. Ïîñòðîé-
òå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êàæäîé îïåðàöèè è êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Äàíî: z = 6− 6i. Ñæàòèå 3. Ïîâîðîò â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè 3π
4 .

Âàðèàíò 7.

1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 3
√
27

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (1− i)z = 3iz + 4− 9i
3. Íà÷åðòèòü îáëàñòü, çàäàííóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:
zz̄ < 2, Rez < 1, Imz < −1.
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4. Íàä âåêòîðîì, èçîáðàæàþùèì çàäàííîå ÷èñëî, âûïîëíèòå óêàçàííûå
îïåðàöèè è çàïèøèòå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé. Ïîñòðîé-
òå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êàæäîé îïåðàöèè è êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Äàíî: z = −1 + i
√
3. Ðàñòÿæåíèå 1

2 . Ïîâîðîò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè π

3 .

Âàðèàíò 8.

1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 4

√
1

256

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: z3 − 125i = 0
3. Íà÷åðòèòü îáëàñòü, çàäàííóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:
1 < zz̄ < 2, Rez > 0, 0 < Imz < 1.
4. Íàä âåêòîðîì, èçîáðàæàþùèì çàäàííîå ÷èñëî, âûïîëíèòå óêàçàí-

íûå îïåðàöèè è çàïèøèòå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé. Ïî-
ñòðîéòå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êàæäîé îïåðàöèè è êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.
Äàíî: z = −6

√
3− 6i. Ñæàòèå 6. Ïîâîðîò â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè π

6 .
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Ïðèëîæåíèå Ã

Âàðèàíòû òåñòîâîãî çàäàíèÿ ¾Ôèçè÷åñêèå è
ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé¿

Âàðèàíò 1.

1. Íàéäèòå ýñêèç ãðàôèêà ïðîèçâîäíîé y = g′(x), åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ
y = g(x) óáûâàåò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

1) 1 2) 2 3) 3 4) 4
2. Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = x2 − 4x + 1. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè, â êîòîðîé
óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè ðàâåí 2.

1) (4; 3) 2) (−3; 3) 3) (3;−2) 4) (2;−3)
3. Òåëî äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå S (â ìåòðàõ) îò íåãî äî
äàííîé òî÷êè M ýòîé ïðÿìîé èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó S(t) = 2t2 − 3t+ 4
(t � âðåìÿ äâèæåíèÿ â ñåêóíäàõ). Íàéäèòå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå â ìîìåíò
t = 2 ñ.

1) 14 ì/c; 21 ì/ñ2 2) 24 ì/c; 21 ì/ñ2

3) 21 ì/c; 14 ì/ñ2 4) 21 ì/c; 24 ì/ñ2

4. Ôóíêöèÿ y = g(x) çàäàíà ñâîèì ãðàôèêîì. Ñðàâíèòå g′(−6) è g′(3).
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1) g′(−6) = g′(3) 2) g′(−6) > g′(3)
3) g′(−6) < g′(3) 4) íåëüçÿ ñðàâíèòü

Âàðèàíò 2.

1. Íàéäèòå ýñêèç ãðàôèêà ïðîèçâîäíîé y = g′(x), åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ
y = g(x) èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì.

1) 1 2) 2 3) 3 4) 4
2. Èçâåñòíî, ÷òî f ′(x0) =

√
3. Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x)

â òî÷êå x0 îáðàçóåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox óãîë
1) 120◦ 2) 30◦ 3) 150◦ 4) 60◦

3. Êàêàÿ èç ïðåäëîæåííûõ ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó
ôóíêöèè y = 3x2 − 6x+ 1 â òî÷êå x0 = 2?

1) y = −3x+ 2 2) y = 6x+ 11 3) y = 9x− 4 4) y = −x+ 3
4. Òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó S(t) = t3 − 2t2. Âûáåðèòå, êàêîé
èç ôîðìóë çàäà¼òñÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýòîé òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t.

1) 3t2 − 2 2) t2 − 4t 3) t4

4 − 2t3

3 4) 3t2 − 4t

Âàðèàíò 3.

1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = ax2 + bx+ c è ÷åòûðå ïðÿ-
ìûå. Îäíà èç ýòèõ ïðÿìûõ � ãðàôèê ïðîèçâîäíîé äàííîé ôóíêöèè. Óêàæèòå
íîìåð ýòîé ïðÿìîé.
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1) 1 2) 2 3) 3 4) 4
2. Â êàêîé òî÷êå ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) = x2+4x+3 êàñàòåëüíàÿ íàêëîíåíà
ê îñè Ox ïîä óãëîì π

4?
1)
(
3
2 ;

3
4

)
2)
(
−3

2 ;−
3
4

)
3) (−3; 0) 4)

(
−3

4 ;−
3
2

)
3. Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå. Ñðàâíèòå ñêîðîñòè v1 è v2 èçìå-
íåíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ x1 = 3 è x2 = 8.

1) v1 > v2 2) v1 < v2 3) v1 = v2 4) íåâîçìîæíî ñðàâíèòü
4. Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê çàäàíî óðàâíåíèÿìè
S1(t) = 2t3 − 5t2 − 3t, S2(t) = 2t3 − 3t2 − 11t + 7 (S1, S2 � â ìåòðàõ, t � â
ñåêóíäàõ). Íàéäèòå óñêîðåíèÿ òî÷åê â òîò ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà èõ ñêîðîñòè
ðàâíû.

1) 14 ì/ñ2; 18 ì/ñ2 2) 1 ì/ñ2; 1 ì/ñ2

3) 2 ì/ñ2; 6 ì/ñ2 4) 14 ì/ñ2; 16 ì/ñ2

Âàðèàíò 4.

1. Ïóòü S, ïðîéäåííûé ïàäàþùèì òåëîì ïðè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0 = 5 ì/c,
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé S = v0t +

1
2 gt

2 (g ≈ 10 ì/ñ2). Âû÷èñëèòå ñêîðîñòü
òåëà â ìîìåíò t = 5 ñ.

1) 60 ì/c 2) 65 ì/c 3) 55 ì/c 4) 75 ì/c
2. Îïðåäåëèòå õàðàêòåð ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè y = f(x), åñëè
f ′(x) = 5x4 + x2 + 2.

1) óáûâàåò 2) âîçðàñòàåò 3) âîçðàñòàåò è óáûâàåò
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4) íå âîçðàñòàåò è íå óáûâàåò (ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ)
3. Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå. Ñðàâíèòå ñêîðîñòè v1 è v2 èçìå-
íåíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ x1 = −2 è x2 = 2.

1) v1 > v2 2) v1 < v2 3) v1 = v2 4) íåâîçìîæíî ñðàâíèòü
4. Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè íà-
êëîíåíà ê îñè Ox ïîä óãëîì α, åñëè f(x) = x2

8 + 2, tgα = 1
2 .

1) 1 2) 2 3) −1 4)
√
2
2

Âàðèàíò 5.

1. Òåëî äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå S (â êèëîìåòðàõ) îò íåãî äî
íåïîäâèæíîé òî÷êè P ýòîé ïðÿìîé èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó S(t) = 3

√
t

(t èçìåðÿåòñÿ â ÷àñàõ). ×åðåç ñêîëüêî ÷àñîâ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ ñêîðîñòü
òåëà áóäåò ðàâíà 9 êì/÷?

1) 3
√
9 2) 1

9 3) 1
81
√
3

4) 9

2. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå (−5; 5). Íà ðèñóíêå èçîáðà-
æ¼í ãðàôèê å¼ ïðîèçâîäíîé. Íàéäèòå òî÷êó x0, â êîòîðîé ôóíêöèÿ y = f(x)
ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

1) −4 2) 0 3) −3 4) −2
3. Çàâèñèìîñòü ïóòè S îò âðåìåíè äâèæåíèÿ t âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
S(t) = gt2

2 . Íàéäèòå ôîðìóëó óñêîðåíèÿ.
1) gt

2 2) gt 3) 2gt 4) g
4. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî
òî÷åê èç ïðîìåæóòêà [−4; 5], â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ äàííîé ôóíêöèè ðàâíà
íóëþ.
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1) 7 2) 2 3) 10 4) 5
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