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Ââåäåíèå

Çàäàäèì ñåáå âîïðîñ: �Çà÷åì ìû èçó÷àåì ìàòåìàòèêó?�

� Ïàà-à-à-ï!

� Íó, äîïóñòèì.

� Çà÷åì ìíå âûøêó ó÷èòü?

Îòâåò ñëåäóåò ïîñëå íåêîòîðûõ ðàçäóìèé.

� ×òîáû âëàñòâîâàòü íàä ãóìàíèòàðèÿìè!

Åñòü, êîíå÷íî, è äðóãèå âàðèàíòû îòâåòîâ. �Ïîòîìó ÷òî ìàòåìàòèêà
íåîáõîäèìà â æèçíè: ðàñ÷åòû íà êàæäîì øàãó! Âî ñêîëüêî íàäî âûõîäèòü
èç îáùåæèòèÿ, ÷òîáû íå îïîçäàòü íà ïàðû? Ñêîëüêî ðóëîíîâ îáîåâ íàäî êó-
ïèòü? Êàêîâî áóäåò ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ ìàðøðóòíîãî àâòîáóñà? Ñìîãó
ëè ÿ âûïëàòèòü èïîòåêó? À ïðàâèëüíî ëè ìíå äàëè ñäà÷ó?�. � Ìàòåìàòèêà
� ýòî ñïîñîá îïèñàíèÿ ìèðà, ìàòåìàòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè îêðóæàþò íàñ
â ðåàëüíîì ìèðå è èçó÷àòü èõ � ýòî òàêîé æå òâîð÷åñêèé ïðîöåññ, êàê õó-
äîæíèê ðèñóåò êàðòèíû, à ïîýò ïèøåò ñòèõè �. �Âîñõèùàþñü ìàòåìàòèêîé �
òî÷íîé è êðàñèâîé, äðåâíåé è âñåãäà ñîâðåìåííîé, è ïîëåçíîé�.

È âñ¼ æå, ïî÷åìó ìàòåìàòèêà òàêàÿ âàæíàÿ ÷àñòü îáðàçîâàíèÿ, ÷òî å¼
ñäåëàëè îáÿçàòåëüíîé äëÿ âñåõ?

Ìàòåìàòèêó íóæíî èçó÷àòü äëÿ òîãî, ÷òîáû:

� ðàçâèòü ñïîñîáíîñòü ê àáñòðàêòíîìó ìûøëåíèþ è ëîãè÷åñêèå íàâûêè.
×åëîâå÷åñòâî çà ãîäû ýâîëþöèè ïðèëîæèëî óñèëèÿ, ÷òîáû íàó÷èòüñÿ
ìûñëèòü ëîãè÷åñêè, ýòî ÷àñòü ÷åëîâå÷åñêîé êóëüòóðû;

� îâëàäåòü ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêîé: ÷òîáû ñóùåñòâîâàòü
â ñîâðåìåííîì ìèðå, íàäî óìåòü îáðàùàòüñÿ ñ êîëè÷åñòâåííûìè ïàðà-
ìåòðàìè ãîðàçäî ëó÷øå, ÷åì íåñêîëüêî ëåò íàçàä. Íàïðèìåð, ðàáîòà ñ
ïðèëîæåíèÿìè ìàòåìàòèêè â ñèñòåìàõ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, çàäà÷è
ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ;

� ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå çíàíèÿ ê èçó÷åíèþ ðåàëüíûõ ÿâëåíèé â òåõíèêå,
ôèçèêå, ýëåêòðîíèêå;

� óñïåøíî ñäàòü ýêçàìåí.

Ýòèõ öåëåé ìîæåò áûòü è áîëüøå. Èñòîðèÿ íàóêè ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòå-
ìàòèêà èìååò ïðîðî÷åñêèé äàð: ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç èçâåñòíîãî îòêðûâà-
åò ïóòü äàëüøå, â íîâûå íåèçâåñòíûå îáëàñòè, âåäåò ê ñîçäàíèþ íîâûõ ôèçè-
÷åñêèõ ïîíÿòèé. Ôèçèêè-òåîðåòèêè â ñâîåé íàó÷íîé ðàáîòå øèðîêî ïîëüçóþò-
ñÿ ìíîãèìè ìåòîäàìè ìàòåìàòèêè. Îäíàêî, êîíå÷íûé ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèé
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ôèçèêà îïÿòü çàìûêàåòñÿ íà ìàòåìàòèêó: îí äîëæåí âûðàæàòüñÿ ÷èñëîì èëè
ôîðìóëîé, îòíîñÿùèìñÿ ê íàáëþäàåìûì âåëè÷èíàì. Âñÿêîå ÿâëåíèå ïðèðîäû
áåñêîíå÷íî â ñâîåé ñëîæíîñòè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñ ïîìîùüþ ïðèìåðà [1].

�. . . Îáûâàòåëü ôîðìóëèðóåò ìàòåìàòèêó çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì:
�Ñêîëüêî âðåìåíè áóäåò ïàäàòü êàìåíü ñ âûñîòû 200 ìåòðîâ?� Ìàòåìàòèê
íà÷íåò ñîçäàâàòü ñâîé âàðèàíò çàäà÷è ïðèáëèçèòåëüíî òàê: �Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî êàìåíü ïàäàåò â ïóñòîòå è ÷òî óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè 9,8 ìåòðà â ñå-
êóíäó çà ñåêóíäó. Òîãäà . . .�

� Ïîçâîëüòå, � ìîæåò ñêàçàòü �çàêàç÷èê�, � ìåíÿ íå óñòðàèâàåò òà-
êîå óïðîùåíèå. ß õî÷ó çíàòü òî÷íî, ñêîëüêî âðåìåíè áóäåò ïàäàòü êàìåíü â
ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ, à íå â íåñóùåñòâóþùåé ïóñòîòå.

� Õîðîøî, � ñîãëàñèòñÿ ìàòåìàòèê. � Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàìåíü èìååò
ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó è äèàìåòð . . .. Êàêîãî ïðèìåðíî îí äèàìåòðà?

� Îêîëî ïÿòè ñàíòèìåòðîâ. Íî îí âîâñå íå ñôåðè÷åñêèé, à ïðîäîëãîâà-
òûé.

� Òîãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí èìååò ôîðìó ýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìè
÷åòûðå, òðè è òðè ñàíòèìåòðà è ÷òî îí ïàäàåò òàê, ÷òî áîëüøàÿ ïîëóîñü
âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ âåðòèêàëüíîé. Äàâëåíèå âîçäóõà ïðèìåì ðàâíûì 760 ìì
ðòóòíîãî ñòîëáà, îòñþäà íàéäåì ïëîòíîñòü âîçäóõà . . .. Åñëè òîò, êòî ïîñòàâèë
çàäà÷ó íà �÷åëîâå÷åñêîì� ÿçûêå íå áóäåò äàëüøå âìåøèâàòüñÿ â õîä ìûñëè
ìàòåìàòèêà, òî ïîñëåäíèé ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ äàñò ÷èñëåííûé îòâåò. Íî
�ïîòðåáèòåëü� ìîæåò âîçðàæàòü ïî-ïðåæíåìó: êàìåíü íà ñàìîì äåëå âîâñå
íå ýëëèïñîèäàëüíûé, äàâëåíèå âîçäóõà â òîì ìåñòå è â òîò ìîìåíò íå áûëî
ðàâíî 760 ìì ðòóòíîãî ñòîëáà è ò. ä. ×òî æå îòâåòèò åìó ìàòåìàòèê?

Îí îòâåòèò: �Òî÷íîå ðåøåíèå ðåàëüíîé çàäà÷è âîîáùå íåâîçìîæíî. Ìà-
ëî òîãî, ÷òî ôîðìó êàìíÿ, êîòîðàÿ âëèÿåò íà ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà, íåâîç-
ìîæíî îïèñàòü íèêàêèì ìàòåìàòè÷åñêèì óðàâíåíèåì; åãî âðàùåíèå â ïîëåòå
òàêæå íåïîäâëàñòíî ìàòåìàòèêå èç-çà ñâîåé ñëîæíîñòè. Äàëåå, âîçäóõ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, òàê êàê â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ â
íåì âîçíèêàþò ôëóêòóàöèè êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè. Åñëè ïîéòè åùå ãëóáæå,
íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ïî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ êàæäîå òåëî äåéñòâóåò
íà êàæäîå äðóãîå òåëî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äàæå ìàÿòíèê íàñòåííûõ ÷à-
ñîâ èçìåíÿåò ñâîèì äâèæåíèåì òðàåêòîðèþ êàìíÿ. Êîðî÷å ãîâîðÿ, åñëè ìû
âñåðüåç çàõîòèì òî÷íî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå êàêîãî-ëèáî ïðåäìåòà, òî íàì
ïðåäâàðèòåëüíî ïðèäåòñÿ óçíàòü ìåñòîíàõîæäåíèå è ñêîðîñòü âñåõ îñòàëü-
íûõ ïðåäìåòîâ Âñåëåííîé. À ýòî, ðàçóìååòñÿ, íåâîçìîæíî . . .. ×òîáû îïèñàòü
ÿâëåíèå, íåîáõîäèìî âûÿâèòü ñàìûå ñóùåñòâåííûå åãî ñâîéñòâà, çàêîíîìåð-
íîñòè, âíóòðåííèå ñâÿçè, ðîëü îòäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëåíèÿ. Âûäåëèâ
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íàèáîëåå âàæíûå ôàêòîðû, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ìåíåå ñóùåñòâåííûìè�.

Ïðîöåññ, îïèñàííûé â âûøåïðèâåäåííîì ïðèìåðå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.

Îñíîâíûå ýòàïû ìîäåëèðîâàíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: Äàíî. Íàéòè. ×òî ìû ïûòàåìñÿ óçíàòü?
Íóæíî ïðàâèëüíî çàäàòü âîïðîñ îá èññëåäóåìîé ïðîáëåìå; îïðåäåëèòü öåëü
è ïóòè å¼ äîñòèæåíèÿ; âûðàáîòàòü îáùèé ïîäõîä ê èññëåäóåìîé ïðîáëåìå.

2. Èçó÷åíèå òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ è ñáîð èíôîðìàöèè îá èñ-

ñëåäóåìîì îáúåêòå. Íà ýòîì ýòàïå íóæíî âûïîëíèòü îáçîð ëèòåðàòóðû
çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò, ïîêàçàòü àêòóàëüíîñòü, íîâèçíó è ïðàêòè÷åñêóþ
çíà÷èìîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ïîäáîð òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïîçâîëèò
ïðèíÿòü óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

3. Ôîðìàëèçàöèÿ. Çàäà÷ó íóæíî ñäåëàòü ìàòåìàòè÷åñêîé � çàïèñàòü
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè îáúåêòà â âèäå ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðà-
æåíèé.

4. Âûáîð ìåòîäà ðåøåíèÿ. Âëàäåíèå ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì
ïîçâîëÿåò âûáðàòü èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è èëè
ðàçðàáîòàòü ñïåöèàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ, ÷òî äîáàâëÿåò öåííîñòü ïðîâåäåí-
íîìó èññëåäîâàíèþ.

5. Ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè. Íà ýòîì ýòàïå ðàçðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòì, åãî
ïðîãðàììèðóþò, ïîëó÷àþò ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, ïðîâîäÿò êîìïüþòåð-
íûé ýêñïåðèìåíò. Ðåçóëüòàò äîëæåí áûòü ïîëó÷åí çà äîïóñòèìîå âðåìÿ è ñ
íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ.

6. Èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Âûâîäû ìîäåëèðîâàíèÿ, çàïèñàí-
íûå íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè, èíòåðïðåòèðóþòñÿ íà ÿçûêå, ïðèíÿòîì â äàííîé
îáëàñòè, òàê êàê òåðìèíîëîãèÿ â êàæäîé îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ èìååò ñâîþ
ñïåöèôèêó.

7. Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè. Ñîãëàñóþòñÿ ëè ðåçóëüòàòû ýêñ-
ïåðèìåíòà ñ òåîðåòè÷åñêèìè âûâîäàìè èç ìîäåëè â ïðåäåëàõ çàäàííîé òî÷-
íîñòè?

8. Ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè. Íà ýòîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ëèáî óñëîæíå-
íèå ìîäåëè, ÷òîáû îíà áûëà àäåêâàòíà äåéñòâèòåëüíîñòè, ëèáî óïðîùåíèå
ìîäåëè ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëåìîãî ðåøåíèÿ.

Ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èòåðàòèâíûì (èòåðàöèÿ � ýòî îðãà-
íèçàöèÿ îáðàáîòêè äàííûõ, ïðè êîòîðûõ äåéñòâèÿ ïîâòîðÿþòñÿ ìíîãîêðàò-
íî). Â ñëó÷àå íåóäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ýòàïà, êàê ïðîâåð-
êà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè, âîçâðàùàåìñÿ ê îäíîìó èç ðàííèõ ýòàïîâ, êîòîðûé
ìîã ïðèâåñòè ê ðàçðàáîòêå íåóäà÷íîé ìîäåëè. Ýòîò ýòàï è âñå ïîñëåäóþùèå
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óòî÷íÿþòñÿ è òàêîå óòî÷íåíèå ìîäåëè ïðîèñõîäèò äî òåõ ïîð, ïîêà íå áó-
äóò ïîëó÷åí ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû ñ çàäàííîé ïîãðåøíîñòüþ âû÷èñëåíèé
è ñîâïàäåíèÿìè â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Äàëåå ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé è ïðîãíîçà.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíî ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà
êîìïüþòåðå â âèäå àëãîðèòìè÷åñêîé ìîäåëè � òàê íàçûâàåìîãî �âû÷èñëè-
òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà�. È çäåñü íàì ïîìîãóò ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå ïàêåòû:

� Advanced Grapher

� MathCad

� Origin Graphing & Analysis

� MatLab

� Wolfram Mathematics

Advanced Grapher � ìîùíûé, íî ëåãêî èñïîëüçóåìûé ãðàôè÷åñêèé ïà-
êåò, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèè â äåêàðòîâîé, ïîëÿðíîé ñèñòå-
ìàõ êîîðäèíàò, ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ ôóíêöèé; ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå èí-
òåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ýòîò ïàêåò èñïîëüçóåòñÿ â íåêîììåð÷å-
ñêèõ öåëÿõ áåñïëàòíî, åñëè ïðè èíñòàëëÿöèè âûáðàòü ðóññêèé ÿçûê èíòåð-
ôåéñà.

Origin Graphing & Analysis � îäèí èç âåäóùèõ ãðàôè÷åñêèõ ïàêåòîâ äëÿ
àíàëèçà íàó÷íûõ äàííûõ äëÿ ó÷åíûõ è èíæåíåðîâ. Ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è
ñòàòèñòèêè, èíòåðïîëÿöèè; àíàëèçèðîâàòü çàâèñèìîñòè; îôîðìëÿòü ãðàôèêè
äëÿ íàó÷íûõ ñòàòåé; ðèñîâàòü 3D-ãðàôèêè.

Ïàêåò MathCad ïðåäíàçíà÷åí äëÿ èíæåíåðíûõ âû÷èñëåíèé. Ôîðìóëû
ââîäÿòñÿ â ÿâíîì ñèìâîëüíîì âèäå. Ïàêåò îðèåíòèðîâàí íà ïîëüçîâàòåëåé-
èññëåäîâàòåëåé è ñëóæèò äëÿ îáó÷åíèÿ, âû÷èñëåíèé è èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ.
Ïàêåò ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü âû÷èñëåíèÿ â ñèìâîëüíîì ðåæèìå, âûïîëíÿòü
îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè, íàõîäèòü êîðíè óðàâíåíèé, ðåøàòü ñèñòåìû óðàâíå-
íèé, äèôôåðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü, ñòðîèòü ãðàôèêè, ñëîâîì, âûïîë-
íÿòü âñå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìû ñòóäåíòó, èíæåíåðó äëÿ ðåøåíèÿ
ó÷åáíûõ è èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷.

Wolfram Mathematics � ñàìàÿ ìîùíàÿ è óíèâåðñàëüíàÿ âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ñèñòåìà ìèðà. Ýòî ïàêåò ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè ñ îãðîìíûì êîëè÷å-
ñòâîì çàëîæåííûõ ðàçðàáîò÷èêàìè ôóíêöèé, à òàêæå îòêðûòàÿ ñðåäà, ïîç-
âîëÿþùàÿ ñîçäàâàòü ñâîè äîïîëíåíèÿ.
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MatLab (Matrix Laboratory) � íà ðóññêîì ÿçûêå ïðîèçíîñèòñÿ êàê
�Ìàòëàá� � ýòî ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåõíè÷å-
ñêèõ âû÷èñëåíèé è îäíîèìåííûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïàêåò ðàáîòàåò íà
áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ îïåðàöèîííûõ ñèñòåì (Linux, Microsoft Windows).
Ìàòëàá ïðåäîñòàâëÿåò ïîëüçîâàòåëþ áîëüøîå êîëè÷åñòâî (íåñêîëüêî ñîòåí)
ôóíêöèé äëÿ àíàëèçà äàííûõ, ïîêðûâàþùèå ïðàêòè÷åñêè âñå îáëàñòè ìàòå-
ìàòèêè. Íàïðèìåð, ìàòðèöû è ëèíåéíàÿ àëãåáðà; ìíîãî÷ëåíû è èíòåðïîëÿ-
öèÿ; ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, îáðàáîòêà è àíàëèç äàííûõ; äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòèêà ãîðàçäî øèðå, ÷åì ïðîñòî âû÷èñëåíèÿ. Âû-
÷èñëåíèÿ � ýòî âíóòðåííèé ìåõàíèçì ìàòåìàòèêè. Ìåñòî ìàòåìàòèêè â æèç-
íè è â íàóêå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ïåðåâåñòè �îáùåæèòåé-
ñêèå�, èíòóèòèâíûå ïîäõîäû ê äåéñòâèòåëüíîñòè, áàçèðóþùèåñÿ íà ÷èñòî êà-
÷åñòâåííûõ, à çíà÷èò, ïðèáëèçèòåëüíûõ îïèñàíèÿõ, íà ÿçûê òî÷íûõ îïðåäå-
ëåíèé è ôîðìóë, èç êîòîðûõ âîçìîæíû êîëè÷åñòâåííûå âûâîäû. È íå ñëó-
÷àéíî ãîâîðÿò, ÷òî ñòåïåíü íàó÷íîñòè òîé èëè èíîé äèñöèïëèíû èçìåðÿåòñÿ
òåì, íàñêîëüêî â íåé ïðèìåíÿåòñÿ ìàòåìàòèêà. Ãðîìàäíóþ ðîëü çäåñü èãðà-
åò èìåííî âûñøàÿ ìàòåìàòèêà, èçó÷àþùàÿ ïåðåìåííûå âåëè÷èíû è òåêóùèå
ïðîöåññû, äëÿ àíàëèçà êîòîðûõ àëãåáðû è ãåîìåòðèè íåäîñòàòî÷íî.

Èòàê, öåëè êóðñà �Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåõíè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ�:

1) ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ñòèëü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ åñòåñòâîèñïûòàòå-
ëåé è ïîíèìàòü ñòîÿùèå ïåðåä íèì çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî áóäóò èçó÷åíû ìà-
òåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, ôîðìóëû è ìåòîäû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî
ïðîâîäèòü íåîáõîäèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ è âû÷èñëåíèÿ;

2) äàòü äîñòóïíîå ââåäåíèå â âûñøóþ ìàòåìàòèêó, íå îòÿãîùåííîå íè ãðî-
ìîçäêèì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, íè ëîãè÷åñêèìè òîíêîñòÿìè. Ïî-
âòîðèòü íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, òåîðåìû, ôîðìóëû èç øêîëüíîãî êóðñà ìà-
òåìàòèêè;

3) ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ è çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïðèêëàäíûìè
çàäà÷àìè. Ýòî ïîìîæåò óñâîèòü ëåêöèîííûé ìàòåðèàë ïî ïðèêëàäíûì
äèñöèïëèíàì, ïðåîäîëåòü ðàçíèöó â ðàçëè÷èè ïîñòàíîâîê ôèçè÷åñêèõ è
ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, â ñèñòåìå èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé, ïîíÿòèé è
îïðåäåëåíèé.

Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÷àñòî íóæíû çíàíèÿ ýëåìåíòàðíîé ìà-
òåìàòèêè, àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, âåêòîðíîãî àíàëèçà, òåîðèè êîìïëåêñ-
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íûõ ÷èñåë, òåîðèè ôóíêöèé, äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ. Ñ ÷åãî íà÷àòü ðåøåíèå ó÷åáíîé çàäà÷è?

1) ñëåäóåò âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàòü óñëîâèå çàäà÷è;

2) âûÿñíèòü, ÷òî �äàíî� è ÷òî íåîáõîäèìî �íàéòè�;

3) åñëè òðåáóåòñÿ, ñäåëàòü ðèñóíîê, ïîäïèñàòü îñè êîîðäèíàò, óêàçàòü íà-
÷àëî êîîðäèíàò è ìàñøòàá; îáîçíà÷èòü íà ðèñóíêå âåêòîðíûå âåëè÷èíû;

4) çàïèñàòü ôîðìóëû, íà êîòîðûõ îñíîâàíî ðåøåíèå. Ïîÿñíèòü áóêâåííûå
îáîçíà÷åíèÿ ôîðìóë;

5) â çàäà÷àõ âåêòîðíîé àëãåáðû ïåðåéòè ê ñêàëÿðíûì âåëè÷èíàì. Äëÿ ýòîãî
íóæíî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò è íàéòè ïðîåêöèè âåêòîðîâ íà îñè
êîîðäèíàò;

6) â çàäà÷àõ ñ ôèçè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì íåîáõîäèìî ïðîâåñòè àíàëèç ðàç-
ìåðíîñòåé. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ðåçóëüòàòà
ñîîòâåòñòâóåò èñêîìîé âåëè÷èíå. Ýòî ÷àñòî ñëóæèò ïîäòâåðæäåíèåì òî-
ãî, ÷òî ïîëó÷åíî ïðàâèëüíîå ðåøåíèå;

7) îöåíèòü ÷èñëîâîé îòâåò êàê ðåàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå èñêîìîé âåëè-
÷èíû. Íàïðèìåð, ñêîðîñòü òåëà íå ìîæåò áûòü áîëüøå ñêîðîñòè ñâåòà â
âàêóóìå (c = 2,99 ·108 ì/ñ), ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
ýëåìåíòàðíîãî çàðÿäà (e = 1,6 ·10−19 Êë), âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ íå ìîæåò
áûòü îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì è ÷èñëîì, ïðåâîñõîäÿùèì åäèíèöó è ò. ä.
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1. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü

Â ïðèðîäå è òåõíèêå ìû î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àåìñÿ ñ çàâèñèìîñòüþ îäíèõ
âåëè÷èí îò äðóãèõ � ñ òàê íàçûâàåìûìè ôóíêöèîíàëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îäíîé âåëè÷èíû (y) îò äðóãîé âåëè÷èíû
(x) îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó çíà÷åíèþ x ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå
y.

Âåëè÷èíà x ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à y � ôóíê-
öèåé ýòîé ïåðåìåííîé. Èíîãäà x íàçûâàþò àðãóìåíòîì ôóíêöèè y.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èç ãåîìåòðèè è ôèçèêè:

1. Ïëîùàäü S êâàäðàòà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äëèíû a åãî ñòîðîíû S = a2;
S = S(a).

2. Îáúåì V øàðà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ðàäèóñ R øàðà:
V = 4

3πR
3; V = V (R).

3. Ïóòü S, ïðîéäåííûé ñâîáîäíî ïàäàþùèì òåëîì ñ âûñîòû h0, çàâèñèò îò
âðåìåíè t, ïðîòåêøåãî ñ ìîìåíòà, êîãäà íà÷àëîñü ïàäåíèå. Ýòà çàâèñè-
ìîñòü âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé S(t) = h0− gt2

2 , ãäå g = 9,8 ì/c2 � óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; S = S(t).

4. Ñèëà òîêà I çàâèñèò îò ñîïðîòèâëåíèÿ R ïðîâîäíèêà: ïðè äàííîé ðàç-
íîñòè ïîòåíöèàëîâ U ñèëà òîêà I = U

R ; I = I(R); âîîáùå, I = I(U,R).

Ìîæíî áûëî áû ïðèâåñòè åùå ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ òàêîãî ðîäà.
Â ìàòåìàòèêå ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ÷àùå âñåãî çàäàåòñÿ ôîð-

ìóëàìè. Íàïðèìåð,

y = 2x+ 3, y = x2 + 5, y =
x− 1

x+ 1
, y =

√
3x+ 7.

(çäåñü âñþäó y � ôóíêöèÿ àðãóìåíòà x). Ôîðìóëà äàåò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè êàæäîì çàäàííîì çíà÷åíèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.
Èíîãäà ýòîò ñïîñîá ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå òàáëèö èëè âû÷èñëèòåëüíûõ
óñòðîéñòâ.

Â ôèçèêå è òåõíèêå ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ÷àùå âñåãî ôèêñèðó-
åòñÿ íà øêàëàõ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ. Íàïðèìåð, äâèæåíèå ñòðåëêè
ñïèäîìåòðà àâòîìîáèëÿ, íàáëþäàåìîå îäíîâðåìåííî ñî ñòðåëêàìè âàøèõ ÷à-
ñîâ, ôèêñèðóåò ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè àâòîìîáèëÿ îò âðå-
ìåíè. Íî è çäåñü ÷àñòî ôóíêöèþ ìîæíî ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè
çàïèñàòü ïðîñòîé ôîðìóëîé.
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Íàëè÷èå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùåé çíà÷åíèÿ âîçíèêàþùèõ â ôèçèêå èëè
òåõíèêå âåëè÷èí îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åí çàêîí èíòåðåñóþùåãî íàñ ÿâëåíèÿ.

Ðåàëüíî â ïðèðîäå è òåõíèêå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èíòåðåñóþùàÿ íàñ
âåëè÷èíà (ôóíêöèÿ) çàâèñèò îò íåñêîëüêèõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, ñèëà òîêà
çàâèñèò îò äâóõ âåëè÷èí: îò ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ U è îò ñîïðîòèâëåíèÿ
ïðîâîäíèêà R. Ñ÷èòàÿ çàäàííûìè (è ïîñòîÿííûìè) âñå âåëè÷èíû, êðîìå îä-
íîé, ìû èçó÷àåì çàâèñèìîñòü ôóíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé. Òàê, íàïðèìåð,
âçÿâ àêêóìóëÿòîð ñ îïðåäåëåííîé ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ, áóäåì ìåíÿòü ñî-
ïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà R è èçìåðÿòü ñèëó òîêà I. Â òàêîé ïîñòàíîâêå îïûòà
ñèëà òîêà çàâèñèò òîëüêî îò ñîïðîòèâëåíèÿ; âåëè÷èíó U â ôîðìóëå I = U

R

ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñòîÿííóþ.
Â ìàòåìàòèêå äàåòñÿ ïîíÿòèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Èíîãäà

ôîðìóëà òàêîâà, ÷òî çíà÷åíèå y ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ x, çàêëþ÷åííûõ â
îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ. Ñêàæåì, ôîðìóëà y =

√
x ïîçâîëÿåò íàéòè y òîëüêî

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé: x ≥ 0. Åñëè y = log2(x− 2), òî y ñóùåñòâóåò
òîëüêî äëÿ x > 2.

Â ôîðìóëàõ, âîçíèêàþùèõ â ôèçè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ, ãåîìåòðè÷åñêèõ
è äðóãèõ çàäà÷àõ, îãðàíè÷åíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé èíîãäà âûòåêàåò èç ñìûñëà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì �óìíûå�
ôîðìóëû çà÷àñòóþ ñàìè íàñ ïðåäóïðåæäàþò î âîçìîæíûõ ãðàíèöàõ çíà÷å-
íèé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, âî ìíîãèõ ôîðìóëàõ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñêî-
ðîñòü υ äâèæóùåãîñÿ òåëà ôèãóðèðóåò â âèäå âûðàæåíèÿ

√
c2 − υ2, ãäå c �

ñêîðîñòü ñâåòà, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè âñåãäà υ < c.

Ðèñóíîê 1..1 � Èíòåëëåêò-êàðòà ïîíÿòèÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü

Âî ìíîãèõ äðóãèõ ôîðìóëàõ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíó íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé íå íàêëàäûâàåòñÿ: x ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì èëè îò-
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ðèöàòåëüíûì, áîëüøèì èëè ìàëûì. Òî æå îòíîñèòñÿ è êî ìíîãèì ôèçè÷åñêèì
âåëè÷èíàì: íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêèé òîê óäîáíî ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíîé âå-
ëè÷èíîé, êîãäà ýëåêòðîíû äâèæóòñÿ ïî ïðîâîëîêå â îäíîì íàïðàâëåíèè, è
îòðèöàòåëüíîé ïðè ïðîòèâîïîëîæíîì äâèæåíèè ýëåêòðîíîâ.

Çíàÿ ôîðìóëó, äàþùóþ çàâèñèìîñòü y îò x, ëåãêî ñîñòàâèòü òàáëè-
öó (òàáë. 1..1) çíà÷åíèé y äëÿ íåñêîëüêèõ ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ çíà÷åíèé
x.

Òàáëèöà 1..1 � Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y =
√
x

x 0 1 2 3 4 5
y =

√
x 0 1 1,41 1,73 2 2,24

Ïîíÿòíî, ÷òî ïî äàííîé ôîðìóëå ìîæíî ñîñòàâèòü è áîëåå ïîäðîáíóþ
òàáëèöó, çàäàâàÿ, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ x = 0,1; 0,2 è òàê äàëåå. Òàêèì îáðà-
çîì, ôîðìóëà �ñèëüíåå� ëþáîé òàáëèöû.

Ôîðìóëà ñîäåðæèò íå òîëüêî òå ñâåäåíèÿ, êîòîðûå ïðèâåäåíû â äàí-
íîé òàáëèöå, íî ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òàê æå è ïðè çíà÷åíèÿõ
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, íå ñîäåðæàùèõñÿ â òàáëèöå.

Ïðè íåêîòîðîé ïðèâû÷êå óìåíèå ÷òåíèÿ ôîðìóë ÷àñòî ïîçâîëÿåò áûñò-
ðåå ïðåäñòàâèòü ñåáå õîä ôóíêöèè, ÷åì íåâûðàçèòåëüíûé ðÿä ÷èñåë (òàáëè-
öû). Íàïðèìåð,

y =
1

x2 + 2x+ 4

ïðè x→ ±∞, y → 0; x→ 0, y → 1
4 ; y > 0 äëÿ âñåõ x ∈ R.

Â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ è â òåõíèêå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ òàêîå ïîëîæåíèå,
êîãäà òåîðèè èíòåðåñóþùåãî íàñ ÿâëåíèÿ åùå íåò è ôèçèê (èëè õèìèê, áèî-
ëîã, èíæåíåð) ìîæåò óêàçàòü òîëüêî ðåçóëüòàòû ïðîäåëàííûõ èì îïûòîâ �
çàâèñèìîñòü èññëåäóåìîé âåëè÷èíû îò âåëè÷èíû, çàäàâàåìîé ïðè ïîñòàíîâêå
îïûòà. Òàê îáñòîèò äåëî, íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè çàâèñèìîñòè ñîïðî-
òèâëåíèÿ ïðîâîäíèêà îò åãî òåìïåðàòóðû. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàëüíàÿ
çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà òîëüêî â âèäå òàáëèöû, ñóììèðóþùåé ðå-
çóëüòàòû îïûòà.

Èç îïûòà èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äàííîãî ïðîâîäíèêà (èç îïðåäåëåííîãî ìà-
òåðèàëà, çàäàííîãî ñå÷åíèÿ è ôèêñèðîâàííîé äëèíû) ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðî-
òèâëåíèå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû ïðîâîäíèêà. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè òåìïå-
ðàòóðû T ïðîâîäíèê èìååò îïðåäåëåííîå ñîïðîòèâëåíèå R, òàê ÷òî ìîæíî
ãîâîðèòü î òîì, ÷òî R = R(T ). Ïðîâîäÿ èçìåðåíèÿ, ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ
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R ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ T è òàêèì îáðàçîì íàéòè çàâèñèìîñòü R(T );
ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîì îïûòîâ ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà (òàáë. 1..2):

Òàáëèöà 1..2 � Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ

T,◦C 0 25 50 75 100
R, Îì 112,0 118,4 124,6 130,3 135,2

Ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íóæíî ïîäîáðàòü ïðèáëèæåííóþ
ôîðìóëó, õîðîøî ñîãëàñóþùóþñÿ ñ îïûòîì äëÿ òåõ òåìïåðàòóð, ïðè êîòîðûõ
ïðîâåäåíû èçìåðåíèÿ. Âîçüìåì, íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå

R∗ = 112 + 0, 272 · T − 0, 0004 · T 2 (1.1)

è ñîñòàâèì ïî ýòîé ôîðìóëå òàáëèöó (òàáë. 1..3):

Òàáëèöà 1..3 � Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè R∗ = R∗(T )

T,◦C 0 25 50 75 100
R∗, Îì 112,0 118,55 124,6 130,15 135,2

Ìû âèäèì, ÷òî ôîðìóëà (1.1) äàåò çíà÷åíèÿ R, î÷åíü áëèçêèå ê íàáëþ-
äàåìûì íà îïûòå. Ïîýòîìó çàêîííî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî è ïðè ïðîìåæóòî÷-
íûõ òåìïåðàòóðàõ (íàïðèìåð, ïðè T = 10◦ C, T = 80◦ C èëè T = 90◦ C) ýòà
ôîðìóëà òàêæå ïðàâèëüíî îïèñûâàåò ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü R(T ).

Ìàòåìàòèêè ôîðìóëèðóþò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå, ãîâîðÿ, ÷òî íàéäåí-
íàÿ çàâèñèìîñòü R(T ) íå äàåò áîëüøèõ îøèáîê ïðè èíòåðïîëÿöèè, òî åñòü
ïðè ïåðåõîäå îò èçâåñòíûõ çíà÷åíèé R ê íîâûì, ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó óæå
èìåþùèìèñÿ (�interpolare� ñ ëàò. �ïîäíîâëÿòü� èëè �âñòàâêà âíóòðü�).

Â ìàòåìàòèêå èíòåðïîëÿöèåé íàçûâàåòñÿ âñÿêèé ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî ïî òàáëèöå, ñîäåðæàùåé íåêîòîðûå ÷èñëîâûå äàííûå, ìîæíî íàé-
òè ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî íå äàíû â òàáëèöå.
Íàõîæäåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè ïî åå ãðàôèêó íàçûâàåòñÿ
ãðàôè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèåé.

Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü (1.1) ñîïðîòèâëåíèÿ R îò òåìïåðàòóðû T íàçûâà-
þò ýìïèðè÷åñêè íàéäåííûì çàêîíîì, èëè ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëîé (�emperia�
ñ ãðå÷. �îïûò�, ýìïèðè÷åñêèé � îïûòíûé, �ïîëó÷åííûé îïûòíûì ïóòåì�).

Îäíàêî ýìïèðè÷åñêàÿ ôîðìóëà íóæäàåòñÿ, ðàçóìååòñÿ, â ïðîâåðêå: ïî-
ãðåøíîñòü, ïîëó÷àåìàÿ ïðè åå èñïîëüçîâàíèè, ìîæåò îêàçàòüñÿ è äîâîëüíî
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çíà÷èòåëüíîé (ÿñíî, ÷òî íàäåæíîñòü ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëû áóäåò òåì âû-
øå, ÷åì áîëåå ãóñòîé ÿâëÿåòñÿ ñåòêà òåõ íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé,
äëÿ êîòîðîé ìû ïîäáèðàëè äàííóþ ôîðìóëó). È ñîâñåì íåæåëàòåëüíî èñ-
ïîëüçîâàíèå ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëû çà ïðåäåëàìè èññëåäóåìîãî èíòåðâàëà
çíà÷åíèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Òàêîå ïðîäîëæåíèå ôîðìóëû íàçûâàåòñÿ
ýêñòðàïîëÿöèåé (÷àñòèöà �ex� ñ ëàò. �âíå�): ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëüøèì
îøèáêàì. Òàê, åñëè âçÿòü T = −200◦C èëè T = 500◦C, ó íàñ íåò íèêàêèõ
îñíîâàíèé îæèäàòü, ÷òî ïðè âñåõ T çàâèñèìîñòü R(T ) èìååò âèä (1.1), òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ.

Èòàê, äëÿ îòêðûòèÿ íîâûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ èëè ôóíêöèîíàëüíûõ
çàâèñèìîñòåé, ïðîòåêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ ïðîöåññàõ, èññëåäîâàòåëü äîëæåí
âëàäåòü ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì � íàáîðîì ïîíÿòèé, òåîðåì, ôîðìóë,
óñëîâèé, ñîîòíîøåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ðåøàåòñÿ çàäà÷à. Ïðèìåíÿÿ ïîëó-
÷åííûå ðåøåíèÿ íà ïðàêòèêå, ìû çàêëàäûâàåì îñíîâó äëÿ ïðèêëàäíîé òåî-
ðèè. Â òî æå âðåìÿ òåîðèÿ, çàðîäèâøàÿñÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, ìîæåò áûòü
îáîáùåíà êàê íîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

Ðèñóíîê 1..2 � Èíòåëëåêò-êàðòà ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
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2. Êîîðäèíàòû. Ðàññòîÿíèÿ è óãëû, âûðàæåííûå â êîîðäèíà-

òàõ

×òî òàêîå ñèñòåìà êîîðäèíàò è ïî÷åìó èõ òàê ìíîãî? Íåóæåëè íåëüçÿ
ïðèäóìàòü îäíó óíèâåðñàëüíóþ ñèñòåìó è âåçäå åå èñïîëüçîâàòü? Îêàçûâàåò-
ñÿ, íåëüçÿ. Äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ ïî÷åìó. Äëÿ íà÷àëà âûÿñíèì, ÷òî ñêðûâàåòñÿ
ïîä òàêèì îáùåóïîòðåáèòåëüíûì òåðìèíîì �ñèñòåìà êîîðäèíàò�.

Ñèñòåìà êîîðäèíàò� ýòî ñïîñîá çàäàíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷êè â ïðîñòðàí-
ñòâå. Ãëàâíîå ñâîéñòâî âñåõ ñèñòåì êîîðäèíàò � ïîëîæåíèå ëþáîé òî÷êè îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åå êîîðäèíàòàìè. Òàê æå êàê ïî àäðåñó ìîæíî íàéòè
ëèøü îäíî çäàíèå â ïðåäåëàõ ãîðîäà.

Ëþäè èçäàâíà èçìåðÿëè âñå, ÷òî ïîääàåòñÿ èçìåðåíèþ. Ðàññòîÿíèå, ñêî-
ðîñòü, âðåìÿ. . . . Òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ öèâèëèçàöèè ìîæíî ïðîñëåäèòü ïî
ýâîëþöèè èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ: îò âåðåâêè ñ óçåëêàìè äî ñâåðõòî÷íûõ
àòîìíûõ ÷àñîâ. È ëþáûå èçìåðåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íåìûñëèìû áåç ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Ñàìàÿ èçâåñòíàÿ èç âñåõ è øèðîêî èñïîëüçóåìàÿ, áåçóñëîâíî, ïðÿ-
ìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Äëÿ íàãëÿäíîãî èçîáðàæåíèÿ ôóíêöèîíàëü-
íîé çàâèñèìîñòè ñ ïîìîùüþ ðèñóíêà (ãðàôèêà) ïîëüçóþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè
äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè.

Âïåðâûå, òàêóþ ïðèâû÷íóþ äëÿ íàñ, ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäè-
íàò ââåë ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé Ðåíå Äåêàðò â ñâîåé ðàáîòå �Ðàññóæäåíèÿ î
ìåòîäå� â 1637 ãîäó. Ïðîâåäåì íà ïëîñêîñòè äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå
ïðÿìûå: îñü Ox, èëè îñü àáñöèññ, êîòîðàÿ ðàñïîëàãàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî è îñü
Oy, èëè îñü îðäèíàò, êîòîðóþ ïðîâîäÿò âåðòèêàëüíî; òî÷êà O ïåðåñå÷åíèÿ
îñåé íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò.

Ðèñóíîê 2..1 � Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò

15



Êàæäîé ïàðå x è y çíà÷åíèé, íàïðèìåð, x = 2 è y = 4 îòâå÷àåò íà
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè îäíà òî÷êà. Îáðàòíî, ÷òîáû íàéòè êîîðäèíàòû ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè B ïëîñêîñòè äîñòàòî÷íî ìûñëåííî îïóñòèòü èç B ïåðïåí-
äèêóëÿð íà îñè êîîðäèíàò è �ïðî÷åñòü� çíà÷åíèÿ x è y.

Çàäàíèå äâóõ ÷èñåë � çíà÷åíèÿ x è y � îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè
íà ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó è âñå ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîé
òî÷êå, ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷êè.

Çàäà÷à. Íàéòè ðàññòîÿíèå ρ òî÷êè A ñ êîîðäèíàòàìè x è y îò íà÷àëà
êîîðäèíàò O, à òàêæå óãîë φ ìåæäó ïðÿìîé OA è îñüþ àáñöèññ.

x

y

0

A(x;y)
y

x

r
j

B
Ðèñóíîê 2..2 � Êîîðäèíàòû, ðàññòîÿíèå è óãîë

Ðåøåíèå. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà △OBA ïî òåîðåìå Ïèôà-
ãîðà OA2 = OB2 + BA2, ρ2 = x2 + y2. Òàêèì îáðàçîì ρ =

√
x2 + y2 ⇒

ïî ñìûñëó çàäà÷è 0 ≤ ρ < +∞. Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ òàíãåíñà óãëà èìååì
tgφ = BA

OB = y
x .

Çàìåòèì, ÷òî óãîë φ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ
îñè Ox, â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì äâèæåíèþ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íî
òàê êàê áîëüøèå óãëû èíîãäà îêàçûâàþòñÿ íåóäîáíûìè, òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ
èñïîëüçóåòñÿ −π < φ ≤ π.

x

y

0
0p

-p

Ðèñóíîê 2..3 � Ïðàâèëî îòñ÷åòà óãëà

Ôîðìóëà tgφ = y
x â ýòîì îòíîøåíèè íå ïîëíà: îíà íå ïîçâîëÿåò óñòàíî-

âèòü, ðàñïîëîæåíà ëè ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà â I, III èëè âî II, IV ÷åòâåðòÿõ,
òàê êàê çíàêè òàíãåíñà
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x

y
jtg

+

+

Ðèñóíîê 2..4 � Çíàêè ôóíêöèè òàíãåíñ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âåëè÷èíó φ, íàäî åùå ó÷åñòü çíàêè x è y,
ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ÷åòâåðòü, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ òî÷êà, èëè âîñïîëü-
çîâàòüñÿ áîëåå ñëîæíûìè ôîðìóëàìè:

cosφ =
x

ρ
, sinφ =

y

r
, ãäå ρ =

√
x2 + y2.

Ðåøèì îáðàòíóþ çàäà÷ó: ïóñòü òî÷êà A íàõîäèòñÿ íà çàäàííîì ðàñ-
ñòîÿíèè ρ îò íà÷àëà êîîðäèíàò è îòðåçîê OA îáðàçóåò óãîë φ ñ ïîëîæè-
òåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè A.

x

y

0

A(x;y)
r
j

Ðèñóíîê 2..5 � Ðàññòîÿíèå, óãîë è êîîðäèíàòû

Ïîëó÷àåì {
x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ.

Ýòè ôîðìóëû âåðíû áåç âñÿêèõ èñêëþ÷åíèé, äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ è
îòðèöàòåëüíûõ óãëîâ φ.

ßñíî, ÷òî ïîëîæåíèå òî÷êè A íà ïëîñêîñòè ìîæíî ôèêñèðîâàòü, óêàçàâ
äâà ÷èñëà x è y, à ìîæíî âìåñòî ýòîãî çàäàòü ðàññòîÿíèå ρ è óãîë φ.

×èñëà ρ è φ íàçûâàþò ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè A; ïðè ýòîì
òî÷êó O íàçûâàþò ïîëþñîì ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à ëó÷ Ox � ïîëÿð-
íîé îñüþ. (Çàìåòèì, ÷òî îñü Oy â îïðåäåëåíèè ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
íå ó÷àñòâóåò).
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Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû{
x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ;

è

{
ρ =

√
x2 + y2, 0 ≤ ρ < +∞,

φ = arctg yx ; −π < φ ≤ π.

óêàçûâàþò ïðàâèëà ïåðåõîäà îò äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ê ñî-
îòâåòñòâóþùèì ïîëÿðíûì è íàîáîðîò.

Ìàòåìàòèêè øóòÿò: �Ïîëÿðíûé ìåäâåäü � ýòî ïðÿìîóãîëüíûé ìåäâåäü
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò�.

Ïîìèìî ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñóùåñòâóåò åùå ñôåðè÷åñêàÿ, öè-
ëèíäðè÷åñêàÿ è ìíîãî äðóãèõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Çà÷åì ñòîëüêî? Ïðèâåäåì òà-
êîé ïðèìåð. Ïåðåä âàìè ñòîèò çàäà÷à ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû òî÷åê íà îêðóæ-
íîñòè. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è ïîëó÷àòü
ïàðû êîîðäèíàò x è y, ïîî÷åðåäíî èçìåðÿÿ ïîëîæåíèå êàæäîé òî÷êè. Íî
ìîæíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îäíîêðàòíî èçìåðèòü ðàäèóñ
îêðóæíîñòè R è äàëåå èçìåðÿòü óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì (ýòî âåêòîð,
èñõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò) è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox.
Âòîðîé ñïîñîá ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì.

Èòàê, âûáîð êîíêðåòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò çàâèñèò â ïåðâóþ î÷åðåäü
îò óäîáñòâà ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. À òàêîå ìíîæå-
ñòâî ñèñòåì êîîðäèíàò îáúÿñíÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ìèðà è øèðîòîé ÷åëîâå-
÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Íî íàñ ýòî ïóãàòü íå äîëæíî. Çíàòü âñå ïðèäóìàííûå
÷åëîâåêîì ñïîñîáû çàäàíèÿ òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå íåîáÿçàòåëüíî.

Ïðèìåíåíèå ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Â îñíîâíîì ýòî çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ íàïðàâëåíèåì è ðàññòîÿíèåì îò
íåêîòîðîãî öåíòðà. Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû � òàêèå, êîòîðûå ñîäåð-
æàò òåëà, äâèæóùèåñÿ âîêðóã öåíòðà, ëèáî ÿâëåíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ
èç íåêîòîðîãî öåíòðà � ãîðàçäî ïðîùå ìîäåëèðîâàòü â ïîëÿðíûõ êîîðäè-
íàòàõ. Ïðè÷èíîé ñîçäàíèÿ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò áûëî èññëåäîâàíèå
îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ è äâèæåíèÿ ïî êðóãó.

Ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ÷àñòî ïðèìåíÿþò

� â íàâèãàöèè, ïîñêîëüêó ïóíêò íàçíà÷åíèÿ ìîæíî çàäàòü êàê ðàññòîÿíèå
è íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ îò îòïðàâíîé òî÷êè;

� â àâèàöèè (ïðèìåíÿåòñÿ íåñêîëüêî èçìåíåííàÿ ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîð-
äèíàò);

� â ãåîäåçèè � äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ïðè ñî-
ñòàâëåíèè êàðò è ïëàíîâ íåáîëüøèõ ó÷àñòêîâ;
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Ðèñóíîê 2..6 � Êðóãîâàÿ äèàãðàììà

� â àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ;

� â ôîòîãðàôèè èñïîëüçóåòñÿ ôèëüòð, ïåðåâîäÿùèé êîîðäèíàòû òî÷åê èç
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïîëÿðíóþ, ñîçäàâàÿ ñôåðè÷åñêèé
ýôôåêò ñíèìêà;

� ôîðìàò áèðæåâûõ ãðàôèêîâ íà îñíîâå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò. Òàêàÿ ñèñòå-
ìà êîîðäèíàò ñâÿçûâàåò ãðàäóñû è âðåìÿ (â ãîäó 365 äíåé, â îêðóæíîñòè
360◦);

� â ðàäèîëîêàöèè êîîðäèíàòû öåëè ìîãóò âûäàâàòüñÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò (àçèìóò, äàëüíîñòü);

� â ìåäèöèíå êîìïüþòåðíàÿ òîìîãðàôèÿ ñåðäöà èçîáðàæàåòñÿ â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ;

� â ñèñòåìàõ áåçîïàñíîñòè ïðè èäåíòèôèêàöèè ïî ðàäóæíîé îáîëî÷êå ãëà-
çà;

� â ïðèáîðàõ èçìåðèòåëüíûõ ëàáîðàòîðèé íà ïðåäïðèÿòèÿõ òî÷íîãî ïðè-
áîðîñòðîåíèÿ ìèêðîýëåêòðîíèêè;

� â êîìïüþòåðíûõ èãðàõ.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü êðèâóþ, çàäàííóþ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè,
íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå øàãè:

� Çàäàòü ÷åðåç îïðåäåëåííûé øàã çíà÷åíèÿ óãëà φ è íà ïëîñêîñòè ïî-
ñòðîèòü ëó÷è ïîä âûáðàííûìè óãëàìè, îòñ÷èòûâàåìûå â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè îò ïîëÿðíîé îñè (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè);

� Ïî äàííîé çàâèñèìîñòè ρ = ρ(φ) âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
ðàäèóñà ρ;

� Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ρ îòëîæèòü â âûáðàííîì ìàñøòàáå ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó ëó÷ó, íà÷èíàÿ îò ïîëþñà;

� Ïîëó÷åííûå òî÷êè ñîåäèíèòü ïëàâíîé êðèâîé.

Ïðè ïîñòðîåíèè êðèâîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òàêèå
ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, êàê:

� îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ρ = ρ(φ);

� ÷åòíîñòü;

� íå÷åòíîñòü;

� ïåðèîäè÷íîñòü,

÷òî ñíèæàåò îáúåì âû÷èñëåíèé.

Ïðèìåð. Ïîñòðîèòü êðèâóþ ρ = a · (1− cosφ), a > 0.

Äàííàÿ çàâèñèìîñòü îïðåäåëåíà äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé φ,
òàê êàê 1−cosφ > 0; èñïîëüçóåì ÷åòíîñòü è ïåðèîäè÷íîñòü (T = 2π) ôóíêöèè
cosφ.

Ïîñòðîèì òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè ρ = a · (1 − cosφ) ïðè a = 1
2 .

Âîçüìåì çíà÷åíèÿ φ ∈ [0; π] ñ øàãîì π
6 (òàáë. 2..1):

Òàáëèöà 2..1 � Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè ρ = 1
2
· (1− cosφ)

φ, ðàä. 0 π
6

π
3

π
2

2π
3

5π
6

π
ρ, åä. 0 0,07 0,25 0,50 0,75 0,94 1
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6
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p2pp

5p 4
3

2

6

3
4 3

1 0

0,5

Ðèñóíîê 2..7 � Êàðäèîèäà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Çàòåì äîñòðîèì êðèâóþ ñèììåòðè÷íî ïîëó÷åííîé äëÿ îñòàëüíûõ çíà-
÷åíèé óãëîâ â [π; 2π].
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3. Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ôóíêöèé. Óðàâíåíèå ïðÿìîé

Êàæäîé ïàðå çíà÷åíèé x è y ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ òî÷êà íà
ïëîñêîñòè. Åñëè y åñòü ôóíêöèÿ îò x, òî êàæäîìó çíà÷åíèþ x îòâå÷àåò
îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå y. Ìíîæåñòâî òî÷åê (x; y) íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ
ãðàôèêîì ôóíêöèè y = y(x).

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü y = kx + b, ãäå k,
b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ:

1. −→v (t) = −→v0 +−→a t � ñêîðîñòü ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè;

2. ω = ω0 + εt � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðè âðàùàòåëüíîì ðàâíîóñêîðåííîì
äâèæåíèè;

3. V = V0(1 + αt) � çàêîí Ãåé-Ëþññàêà;

4. ρ = ρ0(1 + αt) � çàâèñèìîñòü óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìåòàëëà îò òåì-
ïåðàòóðû.

Ïðèìåðû ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, âñòðå÷àþùåéñÿ â ôèçèêå:

1.
−→
F = −k · △−→r � çàêîí Ãóêà;

2. −→a =

∑
i

−→
Fi
m , m =const � âòîðîé çàêîí Íüþòîíà;

3. Cp =
i+2
2 · R � ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü èäåàëüíîãî ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì

äàâëåíèè;

4. S = k · lnW � ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè;

5.
−→
E =

−→
F
q0

� îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ïðèìåð. Òðåóãîëüíèê ABC çàäàí êîîðäèíàòàìè ñâîèõ âåðøèí: A(1; 2),
B(2;−2), C(6; 1). Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ñòîðîíû AB.

Ðåøåíèå. Ñïîñîá 1. Óðàâíåíèå ñòîðîíû AB � ýòî ïðÿìàÿ y = kx + b.
Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå ïîî÷åðåäíî êîîðäèíàòû òî÷åê A è B. Ïîëó÷èì
ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:{

k · 1 + b = 2,
k · 2 + b = −2.

Ðåøèâ ñèñòåìó, ïîëó÷èì k = −4, b = 6. Òîãäà óðàâíåíèå ñòîðîíû AB:
y = −4x+ 6.
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Ðèñóíîê 3..1 � Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
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Ñïîñîá 2. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè A(x1; y1) è B(x2; y2):

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

.

Ïîäñòàâèì â ýòó ôîðìóëó êîîðäèíàòû òî÷åê A è B. Ïîëó÷èì:

x− 1

2− 1
=

y − 2

−2− 2
.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñòîðîíû AB: y = −4x+ 6.
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4. Îáðàòíàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü è ãèïåðáîëà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè, êîòîðûå ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ â ôèçè÷åñêèõ çàêîíàõ.

Âèä çàâèñèìîñòè ìåæäó y è x, îïèñûâàåìûé ôîðìóëîé

y =
k

x
,

íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ (ñ êîýôôèöèåíòîì k) ìåæäó y
è x.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê A(x1; y1) èB(x2; y2) ïðÿìàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü
îçíà÷àåò, ÷òî

x2
x1

=
y2
y1
,

à îáðàòíàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

x2
x1

=
y1
y2
.

Ãðàôèê îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè åñòü ãèïåðáîëà.

Ðèñóíîê 4..1 � Ãèïåðáîëà

Çàìåòèì, åñëè x→ −∞, y → 0; åñëè x→ +∞, y → 0;

åñëè x→ −0, y → −∞; åñëè x→ +0, y → +∞.
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Âûðàæåíèå y → 0 îçíà÷àåò: âåëè÷èíà y ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîé
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, íî íèêîãäà åå íå äîñòèãàåò. Ïðè x → +0 (âûðà-
æåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà x ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîé, åñëè ïðè-
áëèæàòüñÿ ê íóëþ ñî ñòîðîíû á�îëüøèõ, ÷åì íóëü, çíà÷åíèé), y → +∞
îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà y ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå.

Ïðÿìûå x = 0 (îñü îðäèíàò) è y = 0 (îñü àáñöèññ) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòî-
òàìè ãèïåðáîëû.

Åñëè k > 1, òî k � êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ; åñëè 0 < k < 1, òî k �
êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ.

Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ôè-
çè÷åñêèõ çàêîíàõ.

Çàêîí Îìà I = U
R îçíà÷àåò, ÷òî ñèëà òîêà I èçìåíÿåòñÿ ïðÿìî ïðîïîð-

öèîíàëüíî íàïðÿæåíèþ U è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ñîïðîòèâëåíèþ R.
Ïðè çàäàííîì ñîïðîòèâëåíèè R (R = const) ñèëà òîêà ïðÿìî ïðîïîð-

öèîíàëüíà íàïðÿæåíèþ U ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k = 1
R .

Ïðè çàäàííîì íàïðÿæåíèè U (U = const) âåëè÷èíà ñèëû òîêà îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíà ñîïðîòèâëåíèþ R: çäåñü I = k

R , ãäå k = U .
Àíàëîãè÷íî ýòîìó ïðîñòàÿ çàâèñèìîñòü S = v · t ìåæäó ïóòåì S, ñêî-

ðîñòüþ v ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ è âðåìåíåì t ïîêàçûâàåò, ÷òî âðåìÿ t = S
v

ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ïóòè S è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè v.
Äàâëåíèå ãàçà â ñèëó çàêîíà Áîéëÿ-Ìàðèîòòà P · V = const îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëüíî åãî îáúåìó P = const
V (ïðè m = const, T = const).

Ïðèìåðû îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, âñòðå÷àþùåéñÿ â ôèçè÷åñêèõ
ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòÿõ:

1. φ = q
4πε◦r

� ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà;

2. B = µ◦I
2πr � ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîâîäíèêà;

3. λ = c
ν � äëèíà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â âàêóóìå.

Ïðèìåð 1. Ïåðåìåííàÿ x îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà y, ïåðåìåííàÿ y
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ïåðåìåííîé z, z â ñâîþ î÷åðåäü îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíà v. Â êàêîé çàâèñèìîñòè íàõîäÿòñÿ x è v?

Ðåøåíèå. Òàê êàê

x =
k1
y
, y =

k2
z
, z =

k3
v
,
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òîãäà

x =
k1
k2

· z = k1
k2

· k3
v
,

òî åñòü ïåðåìåííàÿ x îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà v.
Ïðèìåð 2. Ïðè ýëåêòðîëèçå êîëè÷åñòâî âûäåëÿþùåãîñÿ íà ýëåêòðîäå

âåùåñòâà ïðîïîðöèîíàëüíî ñèëå òîêà, ñèëà òîêà ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîâîäè-
ìîñòè ýëåêòðîëèòà, ïðîâîäèìîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèè ýëåêòðî-
ëèòà, êîíöåíòðàöèÿ ïðè äàííîì êîëè÷åñòâå âåùåñòâà îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëüíà îáúåìó ðàñòâîðèòåëÿ. Êàê êîëè÷åñòâî âûäåëÿþùåãîñÿ íà ýëåêòðîäå
âåùåñòâà çàâèñèò îò îáúåìà ðàñòâîðèòåëÿ?

Ðåøåíèå. Òàê êàê

q ∼ I ∼ ρ ∼ n ∼ 1

V
⇒ q ∼ 1

V
.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî âûäåëÿþùåãîñÿ íà ýëåêòðîäå âåùåñòâà îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíî îáúåìó ðàñòâîðèòåëÿ.
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5. Ïàðàáîëà

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ y = ax2 + bx+ c.

Ãðàôèê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëîé ñ îñüþ ñèììåò-
ðèè, ïàðàëëåëüíîé îñè Oy è âåðøèíîé M(− b

2a ;
4ac−b2

4a ).

Ðèñóíîê 5..1 � Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ íåêîòî-
ðûå èç óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòèê. Íàïðèìåð, åñëè óðàâíåíèå ax2+ bx+ c = 0
èìååò äâà êîðíÿ, óäîáíî èñïîëüçîâàòü êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû è êî-
îðäèíàòû äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ îñüþ Ox. Ñâîéñòâà ôóíêöèè
è âèä åå ãðàôèêà îïðåäåëÿþòñÿ, â îñíîâíîì, çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòà a è
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äèñêðèìèíàíòà D = b2 − 4ac.

Ðèñóíîê 5..2 � Ãðàôèêè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè

Îòìåòèì, ÷òî ýêñòðåìóìàìè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ:
ïðè a > 0 xmin = −b/(2a); ymin = −D/(4a);
ïðè a < 0 xmax = −b/(2a); ymax = −D/(4a).
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Ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè

1. Âûäåëåíèå ïîëíîãî êâàäðàòà

y = ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a

Ïðèìåð.

à) y = x2+6x−4 = x2+2 ·3 ·x−4 = x2+2 ·3 ·x+32−32−4 = (x+3)2−13.

á) y = x2 + x+ 1 = x2 + 2 · 1
2
· x+ 1 = x2 + 2 · 1

2
· x+

(
1

2

)2

−
(
1

2

)2

+ 1 =

=

(
x+

1

2

)2

+
3

4
.

2. Ðàçëîæåíèå íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè

ïðè D > 0 y = ax2 + bx+ c = a · (x− x1) · (x− x2)

ïðè D = 0 y = ax2 + bx+ c = a · (x− x1)
2

ïðè D < 0 íåò âåùåñòâåííûõ êîðíåé, åñòü êîìïëåêñíûå êîðíè
y = ax2 + bx+ c = a · (x− x1) · (x− x2).

Ïðèìåð. à) y = 9x2 + 8x− 1 = 9(x+ 1)
(
x− 1

9

)
;

á) y = x2 − 6x+ 9 = (x− 3)2;

â) y = x2 + x+ 1 =
(
x−

(
−1

2 −
i
√
3

2

))(
x−

(
−1

2 +
i
√
3

2

))
.

Òåîðåìà Âèåòà

Óðàâíåíèå âèäà ax2 + bx + c = 0, ãäå a, b, c � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,
ïðè÷åì a ̸= 0, íàçûâàþò êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì. ×èñëà a, b è c íîñÿò ñëå-
äóþùèå íàçâàíèÿ: a � ïåðâûé êîýôôèöèåíò; b � âòîðîé êîýôôèöèåíò; c �
ñâîáîäíûé ÷ëåí. Åñëè a = 1, òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íàçûâàþò ïðèâåäåí-
íûì. Åñëè a ̸= 1, òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íàçûâàþò íåïðèâåäåííûì.

Åñëè ïðèâåäåííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 + px + q = 0 èìååò äåé-
ñòâèòåëüíûå êîðíè, òî ñóììà êîðíåé ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà âòîðîìó
êîýôôèöèåíòó, âçÿòîìó ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, à ïðîèçâåäåíèå êîðíåé
ðàâíî ñâîáîäíîìó ÷ëåíó: {

x1 + x2 = −p,
x1 · x2 = q.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, îáðàòíàÿ òåîðåìå Âèåòà.
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Åñëè ÷èñëà x1 è x2 òàêîâû, ÷òî{
x1 + x2 = −p,
x1 · x2 = q,

òî x1 è x2 � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 + px+ q = 0.

Åñëè â êâàäðàòíîì óðàâíåíèè ax2 + bx+ c = 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
a+ b+ c = 0, òî êîðíè óðàâíåíèÿ[

x1 = 1,
x2 =

c
a .

Ïðèìåð. Â óðàâíåíèè x2 + 4x − 5 = 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a + b + c =
= 1 + 4− 5 = 0, òîãäà x1 = 1, x2 = −5.

Íà ïðèìåðå ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû ðàññìîòðèì ïîíÿòèå âûïóêëîñòè
âíèç è âûïóêëîñòè ââåðõ.

Ðèñóíîê 5..3 � Âûïóêëîñòü âíèç è âûïóêëîñòü ââåðõ ãðàôèêà ãèïåðáîëû

Ðàññìîòðèì íà êðèâîé êàêèå-ëèáî äâå òî÷êè A(x1; y1) è B(x2; y2). Ïðî-
âåäåì ÷åðåç íèõ ïðÿìóþ. Åñëè ÷àñòü êðèâîé, ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó òî÷êàìè
AB ëåæèò íèæå õîðäû AB êðèâîé, òî ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ îáðàùåíà âûïóê-
ëîñòüþ âíèç. Åñëè ÷àñòü êðèâîé, ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó òî÷êàìè AB ëåæèò
âûøå õîðäû AB êðèâîé, òî êðèâàÿ îáðàùåíà âûïóêëîñòüþ ââåðõ.

Íàïðèìåð, äëÿ ãèïåðáîëû y = k
x , k > 0 ïðè x > 0 êðèâàÿ âûïóêëà

âíèç; ïðè x < 0 êðèâàÿ âûïóêëà ââåðõ.
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Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäíîé.

y′ =

(
k

x

)′
= k ·

(
x−1

)′
= k ·

(
−x−2

)
= − k

x2
.

y′′ =
(
−k · x−2

)′
= −k ·

(
−2x−3

)
=

2k

x3
.

Ïðè x = 0 y′′ íå èìååò ñìûñëà. Êðèâàÿ âûïóêëà ââåðõ â èíòåðâàëå, â
êîòîðîì y′′ < 0 è âûïóêëà âíèç íà èíòåðâàëå, â êîòîðîì y′′ > 0. Òî÷êà x = 0
� òî÷êà, ãäå ïðîèñõîäèò ñìåíà íàïðàâëåíèé âûïóêëîñòè � òî÷êà ïåðåãèáà
ãðàôèêà ôóíêöèè.

Ïðèìåðû êâàäðàòè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ:

1. r⃗(t) = r⃗0 + v⃗0t +
a⃗t2

2 � çàâèñèìîñòü ðàäèóñ-âåêòîðà îò âðåìåíè ïðè ðàâ-
íîóñêîðåííîì äâèæåíèè;

2. Ek =
mv2

2 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ;

3. W = q2

2C � ýíåðãèÿ çàðÿæåííîãî êîíäåíñàòîðà;

4. rn = n2 · 4πε◦·ℏ
me·e2 � ðàäèóñ n-îé áîðîâñêîé îðáèòû â àòîìå âîäîðîäà.
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6. Ïàðàáîëû è ãèïåðáîëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Êðèâóþ, ÿâëÿþùóþñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè

y = a · xn, ãäå n� íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

íàçûâàþò ïàðàáîëîé ïîðÿäêà n. Òàê, íàïðèìåð, ãðàôèêè ïàðàáîëû 3-ãî ïî-
ðÿäêà, èëè êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû, è ïàðàáîëû 4-ãî ïîðÿäêà èìåþò âèä:

Ðèñóíîê 6..1 � Ãðàôèêè êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû è ïàðàáîëû 4-ãî ïîðÿäêà

Òî÷êà O(0; 0) � òî÷êà êàñàíèÿ êðèâîé ñ îñüþ Ox (òî åñòü x = 0 � n-êðàòíûé
íóëü). Åñëè n ÷åòíî, òî ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå x = 0 ìèíèìóì è ãðàôèê
ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Åñëè n íå÷åòíî, òî òî÷êà O(0; 0) � òî÷êà
ïåðåãèáà ñ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé è êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ãðàôèêè ôóíêöèé y = a · xn ïîëó÷àþòñÿ â ñëó÷àå a > 0 ðàñòÿæåíèåì
îðäèíàò â a ðàç; â ñëó÷àå a < 0 ðàñòÿæåíèåì îðäèíàò â |a| ðàç è ïîñëåäóþùèì
çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

Êðèâóþ, ÿâëÿþùóþñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè

y =
k

xn
= k · x−n, ãäå n� íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

íàçûâàþò ãèïåðáîëîé n-îé ñòåïåíè. Òàê, íàïðèìåð, ãðàôèêè ãèïåðáîëû 2-îé
ñòåïåíè è ãèïåðáîëû 3-åé ñòåïåíè èìåþò âèä:
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Ðèñóíîê 6..2 � Ãðàôèêè ãèïåðáîëû 2-îé ñòåïåíè è ãèïåðáîëû 3-åé ñòåïåíè
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7. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Ãðàôèêè âçàèìíî-îáðàòíûõ ôóíêöèé

Çíàíèå y êàê ôóíêöèè x îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó çíà÷åíèþ x ñîîòâåò-
ñòâóåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå y:

x
f→ y, y = f(x).

Íî ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíî è îáðàòèòü: çàäàâàòü y è ïî íåìó íàõîäèòü ñîîò-
âåòñòâóþùåå çíà÷åíèå x

y
f−1

→ x, x = f−1(y).

Ðèñóíîê 7..1 � Ýëåêòðîïîåçä êîìïàíèè Stadler

Òàê, íàïðèìåð, çàêîí äâèæåíèÿ ýëåêòðîïîåçäà îò îäíîãî ïóíêòà äî
äðóãîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ ïîëîæåíèÿ ïîåçäà z îò âðåìåíè t,
ãäå çà êîîðäèíàòó z ìîæíî ïðèíÿòü, íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå îò íà÷àëüíîãî
ïóíêòà äâèæåíèÿ ïîåçäà. Ýòîò çàêîí èìååò âèä ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìî-
ñòè z = f(t). Èìåííî ýòîé çàâèñèìîñòüþ z îò t, çàäàííîé â âèäå ðàñïèñàíèÿ
äâèæåíèÿ ïîåçäà, ðóêîâîäñòâóåòñÿ åãî ìàøèíèñò. Íî äëÿ ïàññàæèðà ýëåêòðî-
ïîåçäà á�îëüøèé èíòåðåñ ìîæåò ïðåäñòàâèòü èíàÿ ôîðìà çàâèñèìîñòè ìåæäó
ïðîéäåííûì ïóòåì z è âðåìåíåì t, à èìåííî, çàâèñèìîñòü âðåìåíè îò ïóòè,
óêàçûâàþùàÿ, â êàêîå âðåìÿ t1 ïðèáóäåò ïîåçä â òîò èëè èíîé ïóíêò, îïðå-
äåëÿåìûé êîîðäèíàòîé z1. Ýòà çàâèñèìîñòü t = g(z) íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïî
îòíîøåíèþ ê çàâèñèìîñòè z = f(t), äðóãèìè ñëîâàìè, g åñòü ôóíêöèÿ îáðàò-
íàÿ f . Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ôóíêöèè f è g ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-îáðàòíûìè.

Ïðèìåð. Íàéäèòå ôóíêöèþ, îáðàòíóþ çàäàííîé:
à) y = 3x+ 2 ⇒ x(y) = 1

3y −
2
3 ;
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á) y = 1− x ⇒ x = 1− y;

â) y = x2 ⇒ x = ±√
y;

ã) y = log2
(
x+

√
x2 + 1

)
⇒ x(y) = 2y−2−y

2 èëè y = 2x−2−x

2 ;

ä) y = 1−x
1+x ⇒ x(y) = 1−y

1+y èëè y = 1−x
1+x .

Êàê ñâÿçàíû ãðàôèêè âçàèìíî-îáðàòíûõ ôóíêöèé? Ãðàôèêè âçàèìíî-
îáðàòíûõ ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû L I è III êî-
îðäèíàòíûõ óãëîâ.

Ðèñóíîê 7..2 � Ãðàôèêè âçàèìíî-îáðàòíûõ ôóíêöèé

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ãðàôèê ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî áèñ-
ñåêòðèñû L, òî ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñî ñâîåé îáðàòíîé. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ
y = 1− x è îáðàòíàÿ åé x = 1− y, ôóíêöèÿ y = 1

x è îáðàòíàÿ åé x = 1
y .

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 è y = ±
√
x. Ôóíêöèÿ

y = ±
√
x, îáðàòíàÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè y = x2 ÿâëÿåòñÿ äâóçíà÷íîé.

Êàæäîìó ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x îòâå÷àþò
äâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y =

√
x è y = −

√
x. Äëÿ x < 0 ôóíêöèÿ y íå

îïðåäåëåíà.
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Ðèñóíîê 7..3 � Ãðàôèêè âçàèìíî-îáðàòíûõ ôóíêöèé y = x2 è y = ±
√
x

Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ êàê îáðàòíàÿ ê çàäàííîé f(x), âîâñå íå îáÿçàíà
áûòü îäíîçíà÷íîé. Òàê, â ïðèìåðå ïðî ýëåêòðîïîåçä, ïóíêòû, êîòîðûå ïðîåç-
æàåò ýëåêòðîïîåçä (îíè îïðåäåëÿþòñÿ ðàññòîÿíèåì z îò íà÷àëüíîãî ïóíêòà
O), ðàçóìååòñÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî âðåìåíè t: èìåííî ýòà çàâèñè-
ìîñòü z = f(t) äàåòñÿ ðàñïèñàíèåì äâèæåíèÿ ïîåçäà. Íî åñëè äàííûé ïðèãî-
ðîäíûé ïîåçä ñîâåðøàåò â òå÷åíèå ñóòîê ðÿä ðåéñîâ, òî ÷åðåç îïðåäåëåííûé
ïóíêò ñâîåãî ìàðøðóòà îí áóäåò ïðîõîäèòü ìíîãîêðàòíî. Òàêèì îáðàçîì, îá-
ðàòíàÿ çàâèñèìîñòü âðåìåíè îò ðàññòîÿíèÿ t = t(z) áóäåò ìíîãîçíà÷íîé: îä-
íîìó è òîìó æå ðàññòîÿíèþ z îò íà÷àëüíîãî ïóíêòà äâèæåíèÿ îòâå÷àåò ðÿä
ìîìåíòîâ âðåìåíè, êîãäà ýëåêòðîïîåçä óäàëåí îò O èìåííî íà âûáðàííîå
ðàññòîÿíèå z.

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ âñåãäà îäíîçíà÷íà, åñëè èñõîäíàÿ îäíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ y = f(x) ìîíîòîííà, òî åñòü âñå âðåìÿ ðàñòåò èëè âñå âðåìÿ óáûâàåò.
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8. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ëèíèé

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè M(x; y). Êàæäàÿ
èç êîîðäèíàò x, y òî÷êè áóäåò ìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t: äâèæåíèå M
çàäàäóò äâå ôóíêöèè âðåìåíè x(t) è y(t), íàïðèìåð,{

x = cos t,
y = sin t,

t ∈ [0; 2π) .

Ýòè çàâèñèìîñòè ìîæíî èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè â âèäå äâóõ êðèâûõ íà ïëîñ-
êîñòè tOx è tOy.

Ðèñóíîê 8..1 � Ãðàôèêè ôóíêöèé y = sinx è y = cosx

Çàäàäèìñÿ òåïåðü âîïðîñîì î òðàåêòîðèè òî÷êèM . Êàæäîìó çíà÷åíèþ
t îòâå÷àþò ñâîè çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò x(t) è y(t). Êàêóþ êðèâóþ îïèøåò òî÷êà
M =M (x(t); y(t)) =M(t) ïðè èçìåíåíèè t?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî èç äâóõ óðàâíåíèé x = x(t) è
y = y(t) èñêëþ÷èòü âåëè÷èíó t. Òîãäà ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå, â êîòîðîå
áóäóò âõîäèòü òîëüêî y è x, òî åñòü óðàâíåíèÿ âèäà y = y(x) � ÿâíûé ñïîñîá
çàäàíèÿ êðèâîé èëè F (x, y) = 0 � íåÿâíûé ñïîñîá çàäàíèÿ êðèâîé. Ïîñëå
ýòîãî áóäåì ñòðîèòü êðèâóþ êàê îáû÷íî, çàäàâàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ x è
íàõîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå y. Òàê, â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå,

x2 + y2 = cos2 t+ sin2 t = 1, x2 + y2 = 1.

Ñîïîñòàâèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè
ñ öåíòðîì â òî÷êå O(x0; y0) è ðàäèóñîì R:

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = R2.
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Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0; 0) è ðàäèóñîì R = 1.

Ðèñóíîê 8..2 � Ãðàôèê îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1

Îäíàêî, ÷àñòî äàæå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå âûðàæåíèÿ ïðè ïîïûòêå èñ-
êëþ÷èòü èç íèõ t ïðèâîäÿò ê î÷åíü ñëîæíûì ôóíêöèÿì.

Ñïîñîá çàäàíèÿ êðèâîé èëè ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè y = y(x)
äâóìÿ ôóíêöèÿìè x(t) è y(t){

x = x(t),
y = y(t);

t ∈ [t1; t2] ,

íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì, à âåëè÷èíà t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì.

Â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïàðàìåòð ÷àñòî èìååò âïîëíå îïðåäåëåííûé
ñìûñë. Ïàðàìåòð t ìîæåò èìåòü ñìûñë âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå x(t) è y(t)
� äâå ôóíêöèè âðåìåíè. Ïðè ýòîì ìîæíî èíòåðåñîâàòüñÿ èñêëþ÷èòåëüíî
ôîðìîé òîé êðèâîé, êîòîðóþ îïèøåò òî÷êàM(x; y), íî ìîæíî èíòåðåñîâàòü-
ñÿ è òåì, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ ýòà òî÷êà è êàêîå ïîëîæåíèå îíà áóäåò
çàíèìàòü â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëåäóþùèå
êðèâûå:

1)

{
x = cos t,
y = sin t,

2)

{
x = cos t,
y = − sin t,

3)

{
x = cos 3t,
y = sin 3t,

4)

{
x = sin 3t,
y = cos 3t,

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, èñêëþ÷èâ ïàðàìåòð t, ïîëó÷èì îäíó è òó æå êðèâóþ:
x2 + y2 = 1 � îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â ïëîñêîñòè xOy. Â ÷åì æå
ðàçëè÷èå ýòèõ ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ, êàê â êàæäîì èç íèõ ïðîèñõîäèò äâèæåíèå?
Â ñëó÷àÿõ 1), 2), 3) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òî÷êà íàõîäèòñÿ íà îñè àáñöèññ;
â 4) � íà îñè îðäèíàò. Â ñëó÷àÿõ 1), 3) òî÷êà (ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìàòåðè-
àëüíóþ ÷àñòèöó) äâèæåòñÿ ïî êðóãó ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè; â 2), 4) � ïî
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÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, à çíà-
÷èò, è ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ðàâíû ω = 1 ðàä/ñåê, |v| = 1 ì/ñ â 1) è 2); â
ñëó÷àå 3) è 4) ω = 3 ðàä/ñåê, |v| = 3 ì/ñ.

Ðèñóíîê 8..3 � Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåðû ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ êðèâûõ:
1. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà{

x = a · cos t,
y = b · sin t, t ∈ [0; 2π) .

Ðèñóíîê 8..4 � Ýëëèïñ

2. Êðèâàÿ, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ òî÷êà îáîäà âåëîñèïåäíîãî êîëåñà ïðè
äâèæåíèè âåëîñèïåäèñòà â îäíîì íàïðàâëåíèè � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà A íà
îêðóæíîñòè äèñêà ðàäèóñà r ïðè êà÷åíèè äèñêà ïî ïðÿìîé. Ýòà êðèâàÿ
íàçûâàåòñÿ öèêëîèäîé.{

x = r(t− sin t),
y = r(1 + cos t),

t ∈ [0; 2π) .
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Ðèñóíîê 8..5 � Öèêëîèäà

3. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ àñòðîèäû{
x = a · cos3 t,
y = a · sin3 t, t ∈ [0; 2π) .

Ðèñóíîê 8..6 � Àñòðîèäà

Çàäà÷à. Îïðåäåëèòå òðàåêòîðèþ è ìåñòî ïàäåíèÿ ãðóçà, ñáðîøåííîãî ñ
ñàìîëåòà, äâèæóùåãîñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñî ñêîðîñòüþ v0 íà âûñîòå h0 (ñîïðî-
òèâëåíèåì âîçäóõà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü).

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñàìîëåò ñáðà-
ñûâàåò ãðóç â òîò ìîìåíò, êîãäà îí ïåðåñåêàåò îñü Oy.
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Ðèñóíîê 8..7 � Òðàåêòîðèÿ è ìåñòî ïàäåíèÿ ãðóçà

Ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå ãðóçà áóäåò ðàâíîìåðíûì, ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ v0: x = v0t.

Âåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå ïàäàþùåãî ãðóçà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿ-
æåñòè áóäåò âûðàæàòüñÿ ôîðìóëîé S = gt2

2 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå ãðóçà îò çåìëè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè áó-

äåò âûðàæàòüñÿ ôîðìóëîé

y = h0 −
gt2

2
.

Äâà óðàâíåíèÿ {
x = v0t,

y = h0 − gt2

2

� ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè. Èñêëþ÷èì t: èç ïåðâîãî óðàâíå-
íèÿ t = x

v0
ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå

y = h0 −
g

2
·
(
x

v0

)2

= h0 −
gx2

2v20
.

y = − g

2v20
· x2 + h0

ýòî óðàâíåíèå ïàðàáîëû ñ âåðøèíîé â òî÷êåM(0;h0); îñü Oy � îñü ñèììåò-
ðèè ïàðàáîëû.

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó îòðåçêà OC. Îáîçíà÷èì àáñöèññó òî÷êè C ÷åðåç
X. Çàìåòèì, ÷òî îðäèíàòà ýòîé òî÷êè y = 0. ⇒

0 = − g

2v20
·X2 + h0 ⇒ X =

√
2h0
g

· v0

îïðåäåëÿåò ìåñòî ïàäåíèÿ ãðóçà.

Îòâåò: òðàåêòîðèÿ � ïàðàáîëà; ìåñòî ïàäåíèÿ ãðóçà X =
√

2h0
g · v0.

42



9. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà âñòðå÷àþòñÿ êîìáè-
íàöèè ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé âèäà

1

2

(
ex − e−x

)
,

1

2

(
ex + e−x

)
.

Ýòè êîìáèíàöèè ðàññìàòðèâàþò êàê íîâûå ôóíêöèè:

� ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ

shx =
ex − e−x

2

� ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ

chx =
ex + e−x

2

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî îïðåäåëèòü åùå äâå:

� ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ

thx =
shx

chx
=
ex − e−x

ex + e−x

� ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ

cthx =
chx

shx
=
ex + e−x

ex − e−x

Ôóíêöèè shx, chx, thx cthx îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ x ∈ R; ôóíêöèÿ cthx îïðå-
äåëåíà íà R çà èñêëþ÷åíèåì x = 0. Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêàõ:
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Ðèñóíîê 9..1 � Ãðàôèêè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà

Ðèñóíîê 9..2 � Ãðàôèêè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîòàíãåíñà
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Èç îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ, àíà-
ëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè:

ch2x− sh2x = 1,

ch(α + β) = chαchβ + shαshβ,

sh(α + β) = shαchβ + chαshβ.

Íàçâàíèå �ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè� îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèè sht
è cht èãðàþò òó æå ðîëü äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðáîëû
x2 − y2 = 1, êàêóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè sin t è cos t äëÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îêðóæíîñòè x2+y2 = 1. Äåéñòâèòåëüíî, èñêëþ÷àÿ ïà-
ðàìåòð t èç óðàâíåíèé x = cos t, y = sin t, ïîëó÷èì x2+y2 = cos2 t+sin2 t = 1
èëè x2 + y2 = 1 � óðàâíåíèå îêðóæíîñòè.

Àíàëîãè÷íî,èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð t èç óðàâíåíèé x = ch t, y = sh t, ïîëó-
÷èì x2 − y2 = ch2 t− sh2 t = 1 èëè x2 − y2 = 1 � óðàâíåíèå ãèïåðáîëû.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðîèçâîäíûå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé:

(shx)′ = chx, (chx)′ = shx,

(thx)′ =
1

ch2x
, (cthx)′ = − 1

sh2x
,

êîòîðûå âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé.

45



10. Âåêòîðû

Â ôèçèêå ìû ÷àñòî âñòðå÷àåìñÿ ñ âåêòîðàìè, òî åñòü ñ âåëè÷èíàìè,
êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íå òîëüêî ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì, íî è íàïðàâëåíè-
åì. Ïðèìåðàìè òàêèõ âåëè÷èí ìîãóò ñëóæèòü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî
êîîðäèíàò ñ äàííîé òî÷êîé (òî åñòü ðàäèóñ-âåêòîð); ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè; ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî.

Åñëè òåëî äâèæåòñÿ ïî îïðåäåëåííîé ëèíèè, íàïðèìåð, ïî ïðÿìîìó ïó-
òè, òî ïîëîæåíèå òåëà ìîæíî îïðåäåëÿòü ðàññòîÿíèåì îò îïðåäåëåííîé òî÷êè
äàííîé ëèíèè. Ðàññòîÿíèå áóäåì èçìåðÿòü âäîëü ýòîé ëèíèè. Âäîëü çàäàííîé
ëèíèè äâèæåíèå âîçìîæíî ëèøü â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. Íàïðàâëåíèÿ ìîæíî
ðàçëè÷àòü, ïðèïèñûâàÿ îäíîìó íàïðàâëåíèþ çíàê ïëþñ, à ïðîòèâîïîëîæíî-
ìó � çíàê ìèíóñ.

Åñëè æå íàì èçâåñòíî, ÷òî òåëî äâèæåòñÿ ïî ïëîñêîñòè (èëè â ïðî-
ñòðàíñòâå), òî ìû íå ñìîæåì óêàçàòü ïîëîæåíèå òåëà äàííûé ìîìåíò âðåìå-
íè, åñëè çàäàíî òîëüêî ðàññòîÿíèå òåëà îò îïðåäåëåííîé òî÷êè; íåîáõîäèìî
çàäàòü åùå íàïðàâëåíèå ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé òåëî ñ ýòîé òî÷êîé (íà÷àëîì êî-
îðäèíàò). Òî÷íî òàêæå, çàäàâàÿ ñêîðîñòü òåëà, íàäî óêàçûâàòü åå âåëè÷èíó è
íàïðàâëåíèå. Âåëè÷èíû, èìåþùèå íàïðàâëåíèå, íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè. Ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ëàòèíñêèìè áóêâàìè ñî ñòðåëêîé èëè ïàëî÷êîé íàâåð-
õó. Â îòëè÷èå îò âåêòîðîâ, âåëè÷èíû, íå èìåþùèå íàïðàâëåíèÿ è ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿþùèåñÿ ñâîèì ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì â âûáðàííîé ñèñòåìå åäèíèö, íà-
çûâàþòñÿ ñêàëÿðàìè. Ïðèìåðàìè ñêàëÿðîâ ñëóæàò ìàññà òåëà, åãî ýíåðãèÿ,
òåìïåðàòóðà òåëà â êàêîé-ëèáî òî÷êå.

Âåêòîðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èëè íà ïëîñ-
êîñòè (òî åñòü â �äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå�). Åñëè îòâëå÷üñÿ îò íàïðàâëåíèÿ
âåêòîðíîé âåëè÷èíû, òî ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ìîäóëåì ýòîé âåëè÷èíû. Ìî-
äóëü � ýòî ïîëîæèòåëüíûé ñêàëÿð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé
âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, äëÿ âåêòîðà F ñèëû â 5 Í, èìåþùåãî îïðåäåëåííîå
íàïðàâëåíèå, ìîäóëü

∣∣F ∣∣ = 5 H.

Äâà âåêòîðà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò ðàâíûå ìîäóëè,
ïàðàëëåëüíû è íàïðàâëåíû â îäíó è òó æå ñòîðîíó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäûé
âåêòîð ìîæíî, íå ìåíÿÿ åãî, ïåðåíåñòè ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå â ëþáîå
ìåñòî, òî åñòü íà÷àëî ýòîãî âåêòîðà ìîæåò íàõîäèòüñÿ ãäå óãîäíî. Òàêèì
îáðàçîì, çàäàòü âåêòîð � ýòî çíà÷èò çàäàòü åãî ìîäóëü è íàïðàâëåíèå.
Âåêòîð ãåîìåòðè÷åñêè èçîáðàæàåòñÿ îòðåçêîì, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî îáî-
çíà÷àåòñÿ ñòðåëêîé.
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Ëèíåéíûå äåéñòâèÿ íàä âåêòîðàìè

Ê ëèíåéíûì äåéñòâèÿì íàä âåêòîðàìè îòíîñÿòñÿ ñëîæåíèå (è ñâÿçàí-
íîå ñ íèì âû÷èòàíèå) è óìíîæåíèå âåêòîðà íà ñêàëÿð. (Ñëîæåíèå âåêòîðà ñî
ñêàëÿðîì òàê æå íåëåïî, êàê ñëîæåíèå ñåêóíä è ñàíòèìåòðîâ).

Ñëîæåíèå äâóõ âåêòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà.
Ïðè ýòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ ñóììû äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü òîëüêî îäèí èç òðå-
óãîëüíèêîâ.

OB = ā+ b̄, OC = OB + c̄ = ā+ b̄+ c̄, OD = OC + d̄ = ā+ b̄+ c̄+ d̄.

Ðèñóíîê 10..1 � Ñëîæåíèå âåêòîðîâ

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå âåêòîðû ā, b̄, c̄, d̄ íå îáÿçàíû ëåæàòü â îäíîé
ïëîñêîñòè. Íàïðàâëåíèå ñóììàðíîãî âåêòîðà: îò íà÷àëà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
ê êîíöó ïîñëåäíåãî. Åñëè íà ðèñóíêå èçìåíèòü íàïðàâëåíèå âåêòîðà OD íà
ïðîòèâîïîëîæíîå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó èíòåðåñíîìó âûâîäó. Åñëè âåê-
òîðû îáðàçóþò çàìêíóòûé ìíîãîóãîëüíèê, òî ñóììà âñåõ âåêòîðîâ ðàâíà
íóëü-âåêòîðó 0̄, òî åñòü âåêòîðó, êîíåö êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ åãî íà÷àëîì.
Ìîäóëü íóëü-âåêòîðà ðàâåí íóëþ, à íàïðàâëåíèå åãî íå îïðåäåëåíî.

Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ñêàëÿð (â ÷àñòíîñòè íà ÷èñëî) ïîëó÷àåòñÿ â
ðåçóëüòàòå îáîáùåíèÿ ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ âåêòîðîâ. Òàê, ïîä âåêòîðîì
3 · F ïîíèìàåòñÿ ñóììà F + F + F ; èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî ýòîò âåêòîð
íàïðàâëåí òàêæå, êàê F , íî â 3 ðàçà äëèííåå.

Ïîä âåêòîðîì (−1) · F = −F̄ ïîíèìàåòñÿ âåêòîð, êîòîðûé â ñóììå ñ
F äàåò 0̄; ýòîò âåêòîð íàïðàâëåí ïðîòèâîïîëîæíî âåêòîðó F̄ è èìååò òîò æå
ìîäóëü, ÷òî è F . Îáîáùàÿ, λ · F � âåêòîð, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí |λ| · |F |;
èìååò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå, åñëè λ > 0, è ïðîòèâîïîëîæíîå, åñëè λ < 0.
Ïðè ëèíåéíûõ äåéñòâèÿõ íàä âåêòîðàìè âûïîëíÿþòñÿ âñå îáû÷íûå ïðàâèëà
ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè.

Âñÿêîå âûðàæåíèå âèäà

α · ā+ β · b̄+ γ · c̄+ . . .+ µ · d̄,
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ãäå α, β, γ, . . ., µ � íåêîòîðûå ñêàëÿðû, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ ā, b̄, c̄, . . ., d̄. Çàäàííûå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè,
åñëè êàêîé-ëèáî èç ýòèõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëü-
íûõ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.
Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ äâóõ âåêòîðîâ îçíà÷àåò èõ ïàðàëëåëüíîñòü. Åñëè
âçÿòü íà ïëîñêîñòè ëþáûå äâà íå ïàðàëëåëüíûå âåêòîðà ā è b̄, òî êàêîé óãîä-
íî òðåòèé âåêòîð c̄ â ýòîé ïëîñêîñòè ìîæíî �ðàçëîæèòü ïî âåêòîðàì ā è b̄�,
òî åñòü ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

c̄ = λ · ā+ µ · b̄.

Ïîýòîìó íà ïëîñêîñòè ìîæíî óêàçàòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà, íî
âñÿêèå òðè âåêòîðà óæå ëèíåéíî çàâèñèìû. Óêàçàííîå ðàçëîæåíèå ÷àñòî ïðè-
ìåíÿåòñÿ â ìåõàíèêå è äðóãèõ äèñöèïëèíàõ (íàïðèìåð, ðàçëîæåíèå ñèëû ïî
äâóì íàïðàâëåíèÿì), ïðè÷åì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ λ · ā è µ · b̄ íàçûâàåò-
ñÿ ñîñòàâëÿþùåé (êîìïîíåíòîé) âåêòîðà c̄, à ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ ā, b̄
íàçûâàåòñÿ áàçèñîì.

Ïîäîáíûì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî óêàçàòü óæå òðè ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðà (ëþáûå òðè âåêòîðà, íå ïàðàëëåëüíûå îäíîé ïëîñêî-
ñòè). Èõ ìîæíî ïðèíÿòü çà áàçèñ, òî åñòü ïî íèì ìîæíî ðàçëîæèòü êàêîé
óãîäíî ÷åòâåðòûé âåêòîð, à ïîýòîìó â ïðîñòðàíñòâå ëþáûå ÷åòûðå âåêòîðà
ëèíåéíî çàâèñèìû.

Íàèáîëåå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ áàçèñû, ñîñòîÿùèå èç åäèíè÷íûõ, (òî
åñòü ñ áåçðàçìåðíûì ìîäóëåì, ðàâíûì 1), âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòî-
ðîâ; òàêèå áàçèñû íàçûâàþòñÿ äåêàðòîâûìè.

Âåêòîðû, îáðàçóþùèå äåêàðòîâ áàçèñ, îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ ī, j̄ íà
ïëîñêîñòè; ī, j̄, k̄ â ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïèñàòü ðàçëî-
æåíèå ëþáîãî âåêòîðà

ā = ax · ī+ ay · j̄ íà ïëîñêîñòè,

ā = ax · ī+ ay · j̄ + az · k̄ â ïðîñòðàíñòâå,

ãäå ax, ay, az � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âåêòîðà
ā.

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîîðäèíàò âåêòîðà ā â äåêàðòîâîì áà-
çèñå.
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Ðèñóíîê 10..2 � Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà

Ïóñòü α, β, γ � óãëû íàêëîíà âåêòîðà ā ê îñÿì Ox, Oy, Oz. Óìíîæèì
ñêàëÿðíî íà ī îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà

ā = ax · ī+ ay · j̄ + az · k̄.

Òîãäà

(ā, ī) = ax (̄i, ī) + ay (j̄, ī) + az
(
k̄, ī

)
,

(̄i, ī) = 1, (̄i, j̄) = 0,
(̄
i, k̄

)
= 0,

ax = (ā, ī) = |ā| · |̄i| · cosα = |ā| · cosα = Ïðīā.

Àíàëîãè÷íî,

ay = (ā, j̄) = |ā| · |j̄| · cos β = |ā| · cos β = Ïðj̄ā,

az =
(
ā, k̄

)
= |ā| ·

∣∣k̄∣∣ · cos γ = |ā| · cos γ = Ïðk̄ā.

Èòàê, äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âåêòîðà ā ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîåêöèè
äàííîãî âåêòîðà íà áàçèñíûå âåêòîðû. Çäåñü cosα, cos β, cos γ � íàïðàâëÿþ-
ùèå êîñèíóñû äàííîãî âåêòîðà, ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè îðòà ā◦, õàðàêòå-
ðèçóþò íàïðàâëåíèå äàííîãî âåêòîðà è ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà åñòü ñêàëÿð. Åå ôèçè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü òàêàÿ æå,
êàê ðàçìåðíîñòü ïðîåêòèðóåìîãî âåêòîðà.

Ïðèìåð. Íàéäèòå âåêòîð, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò îäèíàêîâûå îñòðûå óãëû
ñ ïîëîæèòåëüíî íàïðàâëåííûìè îñÿìè Ox, Oy, Oz.
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Ðåøåíèå. Òàê êàê cosα = cos β = cos γ = x, òî x2 + x2 + x2 = 1,
x2 = 1

3 , x = ± 1√
3
. Òàê êàê cosα > 0, cos β > 0, cos γ > 0 ⇒ x = 1√

3
. Òîãäà

åäèíè÷íûé âåêòîð

ē =

(
1√
3
,
1√
3
,
1√
3

)
.

Íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ âåêòîðíîé àëãåáðû

1. Ìîìåíò ñèëû F , ïðèëîæåííîé ê òî÷êå A îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè
O, åñòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ OA è F , M = [OA,F ].

2. Ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü v̄ òî÷êè, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè ñ
óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω̄, åñòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà óãëîâîé ñêî-
ðîñòè è ðàäèóñ-âåêòîðà r̄ ýòîé òî÷êè v̄ = [ω̄, r̄].

3. Ñèëà Êîðèîëèñà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, ó÷àñòâóþùåå âî âðàùàòåëüíîì
äâèæåíèè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω̄ è îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè ñî ñêîðî-
ñòüþ v̄e, ïðîïîðöèîíàëüíà âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ ñêîðîñòåé
F̄k = 2m · [v̄e, ω̄], ãäå m � ìàññà òåëà. Òàê, íàïðèìåð, íà àâòîìîáèëü ìàñ-
ñîé 1 ò, äâèæóùèéñÿ íà ñåâåð ïî ìåðèäèàíó íà øèðîòå φ = 45◦ ñåâåðíîé
øèðîòû ñî ñêîðîñòüþ 100 êì/÷, äåéñòâóåò ñèëà Êîðèîëèñà, íàïðàâëåí-
íàÿ íà âîñòîê è ïî âåëè÷èíå ðàâíàÿ∣∣F̄k∣∣ = 2m · |ω̄| · |v̄e| · sinφ,

|ω̄| = 1 îá/ñóò =
2π

24 · 3600
≈ 7,3 · 10−5 1/ñ,

|v̄e| = 100 êì/÷ =
100 · 1000

3600
≈ 27,8 ì/ñ,

Òîãäà âåëè÷èíà ñèëû Êîðèîëèñà∣∣F̄k∣∣ = 2 · 103 · 7,3 · 10−5 · 27,8 ·
√
2

2
≈ 2,8 Í.

4. Íà ÷àñòèöó ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì q, äâèæóùóþñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå
ñî ñêîðîñòüþ v̄, äåéñòâóåò ñèëà Ëîðåíöà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ âåêòîðíî-
ìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà ñêîðîñòè è âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè B̄,
ÿâëÿþùåãîñÿ ñèëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ìàãíèòíîãî ïîëÿ F̄ = q ·

[
v̄, B̄

]
.
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11. Òåíçîðû

Êàê óæå áûëî çàìå÷åíî, äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ èëè ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ ââîäèòñÿ òà èëè èíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ýòî ïîçâîëÿåò îïèñàòü
îáúåêò îäíèì ÷èñëîì èëè íàáîðîì ÷èñåë. Íàïðèìåð, ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû
(ìàññà, òåìïåðàòóðà) îïèñûâàþòñÿ îäíèì ÷èñëîì, ïðè÷åì, çíà÷åíèÿ ýòèõ âå-
ëè÷èí íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé.
Äðóãèå âåëè÷èíû � âåêòîðíûå (ñèëà, ñêîðîñòü è ò. ä.) îïèñûâàþòñÿ òðåìÿ
÷èñëàìè (êîìïîíåíòàìè âåêòîðà), ïðè÷åì, ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò ê äðóãîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî îïðåäåëåííîìó
çàêîíó.

Íàðÿäó ñî ñêàëÿðíûìè è âåêòîðíûìè âåëè÷èíàìè âî ìíîãèõ âîïðîñàõ
ôèçèêè è ãåîìåòðèè âñòðå÷àþòñÿ âåëè÷èíû áîëåå ñëîæíîãî ñòðîåíèÿ. Ýòè âå-
ëè÷èíû, íàçûâàåìûå òåíçîðàìè, îïèñûâàþòñÿ â êàæäîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
íåñêîëüêèìè ÷èñëàìè (êîìïîíåíòàìè òåíçîðà), ïðè÷åì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýòèõ ÷èñåë ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé áîëåå ñëîæåí,
÷åì äëÿ âåêòîðîâ. Ïðè ââåäåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîìèìî ÷èñåë, îïèñûâà-
þùèõ ñàì îáúåêò èëè ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå, ïîÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, îïèñûâàþùèå
åãî ñâÿçü ñ âûáðàííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

Òåíçîð (îò ëàò. tensus �íàïðÿæåííûé�) � ýòî îáúåêò ëèíåéíîé àë-
ãåáðû, ëèíåéíî ïðåîáðàçóþùèé ýëåìåíòû îäíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â
ýëåìåíò äðóãîãî. ×àñòíûå ñëó÷àè òåíçîðîâ � ñêàëÿðû, âåêòîðû, áèëèíåéíûå
ôîðìû. ×àñòî òåíçîð ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ìàòðèöû (ìíîãîìåðíîé òàáëèöû)
n × n × · · · × n, çàïîëíåííîé ÷èñëàìè � êîìïîíåíòàìè òåíçîðà. Çäåñü n
� ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì çàäàí òåíçîð, à ÷èñëî
ñîìíîæèòåëåé ñîâïàäàåò ñ òàê íàçûâàåìîé âàëåíòíîñòüþ èëè ðàíãîì òåíçî-
ðà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïîñëå âûáîðà áàçèñà (èëè ñèñòåìû
êîîðäèíàò). Ïðè ñìåíå áàçèñà êîìïîíåíòû òåíçîðà ìåíÿþòñÿ îïðåäåëåííûì
îáðàçîì. Ñàì òåíçîð îò âûáîðà áàçèñà íå çàâèñèò. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì
âåêòîð � ÷àñòíûé ñëó÷àé òåíçîðà. Êîìïîíåíòû âåêòîðà ìåíÿþòñÿ ïðè ñìåíå
êîîðäèíàòíûõ îñåé, íî ñàì âåêòîð � îáðàçîì êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïðîñòî
íàðèñîâàííàÿ ñòðåëêà � îò ýòîãî íå èçìåíÿåòñÿ.

Òåíçîð îáû÷íî îáîçíà÷àþò áóêâîé ñ ñîâîêóïíîñòüþ âåðõíèõ (êîíòðâà-
ðèàíòíûõ) è íèæíèõ (êîâàðèàíòíûõ) èíäåêñîâ:

X i1i2...ir
j1j2...js

.

Ïðè ñìåíå áàçèñà êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ìåíÿþòñÿ òàê æå êàê è áàçèñ (ñ
ïîìîùüþ òîãî æå ïðåîáðàçîâàíèÿ), à êîíòðâàðèàíòíûå � îáðàòíî èçìåíåíèþ
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áàçèñà (îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì). Òàê, âåêòîð (òåíçîð 1-ãî ðàíãà) çàäàåò-
ñÿ ñòîëáöîì, ëèíåéíûé îïåðàòîð � äâóìåðíîé ìàòðèöåé; ñêàëÿð � òåíçîð
íóëåâîãî ðàíãà � îäíèì ÷èñëîì.

Çàïèøåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàêîí Íüþòîíà â âåêòîðíîé ôîðìå

F = mā,

ãäå F � âåêòîð ñèëû, ā � âåêòîð óñêîðåíèÿ, m � ìàññà. Çàêîí Íüþòîíà
ìîæåò áûòü çàïèñàí â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

Fx = max, Fy = may, Fz = maz.

Ïåðâîå óðàâíåíèå � ýòî èíâàðèàíòíàÿ çàïèñü, â îòëè÷èå îò ôîðìû íåèí-
âàðèàíòíîé � ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðîâ. Èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà íèêàê íå
èçìåíèòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê äðóãèì êîîðäèíàòàì. Â òî âðåìÿ êàê Fx, Fy, Fz,
ax, ay, az çàâèñÿò îò ïðèíÿòûõ êîîðäèíàò. Çàïèñü ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé â
èíâàðèàíòíîì âèäå ÿâëÿåòñÿ áîëåå �ïðàâèëüíîé�, ïîñêîëüêó çàêîíû ïðèðîäû
íå ìîãóò çàâèñåòü îò ïðîèçâîëüíîãî, ñëó÷àéíîãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà íå ñîäåðæèò â ÿâíîì âèäå èíôîðìàöèè î ðàçìåðíîñòè
(÷èñëå èçìåðåíèé) ïðîñòðàíñòâà. Ýòà ðàçìåðíîñòü äîëæíà ïîäðàçóìåâàòüñÿ
îñîáî. Â ýòîì ïðèìåðå íàì óäàëîñü èíâàðèàíòíî çàïèñàòü óìíîæåíèå âåêòî-
ðà íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó m. Ñ äðóãèìè îïåðàöèÿìè (êàê ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå) óæå âîçíèêíóò òðóäíîñòè, êàê è ïðè ïåðåõîäå ê áîëåå ñëîæíûì
îáúåêòàì. Ïîòðåáóþòñÿ îñîáûå ïðèåìû, êîòîðûì ïðåäñòîèò íàó÷èòüñÿ.

Èòàê, òåíçîð � ýòî

1) ìàòåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîãî îáúåêòà (ãåîìåòðè÷åñêîãî èëè
ôèçè÷åñêîãî), ñóùåñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå, â âèäå ìàòðèöû âåëè÷èí
� êîìïîíåíò òåíçîðà;

2) çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò çàâèñÿò îò ïðèíÿòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, è èçìåíÿ-
þòñÿ (ïðåîáðàçóþòñÿ) ïðè ïåðåõîäå ê äðóãèì êîîðäèíàòàì;

3) ïðåîáðàçîâàíèå êîìïîíåíò òàêîâî, ÷òî îñòàâëÿåò, òåì íå ìåíåå, íåèçìåí-
íûìè íåêîòîðûå îñîáûå âåëè÷èíû � èíâàðèàíòû.

Òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, èçó÷àþùàÿ òåí-
çîðû, èõ ñâîéñòâà è ïðàâèëà äåéñòâèÿ íàä íèìè. Òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå, êàê
è âåêòîðíîå èñ÷èñëåíèå, ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, ïðè êîòîðîì
èñêëþ÷àåòñÿ âëèÿíèå âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòî äîñòèãàåòñÿ òåì, ÷òî
çàäàíèå êîìïîíåíò òåíçîðà â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåò èõ âî
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âñåõ äðóãèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Çàäà÷à òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ � ðàçâèòü
òàêóþ ôîðìó çàïèñè òåíçîðîâ, ÷òîáû îáîéòèñü áåç ìàòðèöû êîìïîíåíò, òî
åñòü ðàçâèòü èíâàðèàíòíóþ ôîðìó. Ïðè÷åì, âèä èíâàðèàíòíîé ôîðìû ïîç-
âîëèò çàïèñûâàòü ëþáûå (èíâàðèàíòíûå) îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè.

Òåíçîðíûå îïåðàöèè � ýòî ïðÿìîå îáîáùåíèå ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé �
óìíîæåíèå ìàòðèö ìåæäó ñîáîé è ñ âåêòîðàìè, à òàêæå âåêòîðíûõ îïåðà-
öèé, òàêèõ êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðàöèé òåíçîðû
ñâÿçûâàþòñÿ ñ òàêèìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè êàê
âåêòîðû è ñêàëÿðû. Ýòè æå îïåðàöèè ñâÿçûâàþò òåíçîðû ñ ìàòðèöàìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (ìàòðèöû ßêîáè).

Òåíçîðû, òåíçîðíàÿ àëãåáðà è òåíçîðíûé àíàëèç (â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ
ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òåíçîðîâ) èãðàþò â ñîâðåìåííîé ôèçèêå î÷åíü
âàæíóþ ðîëü.

Íàïðèìåð, ïðè ðàçðàáîòêå ýëåìåíòîâ îïòî- è íàíîýëåêòðîíèêè ïðèõî-
äèòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ, çà-
äàþùåãî îðèåíòàöèþ êðèñòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíû, âäîëü êîòîðîãî èñïîëüçóå-
ìîå â ðàáîòå ïðèáîðà ôèçè÷åñêîå ñâîéñòâî (ýëåêòðè÷åñêîå, îïòè÷åñêîå, óïðó-
ãîå è ò. ä.) êðèñòàëëà äîñòèãàåò òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ
çàäà÷ â êðèñòàëëîôèçèêå ñóùåñòâóåò ìåòîä îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêîãî ñâîéñòâà, îïèñûâàåìîãî òåíçîðîì âòî-
ðîãî ðàíãà.

À. Ýéíøòåéí ïðèìåíèë òåíçîðíûé àíàëèç ê ýëåêòðîäèíàìèêå è òåî-
ðèè òÿãîòåíèÿ, ÷åì ïðèâëåê ê òåíçîðàì øèðîêîå âíèìàíèå ôèçèêîâ è ìà-
òåìàòèêîâ. Â òåíçîðíûõ òåðìèíàõ ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå çàêîíû òåîðèè
óïðóãîñòè, ýëåêòðîäèíàìèêè è îïòèêè àíèçîòðîïíîé ñðåäû è ò. ä. Ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü íå ñâÿçûâàòü èññëåäîâàíèå ñ êàêîé-òî îäíîé ñèñòåìîé êîîðäè-
íàò. Îòìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èâàòüñÿ äåêàðòîâîé
ñèñòåìîé êîîðäèíàò.
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12. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

×èñëî âèäà
z = x+ i · y,

ãäå x è y � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à i � ìíèìàÿ åäèíèöà, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ðàâåíñòâîì i2 = −1, íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. ×èñëî x íàçûâàåò-
ñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, ÷èñëî y íàçûâàåòñÿ ìíèìîé
÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, ÷èñëà îáîçíà÷àþòñÿ x = Rez, y = Imz.

Çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â âèäå z = x+iy íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé
ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + iy ìîæåò áûòü èçîáðàæåíî â äåêàðòîâîé
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè xOy ëèáî òî÷êîé ñ àáñöèññîé x è îðäèíàòîé y, ëèáî
ðàäèóñ-âåêòîðîì ýòîé òî÷êè.

Ðèñóíîê 12..1 � Èçîáðàæåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íà ïëîñêîñòè

Äëèíà ýòîãî âåêòîðà íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáî-
çíà÷àåòñÿ |z| èëè r

|z| =
√
x2 + y2.

Óãîë, îáðàçîâàííûé ýòèì âåêòîðîì ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì
äåéñòâèòåëüíîé îñè Ox, íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ Argz

tg (Argz) =
y

x
.

Âåëè÷èíà Argz ìíîãîçíà÷íà è îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëà, êðàòíîãî
2π:

Argz = arg z + 2πk, k ∈ Z.

Çíà÷åíèå Argz, çàêëþ÷åííîå â ïðåäåëàõ îò −π äî π, íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì
çíà÷åíèåì àðãóìåíòà è îáîçíà÷àåòñÿ arg z èëè φ.

−π < φ ≤ π,
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x

y

0
0p

-p

Ðèñóíîê 12..2 � Ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà

ïðè÷åì

arg z =


arctg y

x , åñëè x > 0, y > 0, y < 0,
π + arctg y

x , åñëè x < 0, y ≥ 0,
−π + arctg y

x , åñëè x < 0, y < 0,
π
2 , åñëè x = 0, y > 0,
−π

2 , åñëè x = 0, y < 0.

Ïðèìåð. Íàéäèòå ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z = −1 + i.

Ðåøåíèå. x = −1, y = 1. |z| =
√
x2 + y2 =

√
2.

Ðèñóíîê 12..3 � Èçîáðàæåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = −1 + i íà ïëîñêîñòè

arg z = π−arctg1 = π− π
4 = 3π

4 (ôóíêöèÿ y = arctgx ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé
arctg(−x) = −arctgx ). Argz = 3π

4 + 2πk, k ∈ Z.

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = x1+iy1 è z2 = x2+iy2 ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè,
åñëè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè: x1 = x2,
y1 = y2.

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z = x+ iy è z = x− iy, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî
çíàêîì ìíèìîé ÷àñòè, íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè.

Ïðèìåð. z = −1− 3i, z = −1 + 3i.
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Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, çàäàííûìè â àëãåáðàè÷åñêîé
ôîðìå, ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i (y1 + y2) .

z1 · z2 = (x1 + iy1) · (x2 + iy2) = x1 · x2 − y1 · y2 + i (x1y2 + x2y1) .

z1
z2

=
x1 + iy1
x2 + iy2

=
x1 + iy1
x2 + iy2

· x2 − iy2
x2 − iy2

=
x1x2 + y1y2
x22 + y22

+ i · y1x2 − x1y2
x22 + y22

.

Ïðèìåðû. 1) (1 + 5i) + (4− i) = 5 + 4i,
2)(1 + 5i) · (4− i) = 9 + 19i,
3)1+5i

4−i = 1+5i
4−i ·

4+i
4+i =

−1+21i
17 = −1

17 + 21
17i.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

z · z = x2 + y2 = |z|2.

Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü Rez è ìíèìàÿ ÷àñòü Imz âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñîïðÿ-
æåííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z = x+ iy, z = x− iy ⇒ x = Rez =
z + z

2
, y = Imz =

z − z

2i
.

Ñëîæåíèå (âû÷èòàíèå) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ (âû÷èòà-
íèþ) âåêòîðîâ, èçîáðàæàþùèõ ýòè ÷èñëà.

Ðèñóíîê 12..4 � Ñëîæåíèå (âû÷èòàíèå) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ðàäèóñ-âåêòîð ñóììû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 ÿâëÿåòñÿ äèàãîíà-
ëüþ ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ðàäèóñ-âåêòîðàõ ñëàãàåìûõ. Ðàäèóñ-
âåêòîð ðàçíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: íóæíî ñîåäèíèòü êîíåö ðàäèóñ âåêòîðà âû÷èòàåìîãî ñ êîíöîì ðàäèóñ-
âåêòîðà óìåíüøàåìîãî, à çàòåì ïîëó÷åííûé âåêòîð ïåðåíåñòè ïàðàëëåëüíî
ñàìîìó ñåáå, ïîìåñòèâ åãî íà÷àëî â òî÷êó O.
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Ðèñóíîê 12..5 � Èçîáðàæåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íà ïëîñêîñòè

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî x = r cosφ, y = r sinφ, è ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî
z = x+ iy, z ̸= 0, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

z = r (cosφ+ i sinφ) .

Ýòà çàïèñü íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé çàïèñè êîìïëåêñíîãî
÷èñëà. ×èñëî, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ê äàííîìó, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

z = r (cosφ− i sinφ) .

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

Åñëè |z| = 1, φ = arg z, òî ïî ôîðìóëå z = r (cosφ+ i sinφ) èìååì
z = cosφ+ i sinφ. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî cosφ+ i sinφ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
eiφ, òî åñòü ôóíêöèÿ eiφ äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà φ îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé Ýéëåðà

eiφ = cosφ+ i sinφ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà φ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

φ = arg eiφ,
∣∣eiφ∣∣ = 1.

Â ÷àñòíîñòè,
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Ðèñóíîê 12..6 � Èçîáðàæåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íà ïëîñêîñòè

e2πi = 1, eπi = −1, eiπ/2 = i, e−iπ/2 = −i.

Çàìåíîé φ íà −φ ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

e−iφ = cosφ− i sinφ.

Ñëîæèì è âû÷òåì ðàâåíñòâà

eiφ = cosφ+ i sinφ.

e−iφ = cosφ− i sinφ.

ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû Ýéëåðà

cosφ =
eiφ + e−iφ

2
,

sinφ =
eiφ − e−iφ

2i

ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîêà-
çàòåëüíóþ ôóíêöèþ.

Ôóíêöèÿ eiφ îáëàäàåò îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè:

eiφ1 · eiφ2 = ei(φ1+φ2),

eiφ1

eiφ2
= ei(φ1−φ2),(

eiφ
)n

= eiφ·n, ãäå n = 0,±1,±2,±3, . . .
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Èç ïîñëåäíèõ ñâîéñòâ âûòåêàåò ôîðìóëà Ìóàâðà

(cosφ+ i sinφ)n = cosnφ+ i sinnφ, ãäå n = 0,±1,±2, . . .

Èç ôîðìóë
z = r (cosφ+ i sinφ)

è
eiφ = cosφ+ i sinφ

ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ̸= 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

z = r · ei·φ, ãäå r = |z|, φ = arg z.

Ýòà çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé ôîðìîé êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà. Ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë, çàïèñàííûõ â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z1 · z2 = r1 · eiφ1 · r2 · eiφ2 = r1 · r2 · ei(φ1+φ2),

z1
z2

=
r1 · eiφ1

r2 · eiφ2
=
r1
r2

· ei(φ1−φ2),

⇒ Ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäó-
ëåé ýòèõ ÷èñåë

|z1 · z2| = |z1| · |z2| ,
à ñóììà àðãóìåíòîâ ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì ïðîèçâåäåíèÿ

φ1 + φ2 = arg (z1 · z2) .

Àíàëîãè÷íî, ìîäóëü ÷àñòíîãî äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ÷àñòíîìó ìîäó-
ëåé ýòèõ ÷èñåë, ∣∣∣∣z1z2

∣∣∣∣ = |z1|
|z2|

, z ̸= 0,

à ðàçíîñòü àðãóìåíòîâ äåëèìîãî è äåëèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì ÷àñòíîãî

φ1 − φ2 = arg
z1
z2
.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå (
1− i

√
3
)3

· (1 + i)2 .

Ðåøåíèå.Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z1 = 1−i
√
3, çàïèñàííîãî â àëãåáðàè÷åñêîé

ôîðìå, x1 = 1, y1 = −
√
3, |z1| =

√
x21 + y21 =

√
12 +

(
−
√
3
)2

= 2,

argz1 = arctg
(
−
√
3

1

)
= −π

3 .
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Çàïèøåì ÷èñëî z1 â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå: z1 = |z1| · ei·argz1, z1 = 2 · e−iπ3 .
Àíàëîãè÷íî äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z2, çàïèñàííîãî â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå,
x2 = 1, y2 = 1, |z2| =

√
x22 + y22 =

√
12 + 12 =

√
2, argz2 = arctg

(
1
1

)
= π

4 .

Çàïèøåì ÷èñëî z2 â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå: z2 = |z2| · ei·argz2, z2 =
√
2 · eiπ4 .

Òîãäà (
1− i

√
3
)3

· (1 + i)2 =
(
2 · e−i

π
3

)3 · (√2 · ei
π
4

)2

=

= 23 · 2 · e−iπ · ei
π
2 = 24 · (−1) · i = −16i.

Âîçâåäåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â ñòåïåíü

Ïðîèçâåäåíèå n ðàâíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z íàçûâàåòñÿ n-îé ñòåïå-
íüþ ÷èñëà. Íàïðèìåð, z2 = z · z, z3 = z · z · z. Ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ â öåëóþ
ñòåïåíü åäèíñòâåíåí.

Ïóñòü r = |z| � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, à Argz � åãî àðãóìåíò,
ãäå Argz = φ+2πk, φ � ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî â
ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå:

z = r · ei(φ+2πk), k ∈ Z.

Òîãäà

zn =
(
r · ei(φ+2πk)

)n
= rn · ei(φ·n+2πk·n), k ∈ Z.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå íàçûâàåòñÿ
ôîðìóëîé Ìóàâðà

zn = rn [cos (nφ) + i sin (nφ)] .

Ïðè âîçâåäåíèè â öåëóþ ñòåïåíü ìîæíî íå ó÷èòûâàòü íåîäíîçíà÷íîñòü
àðãóìåíòà Argz = φ + 2πk, òàê êàê â ðåçóëüòàòå öåëîå êîëè÷åñòâî ïîëíûõ
îáîðîòîâ 2πk âñå ðàâíî ìîæíî îòáðîñèòü. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðè
âîçâåäåíèè â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè óäëèíÿåòñÿ (óêîðà-
÷èâàåòñÿ) è ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà íîâûé óãîë, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ñ ïîëîæè-
òåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé îñè âåëè÷èíó nφ.

Èçâëå÷åíèå êîðíÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

zn = a,

ãäå a ̸= 0 � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäåì êîðíè ýòîãî
óðàâíåíèÿ zk.
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Ïóñòü a = ρ · eiθ, z = r · eiφ. Òîãäà

rn · eiφn = ρ · eiθ.

Òàê êàê ïðàâèëî ðàâåíñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â ïîêàçàòåëüíîé
ôîðìå z1 = r1e

iφ1 è z2 = r2e
iφ2 ãëàñèò: z1 = z2 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà r1 = r2 è φ1 = φ2 + 2πk, ãäå k � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, òî ñ
ïîìîùüþ ýòîãî ñâîéñòâà íàõîäèì:

rn = ρ, nφ = θ + 2πk.

Îòêóäà

r = n
√
ρ, φk =

θ + 2πk

n
è zk = n

√
ρ · ei·

(θ+2πk)
n , k = 0,±1,±2, . . .

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà z0, z1, . . ., zn−1 ðàçëè÷íû, òàê êàê èõ àðãóìåíòû
φ0 = θ

n , φ1 = θ+2π
n , . . ., φn−1 = θ+2π(n−1)

n ðàçëè÷íû è îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà ìåíüøå, ÷åì íà 2π.

Ðàññìàòðèâàÿ äàëåå, zn = z0, òàê êàê |zn| = |z0| = n
√
ρ è

φn =
θ+2πn
n = φ0 + 2π, zn+1 = z1, z−1 = zn−1 è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå zn = a ïðè a ̸= 0 èìååò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ
êîðíåé:

zk = n
√
ρ · ei

θ+2πk
n , k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òî÷êè zk ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî
n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà n

√
ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Òî

åñòü ïðè a ̸= 0 èìååòñÿ ðîâíî n ðàçëè÷íûõ êîðíåé n-é ñòåïåíè èç ÷èñëà a

zk =
n
√
|z| · ei

φ+2πk
n , k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Ïðèìåð. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 4
√
16i.

Ðåøåíèå. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = 16i çàïèøåì â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå:

16i = 16 · ei(
π
2+2πk), k ∈ Z.

Èçâëå÷åì êîðåíü 4-îé ñòåïåíè èç ìîäóëÿ (âîçüìåì åãî àðèôìåòè÷åñêîå çíà-
÷åíèå), à àðãóìåíò ðàçäåëèì íà n. Óêàæåì çíà÷åíèÿ k.

4
√
16i =

4
√
16 · e

i(π2 +2πk)
4 = 2 · ei(

π
8+

π
2 k), k = 0, 1, 2, 3.

Èçîáðàçèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ êîðíåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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Ðèñóíîê 12..7 � Çíà÷åíèÿ êîðíÿ 4-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òî÷êè zk ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ êâàäðàòà,
âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Òî åñòü èìååòñÿ
ðîâíî 4 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 4

√
16i

z0 = 2ei
π
8 , z1 = 2ei(

π
8+

π
2 ), z2 = 2ei(

π
8+π), z3 = 2ei(

π
8+

3π
2 ).

Ñâîéñòâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë

Åñëè z = x+ iy, òî ïî îïðåäåëåíèþ z = x− iy. Ìîäóëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íûõ ÷èñåë ðàâíû: |z| = |z|. Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó èõ àðãóìåíòàìè. Ïóñòü
z = reiφ. Òîãäà èç ôîðìóë Ýéëåðà

eiφ = cosφ+ i sinφ, e−iφ = cosφ− i sinφ,

èëè èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî z = r · e−iφ.

Ðèñóíîê 12..8 � Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ÷èñëà
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè φ = argz, òî −φ = argz. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ
ñîïðÿæåíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íà ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íàä êîìïëåêñ-
íûìè ÷èñëàìè:

z1 ± z2 = z1 ± z2, z1 · z2 = z1 · z2,(
z1
z2

)
=
z1
z2
, z2 ̸= 0,

(zn) = (z)n , n = 0,±1,±2, . . . , z ̸= 0 ïðè n < 0.

Ýòè ðàâåíñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Ñäåëàåì åùå îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Ïóñòü

Pn(z) = a0 · zn + a1 · zn−1 + · · ·+ an

ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà

Pn(z) = a0 · (z)n + a1 · (z)n−1 + · · ·+ an = Pn(z).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Pn(z0) = 0, òî P (z0) = Pn (z0) = 0, òî åñòü åñëè ÷èñëî z0
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî è êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî z0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ïðèìåð. à) z2 + 1 = 0, (z − i)(z + i) = 0, z1 = i, z2 = −i.
á) z2 + 4z + 5 = 0, z1 = −2 + i, z2 = −2− i.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïå-

íè n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ðîâíî n êîðíåé (â îáùåì ñëó-
÷àå � êîìïëåêñíûõ). Íàõîæäåíèå ýòèõ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýëåìåíòîâ
àëãîðèòìà ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ òèïîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Ïðèìåíåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ýëåêòðîòåõíèêå

Â ýëåêòðîòåõíèêå òåìà �Ïåðåìåííûé òîê� çàíèìàåò çíà÷èòåëüíîå ìå-
ñòî. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî áîëüøèíñòâî ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ óñòàíîâîê
ðàáîòàåò íà ïåðåìåííîì òîêå, êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ ñèíóñîèäàëüíî.

Óðàâíåíèå ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ èìååò âèä

u = Uì · sin (ωt+ ψ) ,

ãäå u � ìãíîâåííîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ,

Uì � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå (àìïëèòóäà) íàïðÿæåíèÿ,

ω � óãëîâàÿ ÷àñòîòà,

t � âðåìÿ,

ψ � íà÷àëüíûé ôàçîâûé óãîë,

ωt = α � ýëåêòðè÷åñêèé óãîë.

Ýòî óðàâíåíèå ñâÿçûâàåò äâå ïåðåìåííûå âåëè÷èíû: íàïðÿæåíèå u è
âðåìÿ t. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íàïðÿæåíèå èçìåíÿåòñÿ ñèíóñîèäàëüíî.

Àíàëîãè÷íûé âèä èìåþò óðàâíåíèÿ è äðóãèõ ñèíóñîèäàëüíî èçìåíÿþ-
ùèõñÿ âåëè÷èí:

òîêà i = Iì · sin (ωt+ ψ) ,

è Ý.Ä.Ñ. e = Eì · sin (ωt+ ψ) .

Ïðè ðàñ÷åòå öåïåé ïåðåìåííîãî òîêà ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñèíóñîè-
äàëüíî èçìåíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû, òî åñòü ïðîèçâîäèòü ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå,
óìíîæåíèå è äåëåíèå óêàçàííûõ âûðàæåíèé. Ñëîæåíèå ñèíóñîèäàëüíûõ âå-
ëè÷èí òðóäîåìêî, îñîáåííî åñëè ïðèõîäèòñÿ ñêëàäûâàòü áîëüøîå ÷èñëî âû-
ðàæåíèé.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óçåë ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, â êîòîðûé âòåêàþò äâà
ïåðåìåííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ òîêà îäèíàêîâîé ÷àñòîòû ω:

i1(t) = I1 sin (ωt+ α1) è i2(t) = I2 sin (ωt+ α2) ,

ãäå I1 è I2 � àìïëèòóäû òîêîâ; α1 è α2 � íà÷àëüíûå ôàçû òîêîâ. Îïðåäåëèòå
õàðàêòåðèñòèêó òîêà i3, âûòåêàþùåãî èç óçëà.
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Ðèñóíîê 12..9 � Óçåë ýëåêòðè÷åñêîé öåïè

Ðåøåíèå. Êàê ñëåäóåò èç ïåðâîãî çàêîíà Êèðõãîôà, èñêîìûé òîê äîë-
æåí ïîä÷èíÿòüñÿ ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

i3 = i1 + i2.

Ïðè ýòîì ñóììàðíûé òîê òàêæå áóäåò ñèíóñîèäàëüíûì ñ òîé æå ÷àñòîòîé ω:

i3(t) = I3 sin (ωt+ α3) .

Îïðåäåëåíèå àìïëèòóäû I3 è íà÷àëüíîé ôàçû α3 ýòîãî òîêà ñ ïîìîùüþ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèì è íåäîñòà-
òî÷íî íàãëÿäíûì (îñîáåííî, åñëè ñóììèðóåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ñèíóñîèäàëü-
íûõ âåëè÷èí). Çíà÷èòåëüíî ïðîùå ýòî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîé
äèàãðàììû.

Ñèíóñîèäàëüíàÿ âåëè÷èíà îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåíà âðàùàþùèìñÿ âåê-
òîðîì, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà àìïëèòóäå, à íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå îïðåäåëÿåò-
ñÿ óãëîì ψ, âðàùåíèå âåêòîðà ïðîèñõîäèò ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Îïåðàöèè
ïðîèçâîäÿòñÿ ñ âûðàæåíèÿìè, èìåþùèìè îäèíàêîâóþ óãëîâóþ ÷àñòîòó, òî
åñòü âñå âåêòîðû, çàìåíÿþùèå âûðàæåíèÿ, âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå íå ìåíÿåòñÿ, îòïàäàåò
íåîáõîäèìîñòü âðàùåíèÿ âåêòîðîâ. Òàê êàê âåêòîðû çàìåíÿþò ñèíóñîèäàëü-
íûå âåëè÷èíû, òî ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå âîçìîæíî çàìåíèòü ñëîæåíèåì èëè
âû÷èòàíèåì âåêòîðîâ.

Èòàê, ïåðåìåííàÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ âåëè÷èíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

� ïåðåìåííàÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâ-
ëåíà âåêòîðîì;

� ñëîæåíèå (âû÷èòàíèå) ñèíóñîèäàëüíûõ âåëè÷èí ìîæíî çàìåíèòü ñëîæå-
íèåì (âû÷èòàíèåì) âåêòîðîâ.
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Êðîìå ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ ñèíóñîèäàëüíûå âåëè÷èíû ïðèõîäèòñÿ
äåëèòü è óìíîæàòü. È çäåñü íà ïîìîùü ïðèõîäÿò êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî âåêòîðîì, äëèíà êî-
òîðîãî ðàâíà ìîäóëþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, à óãîë íàêëîíà � àðãóìåíòó. Â
ýëåêòðîòåõíèêå â îòëè÷èå îò ìàòåìàòèêè ìíèìàÿ åäèíèöà îáîçíà÷àåòñÿ áóê-
âîé j. Òî åñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî A = a + j · b ìîæíî ïðåäñòàâèòü âåê-
òîðîì, ãäå |A| =

√
a2 + b2 � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, α = arctg ba �

àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåíî
âåêòîðîì, à îïðåäåëåííîìó âåêòîðó ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîå êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïåðåìåííàÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà âåêòîðîì, à îïðåäåëåííîìó âåêòîðó ñîîòâåòñòâóåò îïðåäå-
ëåííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî ïåðåìåííàÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Òàêèå âåëè÷èíû êàê íàïðÿæåíèå
è òîê, ñîïðîòèâëåíèå è ïðîâîäèìîñòü, ìîùíîñòü, âûðàæàþòñÿ êîìïëåêñíûìè
÷èñëàìè.

Ïîñòðîåíèå âåêòîðíîé äèàãðàììû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà äåêàðòî-
âîé ïëîñêîñòè èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîâîäÿò âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
àìïëèòóäíîìó çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé âåëè÷èíû. Äàííûé âåêòîð âðàùàåòñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ýòî íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ïðèíÿòî çà ïîëîæèòåëü-
íîå) ñ óãëîâîé ÷àñòîòîé, ðàâíîé ω. Óãîë, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò âåêòîð ñ îñüþ
Ox, ðàâåí íà÷àëüíîé ôàçå.

Ðèñóíîê 12..10 � Âåêòîðíàÿ äèàãðàììà

Òîãäà ëþáîìó èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðåìåííûõ òîêîâ ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî â âèäå i(t) = Ime

i(ωt+α), êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âåêòîðà íà ïëîñêîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, òîê i3(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êîìïëåêñíûõ
÷èñåë:

i3(t) = I1e
i(ωt+α1) + I2e

i(ωt+α2),

êîòîðîé, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ñîïîñòàâèòü âåêòîðíóþ äèàãðàììó:
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Ðèñóíîê 12..11 � Âåêòîðíàÿ äèàãðàììà äëÿ òîêà i3(t)

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ âåêòîðîâ òîêà ïðè t = 0.
Ïðè âðàùåíèè ýòèõ âåêòîðîâ ñ îäèíàêîâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω èõ âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå íå ìåíÿåòñÿ, è óãîë ñäâèãà ôàç ìåæäó íèìè îñòàåòñÿ ðàâíûì
∆α = α2 − α1 = const. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå âåêòîðíîé äèàãðàììû,
ñâÿçàííîé ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ I3 è α3 ïî ôîðìóëàì:

I3 =

√
(I1 cosα1 + I2 cosα2)

2 + (I1 sinα1 + I2 sinα2)
2 =

=
√
I21 + I22 + 2I1I2 cos (α2 − α1);

α3 = arctg
I1 sinα1 + I2 sinα2

I1 cosα1 + I2 cosα2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îòâåò:

I3 =
√
I21 + I22 + 2I1I2 cos (α2 − α1);

α3 = arctg
I1 sinα1 + I2 sinα2

I1 cosα1 + I2 cosα2
.
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Íàïðÿæåíèå è òîê

Èìååòñÿ óðàâíåíèå
u = Uì · sin (ωt+ ψ) .

Â ýëåêòðîòåõíèêå çà äëèíó âåêòîðà áåðåòñÿ íå ìàêñèìàëüíîå, à äåéñòâóþ-
ùåå çíà÷åíèå. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé U áåç èíäåêñà è âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì
äåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî Uì çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà

√
2: U =

Uì√
2
.

Ñèíóñîèäàëüíàÿ âåëè÷èíà, âûðàæåííàÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì, íàçûâà-
åòñÿ êîìïëåêñîì è îáîçíà÷àåòñÿ ïðîïèñíîé áóêâîé ñ òî÷êîé íàâåðõó: U̇ . Êîì-
ïëåêñ íàïðÿæåíèÿ ìîæíî íàïèñàòü â òðåõ ôîðìàõ:

U̇ = Uà + jUð � â àëãåáðàè÷åñêîé,

U̇ = U (cosψ + j sinψ) � â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé,

U̇ = Uejψ � â ïîêàçàòåëüíîé.

Òàêèì îáðàçîì, â êîìïëåêñå íàïðÿæåíèÿ ìîäóëü ðàâåí äåéñòâóþùåìó çíà-
÷åíèþ, àðãóìåíò � íà÷àëüíîìó ôàçîâîìó óãëó, àêòèâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ �
âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîìïëåêñà íàïðÿæåíèÿ, ðåàêòèâíàÿ � ìíèìîé ÷àñòè.

Àíàëîãè÷íî äëÿ òîêà:

i = Iì · sin (ωt+ ψ) , I =
Iì√
2
;

İ = Ià + jIð � â àëãåáðàè÷åñêîé,

İ = I (cosψ + j sinψ) � â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé,

İ = Iejψ � â ïîêàçàòåëüíîé.

Ïðèìåð. Äàí òîê â êîìïëåêñíîé ôîðìå İ = 3 − j · 4. Íàïèñàòü óðàâíåíèå
òîêà.

Ðåøåíèå. ×òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèå òîêà, íàäî çíàòü àìïëèòóäó è íà-
÷àëüíûé ôàçîâûé óãîë. Ïîýòîìó íàäî íàéòè ìîäóëü � äåéñòâóþùåå çíà÷åíèå
è àðãóìåíò � íà÷àëüíûé ôàçîâûé óãîë çàäàííîãî êîìïëåêñà òîêà.

I =

√
32 + (−4)2 = 5 A � äåéñòâóþùåå çíà÷åíèå;

ψ = arctg

(
−4

3

)
≈ −53◦;

Iì = I ·
√
2 = 5 ·

√
2 ≈ 7, 07 A;

i = Iì sin (ωt+ ψ) = 7, 07 sin (ωt− 53◦) .
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Ñîïðîòèâëåíèå

Èìååòñÿ öåïü:

Ðèñóíîê 12..12 � Ñõåìà ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ñ ëàìïîé íàêàëèâàíèÿ è ñîïðîòèâëåíèåì

Çäåñü r � àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå (ëàìïà íàêàëèâàíèÿ), XL � èíäóê-
òèâíîå ñîïðîòèâëåíèå (êàòóøêà), z � îáùåå ñîïðîòèâëåíèå öåïè, íàçûâàåìîå
ïîëíûì. Ñîïðîòèâëåíèÿ r, XL, z îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñî-
ïðîòèâëåíèÿ, óãîë φ � óãîë ñäâèãà ôàç. Ñîïðîòèâëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñèíóñîè-
äàëüíûìè âåëè÷èíàìè, îäíàêî îòðåçîê z ìîæåò áûòü âûðàæåí êîìïëåêñíûì
÷èñëîì, ñ÷èòàÿ, ÷òî îòðåçîê r îòêëàäûâàåòñÿ ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè, à îòðå-
çîê XL � ïî ìíèìîé îñè. Ñîïðîòèâëåíèå â êîìïëåêñíîé ôîðìå îáîçíà÷àåòñÿ
áóêâîé Z. Êîìïëåêñ ñîïðîòèâëåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ

Z = r + jXL � â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå,

Z = z (cosφ+ j sinφ) � â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå,

Z = z · ej·φ � â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå,

ãäå ìîäóëü z =
√
r2 +X2

L, àðãóìåíò φ = arctgXL

r . Òàêèì îáðàçîì, â êîì-
ïëåêñå ñîïðîòèâëåíèÿ ìîäóëü ðàâåí ïîëíîìó ñîïðîòèâëåíèþ, à àðãóìåíò �
ñäâèãó ôàç.

Ìîùíîñòü

Êîìïëåêñ ìîùíîñòè ïîëó÷èòñÿ, åñëè êîìïëåêñ íàïðÿæåíèÿ óìíîæèòü
íà ñîïðÿæåííûé êîìïëåêñ òîêà

S̃ = U̇ · I∗,

ãäå S̃� êîìïëåêñ ìîùíîñòè, U̇� êîìïëåêñ íàïðÿæåíèÿ, I∗ � ñîïðÿæåííûé
êîìïëåêñ òîêà. Ïîñëå óìíîæåíèÿ ïîëó÷èì êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ó êîòîðîãî
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âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ðàâíà àêòèâíîé ìîùíîñòè, à ìíèìàÿ ÷àñòü � ðåàêòèâíîé
ìîùíîñòè

S̃ = P + jQ,

ãäå P = ReS̃� àêòèâíàÿ ìîùíîñòü, Q = ImS̃ � ðåàêòèâíàÿ ìîùíîñòü.
Ïðèìåð. Äàíû êîìïëåêñ òîêà İ = 10,4+ j ·9,35 è êîìïëåêñ íàïðÿæåíèÿ

U̇ = 43,5+j ·55,6. Îïðåäåëèòå àêòèâíóþ ìîùíîñòü P è ðåàêòèâíóþ ìîùíîñòü
Q.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ïîêàçàòåëüíóþ ôîðìó êîìïëåêñà íàïðÿæåíèÿ è
êîìïëåêñà òîêà

U =
√

43,52 + 55,62 ≈ 70, 6 B,

ψ1 = arctg
55,6

43,5
≈ 52◦, U̇ = 70,6 · ej52◦;

I =
√
10,42 + 9,352 ≈ 14 A,

ψ2 = arctg
9,35

10,4
≈ 42◦, İ = 14 · ej42◦.

Îïðåäåëèì ñîïðÿæåííûé êîìïëåêñ òîêà: I∗ = 14 · e−j42◦. Òîãäà

S̃ = U̇ · I∗ = 70,6 · ej52◦ · 14 · e−j42◦ ≈

≈ 988 · ej10◦ = 988 · (cos 10◦ + j sin 10◦) ≈ 973,6 + 172 · j.
Èòàê, àêòèâíàÿ ìîùíîñòü P = ReS̃ ≈ 973,6 Âò è ðåàêòèâíàÿ ìîùíîñòü
Q = ImS̃ ≈ 172 Âò.
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13. Ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ãåîìåòðèè, ìåõàíèêè, ôèçèêè è äðóãèõ
îòðàñëåé çíàíèÿ âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ñ ïîìîùüþ îäíîãî è òîãî æå àíàëè-
òè÷åñêîãî ïðîöåññà èç äàííîé ôóíêöèè y = f(x) ïîëó÷èòü íîâóþ ôóíêöèþ,
êîòîðóþ íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèåé (èëè ïðîñòî ïðîèçâîäíîé) äàííîé
ôóíêöèè f(x) è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì f ′(x).

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) è åå àðãóìåíò ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíà-
ìè, òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé y îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííîé x â òî÷êå x0. Íàïðèìåð,

� åñëè S = S(t) � ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå òåëîì çà âðåìÿ t, òî åå ïðîèç-
âîäíàÿ S ′(t0) = v(t0) � ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0;

� åñëè Q = Q(t) � êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà, ïðîòåêàþùåå ÷åðåç ïî-
ïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðîâîäíèêà â ìîìåíò âðåìåíè t, òî åå ïðîèçâîäíàÿ
Q′(t0) = I(t0) � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà ýëåêòðè÷åñòâà â ìîìåíò
âðåìåíè t0, òî åñòü ñèëà òîêà â ìîìåíò âðåìåíè t0.

Ïðèìåð. 1) Çàâèñèìîñòü ïóòè îò âðåìåíè âûðàæàåòñÿ çàêîíîì
S(t) = t · ln(t+ 1). Íàéäèòå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ â êîíöå âòîðîé ñåêóíäû.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïóòè ïî âðåìåíè

v(t) =
d S

d t
= (t · ln(t+ 1))′ = t′ · ln(t+ 1) + t · (ln(t+ 1))′ =

= ln(t+ 1) +
t

t+ 1
.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïðè t = 2

v(2) = ln 3 +
2

3
≈ 1,77 ì/c.

2) Ïîñòîÿííûé òîê îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà, ïðîòåêøåå
÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðîâîäíèêà â åäèíèöó âðåìåíè. Îïðåäåëèòå òîê â
êîíöå ïÿòîé ñåêóíäû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà, ïðîòåê-
øåå ÷åðåç ïðîâîäíèê, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 çàäàíî çàâèñèìîñòüþ
Q(t) = 2t2 + 3t+ 1.

Ðåøåíèå. Ìãíîâåííûé òîê â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
I(t) = Q′(t). Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ Q′(t) = 4t + 3. Òîãäà I(5) = Q′(5) =
= 23 À.
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Ôèçè÷åñêèå çàäà÷è íà îïòèìèçàöèþ

Ïðè èññëåäîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì ÷àñòî âîçíèêàþò âîïðîñû

� îá îïòèìàëüíîé êîíôèãóðàöèè;

� îá îïòèìàëüíîì ðåæèìå ðàáîòû;

� îá ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ñèñòåìó.

Ïîíÿòèå ýêñòðåìóìà. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ y = f(x) è òî÷êà x = x0
� íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(y). Ôóíêöèÿ èìååò
â òî÷êå x = x0 ìàêñèìóì, åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè â ñîñåäíèõ òî÷êàõ, òî
åñòü f(x0) ≥ f(x).

Ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå x = x0 ìèíèìóì, åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè â
ýòîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè â
ñîñåäíèõ òî÷êàõ, òî åñòü f(x0) ≤ f(x).

Ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå x = x0 ýêñòðåìóì, åñëè îíà èìååò â ýòîé òî÷êå
ìàêñèìóì (max) èëè ìèíèìóì (min).

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìó-

ìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå x0 è åå îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ
y = f(x) èìåëà â ýòîé òî÷êå ýêñòðåìóì, íåîáõîäèìî ÷òîáû ïåðâàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) â ýòîé òî÷êå

� ëèáî îáðàùàëàñü â íîëü y′(x0) = 0,

� ëèáî â áåñêîíå÷íîñòü y′(x) = ∞,

� èëè íå ñóùåñòâîâàëà y′(x) ̸ ∃.

Òî÷êè èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, â êîòîðûõ y′(x0) = 0, y′(x) = ∞,
y′(x) ̸ ∃, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè. Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
x0 ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) ìåíÿëà ñâîé çíàê, à èìåííî, åñëè ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x = x0 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
çíàê y′(x) ìåíÿåòñÿ ñ �+� íà �−�, òî òî÷êà x = x0 åñòü òî÷êà ìàêñèìó-

ìà. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x = x0 â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè çíàê y′(x) ìåíÿåòñÿ ñ �−� íà �+�, òî òî÷êà x = x0 åñòü òî÷êà
ìèíèìóìà.
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Ðèñóíîê 13..1 � Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

Åñëè çíàê ïðîèçâîäíîé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó íå ìå-
íÿåòñÿ, òî ýêñòðåìóìà â ýòîé òî÷êå íåò.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [−2; 4]. Íà ðèñóíêå
ïðèâåäåí ãðàôèê åå ïðîèçâîäíîé. Óêàæèòå àáñöèññó òî÷êè ãðàôèêà ôóíê-
öèè y = f(x), â êîòîðîé îíà ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Ðèñóíîê 13..2 � Ãðàôèê ïðîèçâîäíîé y = f(x)

Ðåøåíèå. Êàê ñëåäóåò èç ðèñóíêà, f ′(−1) = 0, íî f ′(x) íå ìåíÿåò çíàê
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ïîýòîìó êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x0 = −1 íå ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Íà îòðåçêå [−2; 4], çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x = −1,
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ′(x) > 0, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò.
Òîãäà íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äîñòèãàþòñÿ íà êîíöàõ
ýòîãî îòðåçêà. Òîãäà àáñöèññà òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x), â êîòîðîé
îíà ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ðàâíà xmin = −2 .

Îòâåò: xmin = −2.

Âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Â ðÿäå ôèçè÷åñêèõ çà-
äà÷, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì ôóíêöèè íà ýêñòðåìóì, óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ
âòîðûì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà.

Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè
1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = x0. Åñëè â òî÷êå x0 f ′(x0) = 0,
à f ′′(x0) ̸= 0, òî òî÷êà x0 åñòü òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè. Ïðè ýòîì
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� åñëè f ′′(x0) < 0, òî x0 � òî÷êà ìàêñèìóìà;

� åñëè f ′′(x0) > 0, òî x0 � òî÷êà ìèíèìóìà.

Ðèñóíîê 13..3 � Âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

Ïðèìåð. Äîæäåâàÿ êàïëÿ ñ íà÷àëüíîé ìàññîé m0 ïàäàåò ïîä äåéñòâèåì ñèëû
òÿæåñòè. Ïî ìåðå ïàäåíèÿ êàïëÿ èñïàðÿåòñÿ òàê, ÷òî åå ìàññà óìåíüøàåòñÿ
ñî âðåìåíåì ïî ëèíåéíîìó çàêîíóm(t) = m0−bt, ãäå b � ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ.
Îïðåäåëèòå ìîìåíò âðåìåíè, ïðè êîòîðîì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êàïëè áóäåò
íàèáîëüøåé.

Ðåøåíèå. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà, ïàäàþùåãî èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ,
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

E =
mv2

2
=
m(gt)2

2
=
mg2t2

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó çàêîí èçìåíåíèÿ ìàññû êàïëè, èìååì

E(t) =
(m0 − bt)g2t2

2
=
m0g

2

2
t2 − bg2

2
t3.

Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

E ′(t) = 0; E ′ = m0g
2t− 3

2
bg2t2 = 0;

t

(
m0 −

3

2
bt

)
= 0; t1 = 0 èëè t2 =

2m0

3b
.

Ðèñóíîê 13..4 � Çíàêîâàÿ êðèâàÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé
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t1 = 0 � min; t2 =
2m0

3b
� max.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàïëÿ áóäåò èìåòü íàèáîëüøóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ â ìî-
ìåíò âðåìåíè t = 2m0

3b

Emax (tmax) = E

(
2m0

3b

)
=

(
m0 − b · 2m0

3b

)
·
g2

(
2m0

3b

)2
2

=

=
1

3
m0 ·

g2

2
· 4m

2
0

9b2
=

2

27
· m

3
0 · g2

b2
.

Îòâåò: tmax =
2m0

3b , Emax =
2m3

0g
2

27b2 .
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Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, ïðèêëàäíûå çàäà÷è ôèçèêè, òåõíèêè ñâîäÿòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ñòðåìèìñÿ
ïðèäàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó ñâîáîäíî ïðîòåêàþùåìó ÿâëåíèþ è èññëå-
äîâàòü ïîâåäåíèå ïðîöåññà â çàâèñèìîñòè îò òîãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (åñëè îíî âîçìîæíî) ÷àñòî îáëàäàåò ïðåèìó-
ùåñòâîì, òàê êàê îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ. Ôèêñèðóÿ âñå ïåðåìåííûå êðîìå îäíîé è ïðèìåíÿÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèé àïïàðàò, ìû èññëåäóåì ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðèãîäíû äëÿ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ÿâ-
ëåíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è äàåò áîëüøîé îáúåì èí-
ôîðìàöèè äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà.

Íóæíî ïîìíèòü, ÷òî öåëü ðàñ÷åòîâ � ýòî ïîíèìàíèå, à íå ÷èñëà. Âñåì
ðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèé íóæíî ïðèäàòü ñìûñë â òåðìèíàõ îáëàñòè ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è. Ïðè÷åì, ðàñ÷åòû íà îñíîâå àäåêâàòíîé ìîäåëè äîëæíû âû-
ÿâèòü òåíäåíöèþ èçìåíåíèÿ â ñðåäíåì è âîçìîæíîñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

Ëþáîå èññëåäîâàíèå äîëæíî ñòîÿòü íà ôóíäàìåíòå íàó÷íîãî îïûòà. Â
íàóêå íåò �ïðîòîðåííûõ äîðîã�. Êàêóþ äîðîãó âûáðàòü � ïðîòîðåííóþ èëè
òåðíèñòóþ, íî ñâîþ, ïîìîæåò ðåøèòü õàðàêòåð. Åñëè ÷åëîâåê ñêëîíåí áûòü
èññëåäîâàòåëåì, ëþáèò óçíàâàòü ÷òî-òî íîâîå, íå áîèòñÿ ýêñïåðèìåíòèðîâàòü
è, ñàìîå ãëàâíîå, ñïîñîáåí äåëàòü âûâîäû èç îïûòà, îí áåçóñëîâíî âûáåðåò
ñîáñòâåííûé ïóòü. Òàêèå ëþäè íóæíû ÷åëîâå÷åñòâó äëÿ ýâîëþöèè.
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