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ВВЕДЕНИЕ 
 
 

Настоящее пособие предназначено для методического руководства ра-
ботой студентов при выполнении ими курсовой работы «Математическое 
описание аналоговых сигналов и анализ их прохождения через линейные це-
пи». 

Данная курсовая работа входит в программу курса «Основы радиоэлек-
троники и связи» (специальность 2008.00) и курса «Радиотехнические цепи и 
сигналы» (специальность 2013.00) и предназначена для закрепления практи-
ческих навыков студентов в области анализа структуры сигнала и работы ли-
нейных радиотехнических цепей. 

В рамках работы студенту предлагается определить системную функ-
цию двухэлементной линейной радиотехнической цепи (интегрирующей или 
дифференцирующей) и проанализировать её реакцию на воздействие сигнала 
заданной формы. 

Предлагаемое пособие содержит основные теоретические сведения и 
пошаговые инструкции по выполнению курсовой работы а также разбор от-
дельных примеров. 

Кроме того, в руководстве представлены возможные виды сигналов и 
схемы радиотехнических цепей (Приложение 1) и типовая форма техническо-
го задания (Приложение 2). 

Для успешного выполнения работы и углубленного изучения вопросов, 
связанных с анализом работы радиотехнических цепей  студентам рекомен-
дуется изучить специальную литературу. Список рекомендуемых источников 
приведен в соответствующем разделе пособия. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Удалено: введение
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1 НЕОБХОДИМЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕОРИИ 
РАДИОТЕХНИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ И СИГНАЛОВ 

1.1 Прямое преобразование Лапласа 
При изучении дисциплин радиотехнического блока студенту необходи-

мо освоить методы функционального описания радиотехнических цепей. 
Для так называемого частотного представления функционального опи-

сания линейной цепи может быть использован метод преобразований Лапла-
са1. 

Одностороннее преобразование Лапласа представляет собой оператор, 
отображающий функцию времени в функцию комплексной переменной 

ωσ js +=  в соответствии с формулой 

                                    ( ) ( )[ ] ( ) { }∫
∞

−==
0

exp dtsttxtxLsX .                             ( 1.1) 

Данный интеграл отображает временную зависимость ( )tx  в функцию 
переменной s . 

 

1.2 Обратное преобразование Лапласа. Разложение Хевисайда 
Для решения задач анализа радиотехнических цепей зачастую требует-

ся возможность определения временной зависимости ( )tx  по заданной функ-
ции ( )sX . Эта задача решается с помощью обратного преобразования Лапла-
са 

                      ( ) ( ) ( ) { }1 1 exp
2 j C

x t L X s X s st ds
π

−= = ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ ,               ( 1.2) 

где интегрирование осуществляется по контуру C  комплексной плоскости. 
Обратное преобразование Лапласа может быть реализовано путем раз-

ложения ( )sX  на сумму членов, каждый из которых является прямым преоб-
разованием простой функции времени. Данный метод применим в случае, ес-
ли ( )sX  является рациональной функцией, поскольку любая рациональная 
функция может быть разложена на элементарные дроби. 

В случае, если рациональная функция является правильной (степень по-
линома числителя меньше степени полинома знаменателя) и если корни по-

                                          
1 Преобразование Лапласа – один из вкладов в математику и физику маркиза Пьера        
Симона де Лапласа (1749 – 1827), который указал на взаимно однозначное соответствие 
между двумя функциями и применил свои результаты для решения дифференциальных 
уравнений (1779). Радиотехническое применение преобразования Лапласа предложено 
Оливером Хевисайдом (1850 – 1925).  
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линома знаменателя (полюса ( )sX ) являются простыми или различными все-
гда возможно записать 

   
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )pm

m

pp

pmpp

n
n

n
n

m
m

m

n
n

n
n

ss
k

ss
k

ss
k

ssssss
asasa

bsbs
asasasX

−
++

−
+

−
=

=
−−−
+++

=
+++
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=

−
−

−
−

−
−

...

...
...

...
...

2

2

1

1

21

0
1

1

0
1

1

0
1

1

,  ( 1.3) 

где pis  - полюса ( )sX , а ik  - константы, называемые вычетами. 

Как только вычеты ik  будут найдены, зависимость ( )x t  можно записать 
в виде 

                    ( ) { } { } { }tsktsktsktx pmmpp exp...expexp 2211 +++= .         ( 1.4) 

Это выражение носит название теорема разложения Хевисайда. 
Из выражения (2.3) следует, что для ( )sX  с простыми полюсами выче-

ты ik  находятся по формуле: 

                                         ( )( )[ ]
pisspii sssXk

=
−= .                                 ( 1.5) 

Процедура разложения на элементарные дроби несколько усложняется, 
если полином знаменателя содержит повторяющиеся или кратные корни. То-
гда к результату разложения должны быть добавлены дополнительные члены, 
соответствующие степеням повторяющегося члена вплоть до порядка самого 
полюса. Данное положение можно пояснить следующим примером: 

           ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )211121

1 21
2

1
3

1
3 +

+
+

+
+

′
+

+

′′
=

+++
=

s
k

s
k

s
k

s
k

ss
sX . 

Вычет 2k  и коэффициент 1k ′′  могут быть найдены, с помощью разложе-
ния (2.5): 

                           ( )( )[ ]
( )

1
1

12
2

322 −=
+

=+=
−=

−=
s

s
s

ssXk ; 

                               ( )( )[ ] 1
2

11
1

1
3

1 =
+

=+=′′
−=

−=
s

s s
ssXk . 

Для нахождения 1k  и 1k ′  можно воспользоваться следующим методом: 

вычтем из ( )sX  член 
( )3

1
1+

′′
s

k . При этом функция будет содержать лишь по-

люс второго порядка. Повторение такой процедуры устраняет кратные полю-
сы и такая функция может быть разложена обычным способом: 
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Тогда 

                              
( ) ( )

( ) 11
21

1

1

2
21 −=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

++

−
=′

−=s
s

ss
k . 

1.3 Системная функция цепи. Образ по Лапласу на выходе цепи 
Использование преобразования Лапласа дает возможность судить об 

изменениях сигнала при его прохождении через некоторую радиотехниче-
скую цепь. Однако для решения данной задачи необходимо учитывать и 
свойства рассматриваемой цепи. Поэтому необходимо ввести параметр, ха-
рактеризующий цепь с учетом свойств составляющих её компонентов. Таким 
параметром является системная функция радиотехнической цепи. 

В общем случае системная функция представляет собой отношение 
изображения реакции системы на воздействие к изображению источника воз-
действия. В рассматриваемой задаче источником воздействия является сигнал 
заданной формы, подаваемый на вход цепи, а реакция системы представлена 
сигналом на её выходе. 

Таким образом, для нахождения системной функции цепи необходимо 
вычислить отношение 

                                              ( ) ( )
( )sU

sUsH
ВХ

ВЫХ= ,                                       ( 1.6) 

где ( )sUВХ  и ( )sUВЫХ  есть амплитуды входного и выходного сигналов со-
ответственно. В соответствии с законом Ома амплитуды сигналов на входе и 
выходе цепи могут быть представлены как 

 

                                       ( ) ( ) ( )sZsIsU ВХВХ &=         и                             ( 1.7) 

                                  ( ) ( ) ( )sZsIsU ВЫХВЫХ &= ,                                  ( 1.8) 
где ( )sI  - сила тока, а ( )sZВХ&  и ( )sZВЫХ&  - входное и выходное комплексное 
сопротивление цепи. 

Напомним, что в данном случае сила тока в цепи является константой, а 
сопротивления составляющих цепь элементов определяются как: 
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                                                ( ) RsZR =& ;                                            ( 1.9) 

                                                          ( )
sC

sZC
1

=& ;                                           ( 1.10) 

                                            ( ) sLsZL =& .                                                ( 1.11) 

Таким образом, мы располагаем всеми необходимыми приемами для 
описания вида сигнала на выходе исследуемой цепи. Окончательно мы пред-
ставляем его в виде образа по Лапласу. 

Для нахождения образа по Лапласу сигнала на выходе цепи воспользу-
емся соотношением 

                                                    ( ) ( ) ( )Y s H s X s= .                                             ( 1.12)  

1.4 Определение временной зависимости ( )U t  с использованием 
интеграла свертки 

Необходимо отметить, что предложенный выше (см. 2.2) метод опреде-
ления временной зависимости ( )tx  с использованием обратного преобразова-
ния Лапласа и разложения Хевисайда не является единственным. 

Зная системную функцию цепи, мы можем произвести операцию опре-
деления временной зависимости с использованием так называемого интегра-
ла свёртки. 

Интеграл свёртки является во временной области эквивалентом обрат-
ного преобразования Лапласа формулы (2.12). 

Интеграл свёртки имеет вид: 

                                           ( ) ( )∫ −=
t

dthxty
0

)( τττ ,                                 ( 1.13) 

где ( )th  - импульсная реакция цепи, т.е. реакция цепи при воздействии на неё 
единичного импульса.  

Импульсная реакция радиотехнической цепи определяется как обратное 
преобразование Лапласа системной функции ( )sH . 

Функцию ( )th  можно определит как 

                                            ( ) ( )
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−−=

00
exp1

ττ
δ ttth ,                      ( 1.14) 

где ( )tδ  - так называемая δ-функция или функция Дирака. 

Описанные методы определения временной зависимости могут исполь-
зоваться независимо. При выполнении курсовой работы студенту будет пред-
ложено использовать их для контроля правильности анализа. В случае совпа-
дения результатов можно полагать итог расчётов верным. 
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1.5 Спектральный анализ периодических сигналов. Ряд Фурье 
Описанная выше методика позволяет оценить влияние параметров ра-

диотехнической цепи на характеристики сигнала. Не следует, однако, забы-
вать, что собственно сигнал представляет собой весьма интересный объект 
исследования. В ходе выполнения курсовой работы студенту необходимо 
продемонстрировать навыки анализа структуры сигнала. Для этого в техниче-
ское задание включается раздел, касающийся исследования формы спектра 
периодического и непериодического сигнала с использованием математиче-
ского аппарата рядов и интегралов Фурье2. 

При выполнении работы предполагается, что периодический сигнал 
представляет собой бесконечную последовательность импульсов заданной 
формы. Для анализа такого сигнала используется разложение в ряд Фурье, т.е. 
представление функции ( )tx  в виде взвешенной суммы гармонических коле-
баний: 

                       ( ) ∑∑
==

++=
N

n
n

N

n
n T

ntb
T
ntaatX

11
0

2sin2cos ππ ,                 ( 1.15) 

где T  – период сигнала, 0a , na , nb  - коэффициенты ряда Фурье, определяе-
мые следующим образом: 

                                               ( )∫=
T

dttx
T

a
0

0
1 ;                                       ( 1.16) 

                                                  ( ) dt
T
nttx

T
a

T
n

π2cos2

0
∫= ;                               ( 1.17) 

                                                     ( ) dt
T
nttx

T
b

T
n

π2sin2

0
∫= ,                               ( 1.18) 

Множество коэффициентов ряда Фурье образует спектр функции ( )tx , а 
процесс их определения носит название спектрального анализа3. Периодиче-
ский сигнал имеет дискретный спектр, поскольку только дискретное множе-
ство частот требуется при спектральном синтезе таких колебаний. Дискрет-
ный спектр также называют линейчатым, поскольку весьма удобным спосо-

                                          
2 В 1807 г. Ж. Б. Ж. Фурье высказал предположение, что любую произвольную периодиче-
скую функцию можно представить в виде бесконечного математического ряда, коэффици-
енты которого подчинены определенному закону и могут быть вычислены. Строгое дока-
зательство этого утверждения было дано Дирихле в 1829 г. 
3 Понятие «спектр» было введено в физику Ньютоном (1664) при описании анализа разло-
жения призмой света на его цветовые компоненты или частоты. 
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бом графического представления дискретной спектральной информации яв-
ляется линейчатый график4. 

1.6 Спектральный анализ непериодических сигналов. 
Преобразование Фурье; теорема Фурье 

Известно, что существует весьма обширный класс сигналов, не являю-
щихся периодическими. Для анализа таких сигналов метод рядов Фурье не-
применим и, следовательно, необходимо рассмотреть возможность расшире-
ния возможностей данного метода5. 

Исследуя структуру ряда Фурье для периодической функции в предель-
ном случае очень большого периода мы можем, устремив период к бесконеч-
ности, перейти к так называемому преобразованию Фурье: 

                                          ( ) ( ) { }∫
∞

−=
0

exp dttjtxX ωω .                           ( 1.19) 

По аналогии с преобразованием Лапласа, существует также обратное преоб-
разование Фурье, (или интеграл Фурье) позволяющее восстановить времен-
ную зависимость ( )tx : 

                                         ( ) ( ) { }∫
∞

=
0

exp ωωω dtjXtx .                             ( 1.20) 

Величина ( ) ωω dX  представляет собой «вклад» комплексной экспоненты 
{ }tjωexp , «содержащейся в ( )tx  (поэтому величина ( )ωX  носит название 

спектральной плотности ( )tx ).  

Иначе говоря, выражение (2.20) анализирует функцию ( )tx  на основе 
использования её спектральных составляющих, а выражение (2.19) восста-
навливает, или синтезирует ( )tx  из этих составляющих. 

Таким образом пара выражений (2.19) и (2.20) составляют теорему Фу-
рье, которая утверждает, что процесс анализа-синтеза может выполняться 
без каких-либо потерь. Восстановленный сигнал по своей форме идентичен 
исходному сигналу. 

Отметим, что в отличие от случая периодического сигнала, спектр не-
периодического сигнал является непрерывным. Однако в случае, если перио-
дический сигнал представляет собой бесконечную последовательность им-
пульсов, аналогичных некоторому непериодическому сигналу, спектры дан-
ных сигналов будут иметь аналогичную форму огибающей. 

                                          
4 Исторически название «линейчатый спектр» связано с тем обстоятельством, что обычно 
на выходе оптического спектрометра отдельные частотные составляющие имеют вид яр-
ких линий. 
5 Обобщение ряда Фурье на случай непериодических функций было предложено самим 
Фурье. 
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1.7 Графическое представление спектра сигнала 
Как отмечалось выше, спектр сигнала, для наглядности,  может быть 

представлен в графическом виде. 
Для построения графической картины спектра воспользуемся выраже-

ниями (2.15 – 2.18) для случая периодического сигнала и выражением (2.20) 
для случая непериодического сигнала. 

Построим амплитудный и фазовый спектры периодического сигнала. 
Амплитуды спектральных составляющих дискретного спектра опреде-

лим из выражения 

                                                  22
nnn baA += .                                   ( 1.21) 

Фазы гармонических составляющих определяются выражением 

                                                  
n

n
n a

barctan=ϕ .                                     ( 1.22) 

При построении спектра непериодического сигнала следует помнить, 
что данный спектр является непрерывным. Таким образом, задача построения 
данного спектра сводится к построению его огибающей. 

Координаты точек огибающей определим из соотношений: 

для амплитудного спектра     ( ) ( ) ( )ωωω XXX &&& 22 ImRe += ,       ( 1.23) 

для фазового спектра                     ( ) ( )
( )ω
ωωϕ

X
X
&

&

Re
Imarctan= ,                   ( 1.24) 

где ( )ωX  - спектральная плотность непериодического сигнала (2.20). 
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2 ПРАКТИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ 
КУРСОВОЙ РАБОТЫ 

2.1 Определение системной функции радиотехнической цепи 
Рассмотрим простую двухэлементную радиотехническую цепь (см. 

рис.3.1) 
Данная цепь является интегрирующей. 

Определим системную функцию, используя выражение (2.6): 

                                                ( ) ( )
( )sU

sUsH
ВХ

ВЫХ= . 

В соответствии с (2.7.) и (2.8) можем записать 
                                              ( ) ( ) ( )sZsIsU ВХВХ &= ; 
                                          ( ) ( ) ( )sZsIsU ВЫХВЫХ &= . 
Определим входное и выходное комплексные сопротивления данной 

цепи: 

                                               ( ) sCRsZВХ 1+=& ;                                                ( 2.1) 

                                                 ( ) sCsZВЫХ 1=& ,                                    ( 2.2) 

где s jσ ω= +  - комплексная частота. 

Полагая силу тока ( )sI  постоянной, перепишем (2.6) с учетом (3.1) и 
(3.2): 

 

      ( ) ( )
( )

( )
( )[ ] [ ] [ ] 1

1
11

1

1

1

0 +
=

+
=

+
=

+
==

ssRCsC
sC

sCR
sC

sCRsI
sCsI

sU
sUsH

ВХ

ВЫХ
τ

,    ( 2.3) 

где RC=0τ  - постоянная времени. 

 
 

Рисунок 2.1 
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2.2 Преобразование Лапласа сигнала заданной формы 
 

Найдем преобразование Лапласа для сигнала, изображенного на рис. 3.2. 

Воспользуемся выражением (2.1): 

                                   ( ) ( )[ ] ( ) { }∫
∞

−==
0

exp dtsttxtxLsX . 

Для нахождения преобразования Лапласа определим, прежде всего, за-
пишем функцию времени ( )tx  для данного сигнала (рис. 3.2): 

                                      ( ) Ex t t E
T

= − .                            ( 2.4) 

Подставляя (2.3) в (2.1) получим: 

                                     ( ) { }∫ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

T
dtstEt

T
EsX

2

0
exp .                            ( 2.5) 

При выполнении интегрирования выражение (3.5) распадается на два инте-
грала: 

                             ( ) { } { }∫ ∫ −−−=
T T

dtstEdtstt
T
EsX

2

0

2

0
expexp .                  ( 2.6) 

 

Взятие интеграла { }
2

0

exp
T

st dt−∫  не представляет сложности: 

                      { } { } { }
ss

sTst
s

dtst
TT 12expexp1exp

2

0

2

0

+
−

−=−−=−∫ .                  ( 2.7) 

Интеграл { }∫ −
T

dtstt
2

0
exp  находим, используя метод интегрирования по 

частям. 
Известно, что ∫ ∫−= VdUUVUdV . Для данного интеграла определим, 

что 

Рисунок 2.2 
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                                  tU = ;              { }dtstdV −= exp ; 

                                  dtdU = ;           { }st
s

V −−= exp1 . 

Таким образом, можем записать:               

                        

{ } { } { }

{ } { }

{ } { }

{ } { }

{ } { }

{ } { } .12exp2exp2

12exp12exp2

12exp112exp2

exp11exp

exp1exp

exp1expexp

2

22

2

0

2

0

2

0

2

0

s
TsTsTs

s
Ts

ss
TsT

s
Ts

sss
TsT

st
sss

tst

dtst
ss

tst

dtst
ss

tstdtstt

T

T

TT

+−−−−
=

=+−−
−

−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−+

−
−=

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+

−
−=

=−+
−

−=

=−+
−

−=−

∫

∫∫

                           ( 2.8) 

С учетом (3.6) и (3.7) запишем частотную зависимость ( )sX  в оконча-
тельном виде: 

          
( ) { } { }

{ } { } { }( ).2exp2exp112exp

12exp2exp2

2

2

Ts
sTsTTssTE

ss
sTE

s
sTsTTs

T
EsX

−−−−−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−−−

=
 

2.3 Образ по Лапласу сигнала на выходе цепи 
Для нахождения образа по Лапласу сигнала на выходе рассматриваемой 

нами цепи используем выражение (2.12): 
                                                 ( ) ( ) ( )sXsHsY = . 
Необходимые для этого параметры – системная функция цепи  ( )sH  и 

преобразование Лапласа ( )sX  были нами найдены ранее (см. выражения (3.3) 
и (3.8) соответственно): 

                                                  ( )
1

1

0 +
=

s
sH

τ
; 

                         ( ) { } { }( ).2exp2exp1
2Ts

sTsTTssTEsX −−−−−
=  
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( ) ( ) ( ) { } { }( )

{ } { }( )( )

( ) .
1

2exp2exp1*1

2exp2exp1
1

1

2
0

0

20

Tss

sTsTTssTE
Ts

sTsTTssTE
s

sXsHsY

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

−−−−−
=

=
−−−−−

+
==

τ

τ

τ

       ( 2.9) 

2.4 Определение временной зависимости ( )U t  с использованием 
обратного преобразования Лапласа 

Как было отмечено ранее, задача определения временной зависимости 
( )U t  по заданной функции комплексной частоты может быть разрешена с 

помощью обратного преобразования Лапласа (2.2) сигнала на выходе цепи: 

                                             ( ) ( )[ ] ( ) { }∫== −

C
dsstsYsYLtx exp

j2
11
π

. 

Обратное преобразование Лапласа может быть найдено с использова-
нием теоремы разложения Хевисайда (2.4): 

                     ( ) { } { } { }tsktsktsktx pmmpp exp...expexp 2211 +++= . 
Чтобы применить разложение Хевисайда мы, прежде всего, должны оп-

ределить полюса (корни полинома знаменателя функции, описывающей ис-
следуемый сигнал) и вычеты (постоянные коэффициенты разложения). 

Сигнал на выходе цепи, найденный нами в предыдущем разделе рабо-
ты, описывается выражением (3.9): 

                  ( )
{ } { }( )

( )
0

2

0

1 1 exp 2 exp 2
.

1

E sT Ts sT sT
Y s

s s T

τ

τ

⋅ − − − − −
=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Определим полюса и вычеты для данной функции. 
Очевидно, что полином знаменателя имеет два корня: 

                                                  
0

1

1
τ

−=ps ;                                              ( 2.10) 

                                                                      02 =ps .                                     ( 2.11) 

Для определения вычета 1k  можно воспользоваться выражением: 

 
 
                                         ( )( )[ ]

pisspii sssXk
=

−= , 

 
где ( )sX  - образ по Лапласу входного сигнала. 
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{ } { }( )

{ } { }

{ } { }

0

0 0
1

2

10

0 0 0 0 0

2
0

0
0 0 0 0

1 11 exp 2 exp 2

1

1 2 21 exp exp

1

2 21 exp exp
.

s

E sT Ts sT sT sT
k

s s

E T T T T
T

T T T TE

T

τ

τ τ

τ

τ τ τ τ τ

τ

τ τ τ τ τ

=−

⎛ ⎞⋅ − − − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⋅ − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

⎛ ⎞− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

     ( 2.12)  

Найдем вычет 2k : 

           

{ } { }( )

{ } { }

{ } { } { }

0
2 2

1 1 exp 2 exp 2

exp 2 exp 2

2 exp 2 exp 2 2 exp 2

2 0

E sT Ts sT sTdk
ds s T

d E E sT Es sT Es
ds T T

E sT E sT EsT sT E

E E E

τ
⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ − − − − −
⎢ ⎥⎜ ⎟= =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞= − − − − − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= − − − + − − =⎡ ⎤⎣ ⎦
= − − =

             ( 2.13) 

 
С учетом (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) запишем временную зависимость 

( )tU : 
 

 ( )
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧+

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−

=
0

00000
exp

2exp2exp1

τ
τττττ

t
T

TTTTE
tU .  ( 2.14) 

2.5 Определение временной зависимости ( )U t  с использованием 
интеграла свертки 

Как было указано в разделе 2, метод определения временной зависимо-
сти путем обратного преобразования Лапласа сигнала на выходе цепи не яв-
ляется единственным. Того же результата можно достичь, используя интеграл 
свертки. 

Интеграл свёртки имеет вид (2.13) 



 17

                                           ( ) ( )∫ −=
t

dthxty
0

)( τττ ,                                            

где ( )th  - импульсная реакция цепи, т.е. реакция цепи при воздействии на неё 
единичного импульса.  

Импульсная реакция радиотехнической цепи определяется как обратное 
преобразование Лапласа системной функции ( )sH  (2.6). 

Системная функция данной  (интегрирующей) цепи имеет вид (3.3) 

                                                 ( )
1

1

0 +
=

s
sH

τ
. 

……………………………………………………………………………… 
При определении импульсной реакции цепи необходимо проверить, 

удовлетворяет ли системная функция требованиям, предъявляемым к 
изображениям по Лапласу                              lim ( ) 0

s
H s

→∞
= .  

Это условие может не выполняться (например, для фильтров верхних 
частот). В этом случае из системной функции следует выделить целую часть. 
Для дифференцирующей цепи, состоящей из R и С, системная функция   

( ) 0

0 1DIF
sH s

s
τ

τ
=

+
 преобразуется следующим образом: 

( ) 0

0 0

1 1 11
1 1DIF

sH s
s s

τ
τ τ
+ −

= = −
+ +

. 

…………………………………………………………………………….. 
Для определения импульсной реакции найдем обратное преобразование 

Лапласа от функции (3.3). 
Найдем полюсы и вычеты системной функции. 

                                                      
0

1
1
τ

−=ps ;                                                  ( 2.15) 

                                               
0

0
0

0
1

1
1

1

τ
τ

τ

τ
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
s

s
k .                           ( 2.16) 

С учетом (3.15) и (3.16) запишем импульсную реакцию: 

                                        ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−=

00

1exp1
ττ

th .                            ( 2.17) 

Используя выражения (2.13) и (3.17) вычислим временную зависимость ( )tU . 
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2.6 Спектральный анализ периодических сигналов 
Для сигнала, изображенного на рис. 3.3, временная функция ( )tx  запи-

сывается следующим образом. 

На интервале [0;T]               ( )1
EX t t
T

=              .                               ( 2.18) 

На интервале [T;2T]             ( )2X t E= .                                              ( 2.19) 

                  1 2( ) ( ) ( ) EX t X t X t t E
T

= + = +                                             ( 2.20 ) 

При выполнении пункта расчетов предполагается, что сигнал представ-
ляет собой периодическую последовательность импульсов заданной формы 
(см. рис. 3.3) со скважностью  1. В наших обозначениях период сигнала равен 
- 2T . 

Для анализа периодических сигналов используется разложение в ряд 
Фурье, т.е. представление функции ( )X t  в виде взвешенной суммы гармони-
ческих колебаний: 

                       ( ) 0 0
1 1

2 2cos sin
N N

n
n n

nt ntX t a a b
T T
π π

= =

= + +∑ ∑ ,                           ( 2.21) 

где 0 , ,n na a b , - коэффициенты ряда Фурье: 

                                                 

( )

( )

( )

0
0

0

0

1 ;

2 2cos ;

2 2sin .

П

П

П

T

П

T

n
П П

T

n
П П

a x t dt
T

nta x t dt
T T

ntb x t dt
T T

π

π

=

=

=

∫

∫

∫

                                   ( 2.22) 

Рисунок 2.3 
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Находим эти коэффициенты, учитывая сигнал (рис. 3.3). Используя ме-
тод интегрирования по частям, находим коэффициенты ,n na b : 

2

0

2

2 2
0 0

2 2

2 2 2 2

; cos ;
2 2 2 2cos cos

2 2 2 2 sin
;

sin sin
cos cos

0

cos

T T

n
T

T T T

T

ntU t dt dV
TE nt nta t dt E dt ntT T T T T T

TdU dt V
n

nt ntTtT TE nt E nt E T Tt dt dt dt
T T T T T n n

E nt E T Tdt
T T T n n

π

π π
π

π
π π

π π
π π

π
π π

⎧ ⎫= =⎪ ⎪
⎪ ⎪= + = =⎨ ⎬
⎪ ⎪

= =⎪ ⎪
⎩ ⎭

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= + = − +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ = − −

∫ ∫

∫ ∫ ∫

2

2 2 2

20
T

T

E
nπ

⎛ ⎞
+ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

 

 
 

0 0

2

2 2
0 0

2

2

; sin ;
2 2 2 2sin sin

2 2 2 2 cos
;

cos cos
sin sin

0

2
2cos

T T

n

T T T

T

ntU t dt dV
TE nt ntb t dt E dt ntT T T T T T

TdU dt V
n

nt ntTtT TE nt E nt E T Tt dt dt dt
T T T T T n n

T
E nt E T E
n T T n n

T

π

π π
π

π
π π

π π
π π

π
π π π

⎧ ⎫= =⎪ ⎪
⎪ ⎪= + = =⎨ ⎬
⎪ ⎪

= = −⎪ ⎪
⎩ ⎭

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= + = − + −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− = − =

∫ ∫

∫ ∫ ∫

E
nπ

−

 

Находим 0a : 
2 2

0
0

1 32
2 2 2 4

T T

T

Et E T Ea dt Edt ET ET
T T T T
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + = + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫           ( 2.23)  

Таким образом, функция ( )X t  при разложении в ряд Фурье принимает 
вид: 

               ( ) 2
1 1

3 2 cos sin .
4

N N

n n

E E nt E ntX t
n T n T

π π
π π= =

= − −∑ ∑                             ( 2.24)  
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2.7 Спектральный анализ непериодических сигналов. Интеграл 
Фурье 

Интеграл Фурье находим по формуле: 

                                    ( ) ( ) { }
0

exp .
T

X X t j t dtω ϖ= −∫    ( 2.25) 

            Применяя метод интегрирования по частям, в ходе несложных матема-
тических вычислений получаем: 

( ) { } { }
{ }
{ }

{ } { } { }

{ } { } { }

2

0

2

0

; exp
exp exp exp

;

exp 1 exp exp
0

2
exp exp1 exp

0

T T

T

T T

T

t U dV j t dt
EtX j t dt E j t dt j tT dt dU V

j

T
t j tE j t dt E j t dt

T j j

T T
T j T j tE E j t

T j j j j
T

E

ω
ω ω ω ω

ω

ω
ω ω

ω ω

ω ω
ω

ω ω ω ω

= = −⎧ ⎫
⎪ ⎪= − + − = =−⎨ ⎬

= =⎪ ⎪−⎩ ⎭
⎛ ⎞

−⎜ ⎟= − + − + − =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

− −⎛ ⎞⎜ ⎟= − + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫ ∫

∫ ∫

{ } { }( )2 exp exp 2 1j T j T j T
T

ω ω ω
ω

− + − −

 

                                                              

2.8 Графическое представление периодических и 
непериодических сигналов 
            Спектр сигнала для наглядности может быть представлен в графиче-
ском виде. Для построения графической картины спектра воспользуемся вы-
ражениями, полученными в подразделах 3.6 и 3.7. 

2.8.1 Графическое представление  амплитудного и фазового спек-
тра для периодического сигнала. 

Амплитуды спектральных составляющих дискретного спектра опреде-
лим из выражения: 

                                                 2 2 .n n nA a b= +                                                      ( 2.26) 

Фазы гармонических составляющих определяются выражением:  

                                                .n
n

n

barctg
a

ϕ =                                                       ( 2.27) 

Используя эти формулы для нашего сигнала, получаем: 
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2 2 2 2

4 4 2 2 2 2

4 4
n

E E E nA
n n n

π
π π π

+
= + =                                         ( 2.28) 

                                                

2
2 2n

E
nnarctg arctgE

n

ππϕ

π

⎛ ⎞−⎜ ⎟
= =⎜ ⎟

⎜ ⎟−
⎝ ⎠

                             ( 2.29) 

Построим спектральную диаграмму данного периодического сигнала 
 

      

         
 
                 Рисунок 2.5. Фазовый спектр периодического сигнала 
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Рисунок 2.4. Амплитудный спектр периодического сигнала 
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2.8.2 Графическое представление  амплитудного и фазового спек-
тра для непериодического сигнала 

 
         При построении спектра непериодического сигнала следует помнить, 
что данный спектр является непрерывным. Таким образом, задача построения 
данного спектра сводится к построению его огибающей. 

Координаты точек огибающей определим из соотношений:        для ам-

плитудного спектра  ( ) ( ) ( )ωωω XXX &&& 22 ImRe += ,                                ( 2.30) 

для фазового спектра      ( ) ( )
( )

Im
Re

X
arctg

X
ω

ϕ ω
ω

=
&

&
,                   ( 2.31) 

где ( )ωX  - спектральная плотность непериодического сигнала (3.25) 
 
 

            
( ) { } { }( )

{ }( ) { }

2

2

exp exp 2 1

exp 1 exp 2

E j T j T j T
X

T
E j T E j T

j
T

ω ω ω
ω

ω
ω ω

ω ω

− + − −
= =

− − −
+

 

 
    

 

                  

( ) { }( ) { }

{ }( ) { }

{ }( ) { }

( )

( )

22 2

2 4 2

2

2 2

2

2

2

2

2

2

exp 1 exp 4

exp 1
exp 4

exp 2 1
exp 8

2 4

cos2 sin 2 1
cos8 sin8

2 4

1 0 1
1

2 4 2

E j T E j T
X

T

j TE j T
T

j nE j n
fn n

n j nE n j n
fn n

E E
fn n fn

ω ω
ω

ω ω

ω
ω

ω ω

π
π

π π

π π
π π

π π

π π π

− − −
= + =

− −
= + − =

− −
= + − =

− −
= + − =

− −
+ =

(2.32) 
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Рисунок 2.6 Амплитудный спектр непериодического сигнала 

  
 

( )
{ }

{ }( )
{ }

{ }
( )

( )

( )

2

exp 2
exp 2 1 0

exp 2 1 1 0 1exp 2 1

.
2

E j n
T j T

arctg arctg arctg
jE j n

T

arctg

π
ω π ωωϕ ω

ππ
ω

π

⎛ ⎞−
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −− −⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
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  ( 2.33) 

 
 
         Рисунок 2.7 Фазовый спектр непериодического сигнала  
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ПРИЛОЖЕНИЕ  1 
 

Возможные виды сигналов и варианты построения простейших 
двухэлементных цепей 
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ЦЕЛЬ И НАЗНАЧЕНИЕ РАБОТЫ. Целью настоящей курсовой работы является  закреплен-

ние теоретических знаний и приобретение навыка  самостоятельной работы по анализу___                    

простых радиотехничских цепей при воздействии на них сигналов заданной формы.________ 

 
 
СОДЕРЖАНИЕ  РАБОТЫ 
 
1. Найти системнную функцию для варианта линейной электрической цепи (см. рис. 1).___ 

2. Найти преобразование Лапласа  для сигнала заданной  формы (см.__ рис.2).______ _____        

3. Определить образ по Лапласу сигнала на выходе цепи.______________________________ 

4. Выполнить  обратное преобразование Лапласа и  найти временную зависимость U(t).___ 

5. Найти временную зависимость U(t) используя интеграл свертки._____________________ 

6. Сравнить результаты полученные при выполнении заданий 4 и 5._____________________ 

7. Считая сигнал периодическим выполнить разложение в ряд  Фурье.__________________ 

8. Считая сигнал  непериодическим найти интеграл Фурье.____________________________ 

9. Построить спектры периодического и непериодического сигналов, сравнить их форму.__ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1 Рис. 2 
 
 
Результаты работы представляются руководителю не позднее указанной даты в  виде 

“Пояснительной записки” оформленной в соответствии с требованиями 
ОС ТУСУР 6.1 – 97* 
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