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�1. Ìàòðèöû. Äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè.

Ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n íàçûâàåòñÿ òàáëèöà ÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ m

ñòðîê è n ñòîëáöîâ. Ýòè ÷èñëà íàçûâàþò ýëåìåíòàìè ìàòðèöû.
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 (1.1)

Ìàòðèöû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ. Ñ

ïîìîùüþ ìàòðèö çàïèñûâàþòñÿ ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, â

òîì ÷èñëå, ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è

èõ ðåøåíèÿ. Ìàòðè÷íûé ÿçûê ïðèìåíÿþò ïðè âûïîëíåíèè ðàçëè÷íûõ

ïðåîáðàçîâàíèé. Â ýêîíîìèêå â âèäå ìàòðèö óäîáíî çàïèñûâàòü ìíîãèå

çàâèñèìîñòè. Íàïðèìåð, òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ïî îòðàñëÿì

ýêîíîìèêè

Ðåñóðñû Îòðàñëè ýêîíîìèêè

ïðîìûøëåíîñòü ñåëüñêîå õîçÿéñòâî

Ýëåêòðîýíåðãèÿ 5,3 4,1

Òðóäîâûå ðåñóðñû 2,8 2,1

Âîäíûå ðåñóðñû 4,8 5,1
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ìàòðèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ïî îòðàñ-

ëÿì

A =

 5, 3 4, 1

2, 8 2, 1

4, 8 5, 1

 .

Ìàòðèöó ðàçìåðà 1× n íàçûâàþò ìàòðèöåé-ñòðîêîé, à ìàòðèöó ðàç-

ìåðà m× 1 � ìàòðèöåé-ñòîëáöîì.

Ìàòðèöó, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ, íàçûâàþò íóëåâîé ìàò-

ðèöåé. Ìàòðèöó ðàçìåðà n× n íàçûâàþò êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà

n. Äèàãîíàëü ìàòðèöû, èäóùàÿ îò ýëåìåíòà a11 ê ýëåìåíòó ann íàçûâà-

åòñÿ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, âòîðàÿ äèàãîíàëü íàçûâàåòñÿ ïîáî÷íîé. Êâàä-

ðàòíàÿ ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé, íå ñòîÿùèå íà ãëàâíîé äèàãî-
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íàëè, ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó

êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè a11, a22, . . . , ann ðàâíû åäèíè-

öå, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé,

ñòîÿùèå íèæå (âûøå) äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíîé.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè aij = aji, òî

åñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè

ðàâíû. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ðàçìåðà m×n ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó

AT , çàìåíèâ ñòðîêè ìàòðèöû ñòîëáöàìè, à ñòîëáöû � ñòðîêàìè. Ìàòðèöà

AT íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé äëÿ ìàòðèöû A. Òðàíñïîíèðîâàííàÿ

ìàòðèöà èìååò ðàçìåð n×m.
Íàä ìàòðèöàìè ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðàçëè÷íûå îïåðàöèè.

Ïðåæäå âñåãî ââåäåì ïîíÿòèå ðàâåíñòâà ìàòðèö. Äâå ìàòðèöû íàçû-

âàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûé ðàçìåð è èõ ñîîòâåòñòâó-

þùèå ýëåìåíòû ðàâíû. Äàíû äâå ìàòðèöû A = (aij) è B = (bij) ðàçìåðà

m× n. Òîãäà A = B, åñëè aij = bij (∀ i = 1,m, ∀ j = 1, n).

Ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà ìîæíî ñêëàäûâàòü. Ñóììîé äâóõ ìàòðèö

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ñóììå

ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö ñëàãàåìûõ. Ïóñòü A = (aij), B =

(bij) � ìàòðèöû ðàçìåðà m × n. Òîãäà C = A + B, åñëè cij = aij + bij

(i = 1,m, j = 1, n).

Ìàòðèöó ìîæíî óìíîæàòü íà ÷èñëî. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû íà ÷èñ-

ëî íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè óìíîæåíèè âñåõ ýëåìåí-

òîâ èñõîäíîé ìàòðèöû íà ýòî ÷èñëî.

Îäíàêî ãëàâíûå ïðèìåíåíèÿ ìàòðèö ñâÿçàíû ñ îïåðàöèåé èõ óìíîæå-

íèÿ. Ýòà îïåðàöèÿ ëåæèò â îñíîâå öåëîãî ðàçäåëà ëèíåéíîé àëãåáðû �

àëãåáðû ìàòðèö.

Ïóñòü äàíû äâå ìàòðèöû A � ðàçìåðà m × n è B � ðàçìåðà n × k.

Ïðè÷åì ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ðàâíî ÷èñëó ñòðîê ìàòðèöû B. Â

ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B. Ìàòðèöà C

ðàçìåðà m×k íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è B, åñëè ëþáîé ýëå-

ìåíò cij ýòîé ìàòðèöû ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-òîé ñòðîêè

ìàòðèöû A íà ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò j-òîãî ñòîëáöà ìàòðèöû B, òî
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åñòü

cij = ai1 · b1j + ai2 · b2j + . . .+ ain · bnj =
n∑
s=1

aisbsj. (1.1)

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû C ðàâíî ÷èñëó ñòðîê ìàòðèöû A,

è ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû C ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ ìàòðèöû B.

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü A =

(
3 5 −1

−2 −3 4

)
, B =

 2 3

−7 2

3 −5

 . Òîãäà

AB =

(
3 · 2 + 5 · (−7) + (−1) · 3 3 · 3 + 5 · 2 + (−1) · (−5)

(−2) · 2 + (−3) · (−7) + 4 · 3 (−2) · 3 + (−3) · 2 + 4 · (−5)

)
=(

−32 24

29 −32

)
,

BA =

 2 · 3 + 3 · (−2) 2 · 5 + 3 · (−3) 2 · (−1) + 3 · 4
(−7) · 3 + 2 · (−2) (−7) · 5 + 2 · (−3) (−7) · (−1) + 2 · 4
3 · 3 + (−5) · (−2) 3 · 5 + (−5) · (−3) 3 · (−1) + (−5) · 4

 =

=

 0 1 10

−25 −41 15

19 30 −23

.
Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü A =

(
1 −2

3 1

)
, B =

(
−2 3 1

4 1 2

)
. Òîãäà

AB =

(
1 · (−2)− 2 · 4 1 · 3− 2 · 1 1 · 1− 2 · 2
3 · (−2) + 1 · 4 3 · 3 + 1 · 1 3 · 1 + 1 · 2

)
=

(
−10 1 −3

−2 10 5

)
.

Ïðîèçâåäåíèå BA íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû A íå

ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ ìàòðèöû B.

Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) A + B = B + A � ñëîæåíèå ìàòðèö êîììóòàòèâíî. Íî AB 6= BA �

óìíîæåíèå ìàòðèö íå êîììóòàòèâíî (ïðèìåð 1.4). Áîëåå òîãî, íå âñåãäà

ñóùåñòâóþò îáà ïðîèçâåäåíèÿ (ïðèìåð 1.5).

2) (A + B) + C = A + (B + C) è (AB)C = A(BC) � ñëîæåíèå è

óìíîæåíèå ìàòðèö óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè.

5



3) (A + B)C = AC + BC è C(A + B) = CA + CB, åñëè ýòè ïðîèç-

âåäåíèÿ ñóùåñòâóþò. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè

óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

4) λ(A+B) = λA+ λB.

5) (α + β)A = αA+ βA.

6) λ(AB) = (λA)B = A(λB).

7) A · E = E · A = A, ãäå A � êâàäðàòíàÿ, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû

ïîðÿäêà n.

8) (A+B)T = AT +BT .

9) (AB)T = BT · AT .

Ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ, ïî÷åìó óìíîæåíèå ìàòðèö ââîäèòñÿ ïî òàêîìó,

íà ïåðâûé âçãëÿä, ñëîæíîìó ïðàâèëó.

Ïðèìåð 1.3. Ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò 4 âèäà ïðîäóêöèè P1, P2, P3, P4,

èñïîëüçóÿ 3 âèäà ñûðüÿ S1, S2, S3. Ñîñòàâèì ìàòðèöó A, ãäå aij êîëè÷å-

ñòâî ñûðüÿ Si, ðàñõîäóåìîå íà âûïóñê åäèíèöû ïðîäóêöèè Pj.

A =

 5 3 0 9

2 11 7 4

10 6 3 7


Ïîñòàâèì çàäà÷ó îïðåäåëèòü çàòðàòû ñûðüÿ, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïðîèç-

âîäñòâà ñëåäóþùåãî êîëè÷åñòâà ïðîäóêöèè C =
(

150 120 100 130
)T

( cj � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè Pj):

Çàòðàòû ñûðüÿ ñîñòàâëÿþò

S1 = 5 · 150 + 3 · 120 + 0 · 100 + 9 · 130 = 2280,

S2 = 2 · 150 + 11 · 120 + 7 · 100 + 4 · 130 = 2840,

S3 = 10 · 150 + 6 · 120 + 3 · 100 + 7 · 130 = 3430.

Èñïîëüçóÿ ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö, âåêòîð çàòðàò S ìîæíî çàïèñàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

S = A · C =

 5 3 0 9

2 11 7 4

10 6 3 7

 ·


150

120

100

130

 =

 2280

2840

3430

 .

Åñëè êðîìå òîãî èçâåñòíû ñòîèìîñòè åäèíèöû êàæäîãî ñûðüÿ
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P =
(

29 41 33
)
, òî ñòîèìîñòü çàòðà÷åííîãî ñûðüÿ ìîæíî ïîäñ÷è-

òàòü ïî ôîðìóëå Q = 29 · 2280 + 41 · 2840 + 33 · 3430 = 295750 èëè â

ìàòðè÷íîì âèäå Q = P · S = P · A · C.

Ïðèìåð 1.4. Íåêàÿ ôèðìà çàíèìàåòñÿ ðåàëèçàöèåé n âèäîâ òîâàðîâ â

m ðåãèîíàõ. Äàííûå îá óðîâíå ïðîäàæ îáðàçóþò ìàòðèöó óðîâíÿ ïðî-

äàæ A = (aij), ãäå aij îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî j-ãî òîâàðà, ïðîäàííîãî â

i-îì ðåãèîíå (i = 1,m, j = 1, n). Òàêèì îáðàçîì, ñòðîêè ìàòðèöû ñîîò-

âåòñòâóþò ðåãèîíàì, à ñòîëáöû � âèäàì òîâàðà. Ïóñòü èçâåñòíû òàêæå

öåíû íà ðåàëèçóåìûå òîâàðû. ×åðåç cjk îáîçíà÷åíà öåíà j-ãî òîâàðà â k-

îì êâàðòàëå (j = 1, n; k = 1, 4). Ýòè öåíû îáðàçóþò ìàòðèöó C = (cjk).

×òîáû íàéòè ñóììàðíûé îáúåì ïðîäàæ (â ðóáëÿõ) òîâàðîâ â i-îì ðå-

ãèîíå çà k-ûé êâàðòàë, íóæíî âû÷èñëèòü ñóììó pik = ai1c1k + ai2c2k +

. . .+ aincnk.

Ïîëó÷èëè ìàòðèöó ñóììàðíûõ ïðîäàæ P = (pik) = A · C.

Ïðèìåð 1.5. k ïðåäïðèÿòèé îòðàñëè ïðîèçâîäÿò n âèäîâ òîâàðîâ, èñ-

ïîëüçóÿ m âèäîâ ðåñóðñîâ. Äàíû ìàòðèöû A = (ais), â êîòîðîé ais �

íîðìà çàòðàò ðåñóðñîâ i-ãî âèäà íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû ïðîäóêöèè

s-ãî âèäà, è X = (xsj), ãäå xsj � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè s-ãî âèäà, ïðî-

èçâåäåííîå çà ìåñÿö j-ûì ïðåäïðèÿòèåì. (i = 1,m, s = 1, n, j = 1, k).

Òîãäà ìàòðèöà çàòðàò çà ìåñÿö C = (cij) = AX =

(
n∑
t=1

aitxtj

)
èìååò

ðàçìåð m × k, è cij � çàòðàòû ðåñóðñîâ i-ãî âèäà çà ìåñÿö j-ûì ïðåä-

ïðèÿòèåì.

Ïóñòü k ∈ N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. k-îé ñòåïåíüþ êâàäðàòíîé ìàò-

ðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Ak = A · A · ... · A︸ ︷︷ ︸
k ðàç

.

Ïðèìåð 1.6. Çàâîä ïðîèçâîäèò àâòîìîáèëè. Êàæäûé àâòîìîáèëü ìî-

æåò íàõîäèòñÿ â îäíîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé: 1) ðàáîòàåò õîðîøî; 2) òðåáóåò

ðåãóëèðîâêè. Ñòàòèñòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî èç òåõ àâòîìî-

áèëåé, êîòîðûå ñåãîäíÿ ðàáîòàþò õîðîøî, ÷åðåç ìåñÿö 70% òàêæå áóäóò

ðàáîòàòü õîðîøî, à 30% òðåáóþò ðåãóëèðîâêè, à èç òåõ àâòîìîáèëåé, êî-
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òîðûå ñåãîäíÿ òðåáóþò ðåãóëèðîâêè, ÷åðåç ìåñÿö 60% áóäóò ðàáîòàòü

õîðîøî, à 40% ïîòðåáóþò ðåãóëèðîâêè. Â ìîìåíò èçãîòîâëåíèÿ âñå àâòî-

ìîáèëè ðàáîòàëè õîðîøî. Êàêîâà äîëÿ ìàøèí, êîòîðûå áóäóò ðàáîòàòü

õîðîøî èëè ïîòðåáóþò ðåãóëèðîâêè ÷åðåç 2 ìåñÿöà, ÷åðåç 3 ìåñÿöà?

Ââåäåì âåêòîð xt = (x1t; x2t) ñîñòîÿíèé â ìîìåíò t , ãäå xit � äîëÿ àâ-

òîìîáèëåé, êîòîðûå â ìîìåíò t íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè i è ââåäåì ìàòðèöó

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, ãäå aij � äîëÿ àâòîìîáèëåé, êîòîðûå â íàñòîÿùèé ìî-

ìåíò íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè i, à ÷åðåç ìåñÿö áóäóò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

j. Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ïåðåõîäà, åñëè âñå

åå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíû è ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ðàâíà 1.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì çàäà÷è x0 = (1; 0) è A =

(
0, 7 0, 3

0, 6 0, 4

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî A � ìàòðèöà ïåðåõîäà.

×åðåç ìåñÿö äîëÿ ìàøèí, ðàáîòàþùèõ õîðîøî, áóäåò ðàâíà

1 ·0, 7+0 ·0, 3 = 0, 7, à äîëÿ ìàøèí, òðåáóþùèõ ðåãóëèðîâêè, áóäåò ðàâíà

1 · 0, 3 + 0 · 0, 7 = 0, 3.

Òàêèì îáðàçîì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x1 = (0, 7; 0, 3).

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî xt = x0 · At.

Òîãäà x2 = x0 · A2, x3 = x0 · A3.

Âû÷èñëèì ìàòðèöû A2 è A3:

A2 =

(
0, 7 0, 3

0, 6 0, 4

)
·

(
0, 7 0, 3

0, 6 0, 4

)
=

(
0, 67 0, 33

0, 66 0, 34

)
,

A3 =

(
0, 67 0, 33

0, 66 0, 34

)
·

(
0, 7 0, 3

0, 6 0, 4

)
=

(
0, 667 0, 333

0, 666 0, 334

)
.

Íàéäåì âåêòîðû x2 è x3

x2 = (1; 0) ·

(
0, 67 0, 33

0, 66 0, 34

)
= (0, 67; 0, 33),

x3 = (1; 0) ·

(
0, 667 0, 333

0, 666 0, 334

)
= (0, 667; 0, 333).
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Â ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñâîéñòâî êâàäðàò-

íûõ ìàòðèö, íàçûâàåìîå íåðàçëîæèìîñòüþ. Ïîÿñíèì åãî ñìûñë.

Ñîãëàñîâàííîé ïåðåñòàíîâêîé ðÿäîâ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàçûâà-

åòñÿ òàêàÿ èõ ïåðåñòàíîâêà, ïðè êîòîðîé îäíîâðåìåííî ñ ïåðåñòàíîâêîé

i-îé è j-îé ñòðîêè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè i-ûé è j-ûé ñòîëáöû.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöàA íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè ñîãëàñîâàííûìè

ïåðåñòàíîâêàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ åå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó(
A1 B

0 A2

)
,

ãäå A1 è A2 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû íå îáÿçàòåëüíî îäíîãî è òîãî æå

ïîðÿäêà; 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ

íåðàçëîæèìîé.

ÅñëèB = 0 è ïðè äàëüíåéøåì ðàçëîæåíèè ìàòðèöA1 èA2 è èõ ÷àñòåé,

ñòîÿùèõ íà äèàãîíàëè, áóäåò ïîëó÷åíà ìàòðèöà âèäà
A1 0 ... 0

0 A2 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... Ak

 ,

ãäå A1, A2, ..., Ak � êâàäðàòíûå íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû íå îáÿçàòåëüíî

îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà, òî ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðàçëîæèìîé.

Ïðèìåð 1.7. Ðàññìîòðèì n îòðàñëåé ïðîìûøëåííîñòè è aij (i =

1, 2, .., n; j = 1, 2, ... n) � äîëÿ ïðîäóêöèè i-îé îòðàñëè, ïðèìåíÿåìîé

j-îé îòðàñëüþ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà. Ïðè÷åì aij = 0, åñëè ïðîäóêöèÿ

i-îé îòðàñëè íå ïðèìåíÿåòñÿ j-îé îòðàñëüþ. Åñëè ìàòðèöà A = (aij) ïî-

ðÿäêà n × n ðàçëîæèìà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðóïïà îòðàñëåé,

íå ïîñòàâëÿþùèõ ñâîþ ïðîäóêöèè ðÿäó äðóãèõ îòðàñëåé, íî ìîæåò áûòü

ïîòðåáëÿþùèõ èõ ïðîäóêöèþ. Âïîëíå ðàçëîæèìîñòü ìàòðèöû A = (aij)

ïîðÿäêà n × n îçíà÷àåò, ÷òî â âûáðàííûõ íàìè îòðàñëÿõ ñóùåñòâóåò

íåñêîëüêî ñàìîñòîÿòåëüíûõ ãðóïï îòðàñëåé, ìåæäó êîòîðûìè íåò îáìå-

íà ïðîäóêöèåé.
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Çàäàíèå 1.1. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB è BA, åñëè

A =

(
−2 11

3 4

)
, B =

(
3 −7

2 9

)
.

Çàäàíèå 1.2. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB è BA, åñëè

A =

 3 8 −2

−4 5 −2

1 8 3

 , B =

 4 10 −3

−2 5 9

2 −8 3

.
Çàäàíèå 1.3. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB è BA, åñëè

A =

(
3 5 −1

−7 3 −4

)
, B =

 4 3

−5 7

2 9

.
�2. Ïåðåñòàíîâêè.

Äàíî ìíîæåñòâî ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {1, 2, . . . , n}. Ýòî
ìíîæåñòâî ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Âñÿêîå ðàñïîëî-

æåíèå (i1, i2, . . . , in) ÷èñåë 1, 2, . . . , n â íåêîòîðîì îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå

íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç n ÷èñåë .

Ïðåäëîæåíèå 2.1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ÷èñåë ðàâíî

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ýëåìåíò i1 ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, ýëå-

ìåíò äëÿ âûáîðà ýëåìåíòà i2 îñòàëàñü n − 1 âîçìîæíîñòü è òàê äàëåå,

ýëåìåíò in−1 ìîæíî âûáðàòü âñåãî 2 ñïîñîáàìè, íàêîíåö áåðåì ïîñëåä-

íèé ýëåìåíò in. Âñåãî ïîëó÷èëîñü n · (n − 1) · . . . · 2 · 1 = n! ðàçëè÷íûõ

ïåðåñòàíîâîê.

Åñëè â íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêå ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ÷èñëà, à îñòàëü-

íûå îñòàâèòü íà ìåñòå, òî ïîëó÷èì íîâóþ ïåðåñòàíîâêó. Òàêîå ïðåîáðà-

çîâàíèå ïåðåñòàíîâêè íàçûâàåòñÿ òðàíñïîçèöèåé. Ãîâîðÿò, ÷òî â äàííîé

ïåðåñòàíîâêå ÷èñëà i è j îáðàçóþò èíâåðñèþ, åñëè i > j, íî i ñòîèò â

ýòîé ïåðåñòàíîâêå ðàíüøå ÷åì j. Ïåðåñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè

îíà èìååò ÷åòíîå ÷èñëî èíâåðñèé, è íå÷åòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Òåîðåìà 2.2. Âñÿêàÿ òðàíñïîçèöèÿ ìåíÿåò ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíà ïåðåñòàíîâêà (i1, i2, . . . , in).

à) Ïîìåíÿåì ìåñòàìè äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà ik è ik+1. Â ýòîì ñëó÷àå

÷èñëî èíâåðñèé èçìåíèòñÿ íà 1, è, çíà÷èò, èçìåíèòñÿ è ÷åòíîñòü ïåðåñòà-

íîâêè.

á) ×òîáû ïîìåíÿòü ìåñòàìè ýëåìåíòû ik è ik+m íóæíî 2m − 1 ðàç

ïåðåñòàâèòü ñîñåäíèå ýëåìåíòû. Ïîýòîìó ÷èñëî èíâåðñèé èçìåíèòñÿ íà

íå÷åòíîå ÷èñëî, è, çíà÷èò, ïåðåñòàíîâêà ñìåíèò ÷åòíîñòü.

�3. Îïðåäåëèòåëè.

Ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ (äåòåðìèíàíòà) âîçíèêëî â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìî-

ñòüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Îïðå-

äåëèòåëü ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ |A|, detA èëè ∆.

Åñëè A = (a11) � ìàòðèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî îïðåäåëèòåëåì ïåðâîãî

ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a11: ∆1 = a11.

Îïðåäåëèòåëåì âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå âû÷èñëÿ-

åòñÿ ïî ôîðìóëå

∆2 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21. (3.1)

Îïðåäåëèòåëåì òðåòüåãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =
a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−
−a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33

(3.2)

Ýòî âûðàæåíèå � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà 6 ñëàãàåìûõ. Â êàæäîå ñëà-

ãàåìîå âõîäèò ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëá-

öà ìàòðèöû. Çíàêè, ñ êîòîðûìè ÷ëåíû îïðåäåëèòåëÿ âõîäÿò â ôîðìóëó

(3.2), ëåãêî çàïîìíèòü, ïîëüçóÿñü ñõåìîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì

çâåçäî÷êè. Ïåðâàÿ çâåçäî÷êà � ýòî ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â îïðåäåëèòåëü

ñî çíàêîì ïëþñ, à âòîðàÿ � ñî çíàêîì ìèíóñ.
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Ïðèìåð 3.1. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 3

−5 3 −2

−6 1 3

∣∣∣∣∣∣∣.

Ðåøåíèå .

∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 3

−5 3 −2

−6 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 4 · 3 · 3 + (−5) · 3 · 1 + (−2) · (−1) · (−6)−

−3 ·3 · (−6)−3 · (−5) · (−1)−4 · (−2) ·1 = 36−15−12 + 54−15 + 8 = 56.

Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 .

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû,

âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðè-

öû ai1j1ai2j2 . . . ainjn (∗). Îáîçíà÷èì ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå

(i1, i2, . . . , in) ÷åðåç s, à ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (j1, j2, . . . , jn) ÷å-

ðåç t. Åñëè â ïåðåñòàíîâêå (∗) ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ñîìíîæèòåëÿ è ïîä-
ñ÷èòàòü ÷èñëî èíâåðñèé â íîâûõ ïåðåñòàíîâêàõ, òî ñóììà s1 + t1 áóäåò

èìåòü òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è ñóììà s + t (òåîðåìà 2.2). Ïîýòîìó ÷èñ-

ëî (−1)s+t íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ïðîèçâåäåíèå (∗) çàïèñûâàòü â âèäå a1j1a2j2 . . . anjn.
×èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà (∗) ðàâíî n! (ïðåäëîæåíèå 2.1).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Îïðåäåëèòåëåì ïîðÿäêà n êâàäðàòíîé ìàòðèöû A

ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå n! âñåõ âîç-

ìîæíûõ ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, âçÿòûõ ïî îä-

íîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà, óìíîæåííûõ íà (−1)s+t, ãäå
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s � ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå ïåðâûõ, à t � ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðå-

ñòàíîâêå âòîðûõ èíäåêñîâ ïåðåìíîæàåìûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.

detA = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑

(−1)s+tai1j1ai2j2 . . . ainjn. (3.3)

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè åå îïðåäåëè-

òåëü detA 6= 0.

Câîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.

1. Îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ðàâåí îïðåäåëèòåëþ ñà-

ìîé ìàòðèöû, òî åñòü |A| = |AT |. Èíûìè ñëîâàìè, îïðåäåëèòåëü ïðè

òðàíñïîíèðîâàíèè íå ìåíÿåòñÿ.

Èç ñâîéñòâà 1 ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû ðàâíîïðàâíû.

Âñå ñâîéñòâà è òåîðåìû ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü êàê äëÿ ñòðîê, òàê è äëÿ

ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëÿ.

2. Åñëè âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ðàâíû 0, òî îïðå-

äåëèòåëü ðàâåí 0.

Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, òàê êàê â êàæäîì ñëàãàåìîì

åñòü íóëåâîé ñîìíîæèòåëü, è, çíà÷èò, ñóììà ðàâíà 0.

3. Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòðîê îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê.

Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî ôîðìóëå (3.3) ïðè ïåðåñòàíîâêå

äâóõ ñòðîê êàæäîå ñëàãàåìîå èçìåíèò çíàê (ïî òåîðåìå 2.2 ïåðåñòàíîâêà

âòîðûõ èíäåêñîâ ñìåíèò ÷åòíîñòü), à, çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü ñìåíèò çíàê.

4. Îïðåäåëèòåëü, èìåþùèé äâå îäèíàêîâûõ ñòðîêè, ðàâåí 0.

Ïóñòü îïðåäåëèòåëü ðàâåí d. Ïîìåíÿåì ìåñòàìè â ýòîì îïðåäåëèòåëå

äâå îäèíàêîâûõ ñòðîêè. Ïî ñâîéñòâó 3 îïðåäåëèòåëü ñìåíèò çíàê è ñòàíåò

ðàâíûì−d. Íî òàê êàê ñòðîêè îäèíàêîâû, òî îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ,
òî åñòü ïîëó÷èì d = −d. Îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî d = 0.

5. Åñëè âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ óìíîæèòü íà

îäíî è òî æå ÷èñëî, òî îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.
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∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .

λai1 λai2 . . . λain

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑

(−1)tλa1j1a2j2 . . . anjn =

= λ ·
∑

(−1)ta1j1a2j2 . . . anjn = λ ·∆.
Ñâîéñòâî 5 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: îáùèé ìíî-

æèòåëü âñåõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî âûíîñèòü

çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ.

6. Åñëè äâå ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ïðîïîðöèîíàëüíû, òî îïðåäåëèòåëü

ðàâåí 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèòå ñâîéñòâà 5 è 4.

7. Åñëè âñå ýëåìåíòû i-òîé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ïðåäñòàâèìû â âèäå

ñóììû aij = bj + cj, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå îïðåäåëèòåëåé D =

D1 +D2, ïðè÷åì â i-òîé ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ D1 ñòîÿò ýëåìåíòû bi, â i-

òîé ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ D2 ñòîÿò ýëåìåíòû ci, âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû

ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè îïðåäåëèòåëÿ D.

Íàïðèìåð,∣∣∣∣∣∣∣
b1 + c1 b2 + c2 b3 + c3

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ .
8. Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè ïðèáà-

âèòü ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííûå íà íåêîòîðîå ÷èñëî.

Íàïðèìåð,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + k · ai1 a12 + k · ai2 . . . a1n + k · ain

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+
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+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k · ai1 k · ai2 . . . k · ain
a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A|.

9. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàâåí ïðîèç-

âåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö, òî åñòü |AB| = |A| · |B|.
10. Îïðåäåëèòåëü äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû (à òàêæå âåðõíåé è íèæíåé

òðåóãîëüíûõ ìàòðèö) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ãëàâ-

íîé äèàãîíàëè, òî åñòü D = a11 · a22 · . . . · ann.
Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A = (aij) ðàçìåðà m × n. Âûáåðåì â ìàòðèöå k

ñòðîê è k ñòîëáöîâ (1 6 k 6 m; 1 6 k 6 n). Èç ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ

íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, ïîñòðîèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó

ïîðÿäêà k. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ïîðÿäêà k

ìàòðèöû A. Ìèíîð ïîðÿäêà k ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A âû÷åðêèâàíèåì

m− k ñòðîê è n− k ñòîëáöîâ.
Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ïîðÿäêà n.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìèíîðîì Mij ìàòðèöû A ïîðÿäêà n, ñîîòâåòñòâó-

þùèì ýëåìåíòó aij íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîðÿäêà n − 1,

ïîëó÷àþùåéñÿ èç A âû÷åðêèâàíèåì i-òîé ñòðîêè è j-òîãî ñòîëáöà.

Êàæäàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n èìååò n2 ìèíîðîâ ïîðÿäêà

n− 1.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì Aij ýëåìåíòà aij íàçû-

âàåòñÿ ÷èñëî Aij = (−1)i+jMij.

Âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé èìååò ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.1. (Ëàïëàñà). Îïðåäåëèòåëü D êâàäðàòíîé ìàòðèöû A

ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè íà èõ àëãåáðà-

è÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

D = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin =
n∑
j=1

aijAij. (3.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =


a11 0 . . . 0

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 ,

ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè êðîìå a11 ðàâíû 0. (a11 6= 0,

a1j = 0, j = 2;n). Òîãäà îïðåäåëèòåëü

|A| =
∑

(−1)ta11a2j2 . . . anjn = a11
∑

(−1)ta2j2 . . . anjn = a11M11 = a11A11

(ïîä çíàêîì ñóììû ñòîèò ñóììà âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäå-

íèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî

ñòîëáöà ñ íîìåðàìè îò 2 äî n, óìíîæåííîå íà (−1)t, t � ÷èñëî èíâåðñèé

â ïåðåñòàíîâêå âòîðûõ èíäåêñîâ è M11 = (−1)1+1M11 = A11).

2) Ïóñòü òåïåðü â ìàòðèöå A â i-îé ñòðîêå òîëüêî îäèí ýëåìåíò aij
îòëè÷åí îò íóëÿ 

a11 a12 . . . a1j . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . aij . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . 0 . . . ann


(aij 6= 0, aik = 0, k 6= j). Ïîìåíÿåì j-ûé ñòîëáåö ïîñëåäîâàòåëüíî ñî

ñòîëáöàìè íîìåð j − 1, j − 2, . . . , 1, à çàòåì i-óþ ñòðîêó ñî ñòðîêàìè ñ

íîìåðàìè i − 1, i − 2, . . . , 1. Âñåãî ñäåëàåì j + i − 2 ïåðåñòàíîâîê ñòðîê

è ñòîëáöîâ. Ïîëó÷èì ìàòðèöó

A′ =


aij 0 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a(i−1)1 a(i−1)2 . . . a(i−1)(j−1) . . . a(i−1)n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . an(j−1) . . . ann

 .

Âû÷èñëèì åå îïðåäåëèòåëü

|A| = (−1)i+j−2|A′| = (−1)i+jaijMij = aijAij.
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3) Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A â âèäå ñóììû

n îïðåäåëèòåëåé |Aj| (|A| =
n∑
j=1

|Aj|), ó êîòîðûõ âñå ñòðîêè êðîìå i-îé

îäèíàêîâû, à â i-îé ñòðîêå êàæäîãî îïðåäåëèòåëÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò

aij 6= 0. Òîãäà

|A| =
n∑
j=1

|Aj| =
n∑
j=1

aij(−1)i+jMij =
n∑
j=1

aijAij.

Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Òåîðåìà 3.2. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè îïðå-

äåëèòåëÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè ðàâíà

íóëþ.
n∑
j=1

aijAsj = ai1As1 + ai2As2 + . . .+ ainAsn = 0. (3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà n. Ðàñ-

ñìîòðèì ìàòðèöó B, ó êîòîðîé âñå ñòðîêè êðîìå s-òîé ñîâïàäàþò ñî

ñòðîêàìè ìàòðèöû A, à â ñòðîêå s ñòîÿò ÷èñëà c1, c2, . . . , cn. Ïîäñ÷èòàåì

|B|, ðàçëîæèâ ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî s-òîé ñòðîêå.

|B| = c1As1 + c2As2 + . . .+ cnAsn.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëèòåëè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòàìè îäíîé

ñòðîêè (íàïðèìåð, s-îé), òî àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîé

ñòðîêè â îáîèõ îïðåäåëèòåëÿõ ðàâíû A
(1)
sj = A

(2)
sj (∀j = 1, n), òàê êàê

ïðè ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî s-îé ñòðîêå ñòðîêà ñ ýòèì íîìåðîì

âû÷åðêèâàåòñÿ.

Åñëè ïîëîæèòü cj = aij, òî â ìàòðèöå B áóäåò äâå îäèíàêîâûõ ñòðîêè,

è, çíà÷èò, |B| = 0.

Ïðèìåð 3.2. Âû÷èñëèòå äâóìÿ ñïîñîáàìè îïðåäåëèòåëü

D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 −1 7

−3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣.
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Ðåøåíèå . 1) Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü, ðàçëîæèâ åãî ïî ïåðâîé ñòðîêå

D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 −1 7

−3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣ −1 7

1 −5

∣∣∣∣∣+ (−1)1+2 · 2 ·

∣∣∣∣∣ 2 7

−3 −5

∣∣∣∣∣+
(−1)1+3 · 3 ·

∣∣∣∣∣ 2 −1

−3 1

∣∣∣∣∣ = 1 · (−2)− 2 · 11 + 3 · (−1) = −27.

2) Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èâ íóëè â ïåðâîì ñòîëáöå.

D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 −1 7

−3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −5 1

0 7 4

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·

∣∣∣∣∣ −5 1

7 4

∣∣∣∣∣ = −20− 7 = −27.

Ïðèìåð 3.3. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3 −1

3 −5 7 4

2 −3 4 0

−2 1 −4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èâ íóëè â ïåðâîì ñòîëáöå

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3 −1

3 −5 7 4

2 −3 4 0

−2 1 −4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3 −1

0 1 −2 7

0 1 −2 2

0 −3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 7

1 −2 2

−3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 5

1 −2 2

−3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣ = 5 · (−1)1+3

∣∣∣∣∣ 1 −2

−3 2

∣∣∣∣∣ =

5 · (2− 6) = −20.

Çàäàíèå 3.1. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 4

3 5 1

−4 7 9

∣∣∣∣∣∣∣.

Çàäàíèå 3.2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −3

5 2 4

−3 4 5

∣∣∣∣∣∣∣.
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Çàäàíèå 3.3. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 −2 1

2 5 7 4

3 7 4 5

−2 9 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çàäàíèå 3.4. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 4 2

2 −5 11 7

3 5 −4 10

−2 −7 5 13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

�4. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Â øêîëüíîì êóðñå àëãåáðû ÷èñëî b íàçûâàëè îáðàòíûì ÷èñëó a, åñëè

ab = 1. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a 6= 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáðàòíîå ÷èñëî

b = 1
a = a−1. Àíàëîãè÷íî â ëèíåéíîé àëãåáðå îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöà,

îáðàòíàÿ ìàòðèöå A.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ìàòðèöà A′ íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû A,

åñëè ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìàòðèö êîììóòàòèâíî è ðàâíî åäèíè÷íîé ìàò-

ðèöå.

A · A′ = A′ · A = E. (4.1)

Îáîçíà÷àåòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü

òîëüêî äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 4.1. (Î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîé ìàò-

ðèöû) Ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A èìååò åäèí-

ñòâåííóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ìàòðèöà A = (aij) � íåâûðîæäåííàÿ. Çíà÷èò,

|A| 6= 0. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ. Ðàññìîò-

ðèì ìàòðèöó A∗ = (Aij), ñîñòàâëåííóþ èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, òðàíñïîíèðóåì åå è ðàçäåëèì íà îïðåäåëèòåëü

|A|. (Ìàòðèöó A∗ íàçûâàþò ïðèñîåäèíåííîé).
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì ñïîñîáîì ìàòðèöà, ÿâëÿåòñÿ îáðàò-

íîé äëÿ ìàòðèöû A.

A−1 =
1

|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .

A1n A2n . . . Ann

 (4.2)

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöå A. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

A · A−1 =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 · 1

|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .

A1n A2n . . . Ann

 =

=
1

|A|



n∑
k=1

a1kA1k

n∑
k=1

a1kA2k . . .
n∑
k=1

a1kAnk

n∑
k=1

a2kA1k

n∑
k=1

a2kA2k . . .
n∑
k=1

a2kAnk

. . . . . . . . . . . .
n∑
k=1

ankA1k

n∑
k=1

ankA2k . . .
n∑
k=1

ankAnk


.

Ïî òåîðåìå 3.1 âñå ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ñòîÿùèå íà ãëàâ-

íîé äèàãîíàëè, ðàâíû îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû A, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû

ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàâíû íóëþ ïî òåîðåìå 3.2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèç-

âåäåíèå

A · A−1 = 1
|A|


|A| 0 . . . 0

0 |A| . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . |A|

 =


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1

 = E.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå A−1 · A = E.

2) Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîé ìàòðèöû. Ïóñòü ìàòðèöà

A′′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû A. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

A−1 · A · A′′. Èìååì

A−1 · A · A′′ = (A−1 · A) · A′′ = E · A′′ = A′′,

20



A−1 · A · A′′ = A−1 · (A · A′′) = A−1 · E = A−1.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî A′′ = A−1.

Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè êâàäðàòíîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî

äîñòàòî÷íûì, íî è íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 4.2. Åñëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó,

òî îíà íåâûðîæåííàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà

A−1. Òîãäà A · A−1 = E. Çíà÷èò, |A · A−1| = |E| = 1. Ïî ñâîéñòâó 9

îïðåäåëèòåëåé èìååì |A·A−1| = |A|·|A−1|. Ñëåäîâàòåëüíî, |A|·|A−1| = 1.

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî |A| 6= 0.

Ïðèìåð 4.1. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå A =

(
6 −7

−4 5

)
.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü.

|A| =

∣∣∣∣∣ 6 −7

−4 5

∣∣∣∣∣ = 30− 28 = 2 6= 0,

çíà÷èò ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ è äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàò-

ðèöà. Âû÷èñëèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A:

A11 = 5, A12 = −(−4) = 4, A21 = −(−7) = 7, A22 = 6.

Ñîñòàâèì ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó

A∗ =

(
5 4

7 8

)
.

Òðàíñïîíèðîâàâ åå è ðàçäåëèâ íà îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì ìàòðèöó, îá-

ðàòíóþ ìàòðèöå A

A−1 =
1

2

(
5 7

4 6

)
=

(
2, 5 3, 5

2 3

)
.

Âûïîëíèì ïðîâåðêó. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå

A·A−1 =

(
6 −7

−4 5

)
·

(
2, 5 3, 5

2 3

)
=

(
6 · 2, 5− 7 · 2 6 · 3, 5− 7 · 3
−4 · 2, 5 + 5 · 2 −4 · 3, 5 + 5 · 3

)
=
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=

(
1 0

0 1

)
= E.

Ïðèìåð 4.2. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå

A =

 1 3 −2

2 4 1

3 −1 4

 .

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü.

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2

2 4 1

3 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2

0 −2 5

0 −10 10

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −2 5

−10 10

∣∣∣∣∣ = 30 6= 0,

çíà÷èò, ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ è äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàò-

ðèöà. Âû÷èñëèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A:

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣∣ 4 1

−1 4

∣∣∣∣∣ = 17, A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣ 2 1

3 4

∣∣∣∣∣ = −5,

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣∣ 2 4

3 −1

∣∣∣∣∣ = −14, A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣∣ 3 −2

−1 4

∣∣∣∣∣ = −10,

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣∣ 1 −2

3 4

∣∣∣∣∣ = 10, A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣ 1 3

3 −1

∣∣∣∣∣ = 10,

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣∣ 3 −2

4 1

∣∣∣∣∣ = 11, A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣∣ 1 −2

2 1

∣∣∣∣∣ = −5,

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣∣ 1 3

2 4

∣∣∣∣∣ = −2.

Ñîñòàâèì ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó

A∗ =

 17 −5 −14

−10 10 10

11 −5 −2

 .

Òðàíñïîíèðîâàâ åå è ðàçäåëèâ íà îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì ìàòðèöó, îá-

ðàòíóþ ìàòðèöå A

A−1 =
1

30

 17 −10 11

−5 10 −5

−14 10 −2

 .
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Ïðîâåðêó âûïîëíèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû.

1. |A−1| = 1
|A| ; 2. (A−1)T = (AT )−1;

3. (A−1)−1 = A; 4. (AB)−1 = B−1A−1.

Çàäàíèå 4.1. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå A =

(
4 3

7 5

)
.

Çàäàíèå 4.2. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå

 1 −2 4

3 −7 15

4 1 −2

 .

Çàäàíèå 4.3. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå

 2 −1 3

−5 4 −4

3 1 7

 .

Çàäàíèå 4.4. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå

 1 −4 2

2 7 13

3 −10 7

 .

�5. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó: íàéòè òàêèå ìàòðèöû X è Y , ÷òîáû áûëè ñïðàâåä-

ëèâû óðàâíåíèÿ A ·X = B è Y · A = B (â îáùåì ñëó÷àå X 6= Y ).

Òàê êàê A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A−1.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ AX = B íà ìàòðèöó A−1 ñëåâà. Ïîëó÷èì

A−1AX = A−1B èëè X = A−1B.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî Y = BA−1.

Çàäàíèå 5.1. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ AX = B è XA = B, ãäå A =

(
1 2

2 7

)
,

B =

(
5 −3

4 1

)
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Çàäàíèå 5.2. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ AX = B è XA = B, ãäå

A =

 1 −4 2

2 7 13

3 −10 7

, B =

 2 −1 3

5 3 −1

−4 3 −2

 .

Çàäàíèå 5.3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

 1 −2 4

3 −7 15

4 1 −2

 ·X =

 −2 5

4 1

3 −2

.

Çàäàíèå 5.4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

 1 −3 2

3 −7 5

4 7 −2

 ·X =

 −1

13

0

.
Çàäàíèå 5.5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

X ·

 2 −1 3

−5 4 −4

3 1 7

 =

(
3 −5 1

−2 4 5

)
.

�6. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Â øêîëå âû èçó÷àëè ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèç-

âåñòíûìè {
a1x+ b1y = c1

a2x+ b2y = c2
.

Íàïîìíþ îäèí èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà b2, à âòîðîå � íà −b1, à çàòåì ñëîæèì

ýòè óðàâíåíèÿ{
a1b2x+ b1b2y = b2c1

−a2b1x− b1b2y = −b1c2
.

Ïîëó÷èì (a1b2 − a2b1)x = b2c1 − b1c2.

Çàìåòèì, ÷òî a1b2−a2b1 =

∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣, c1b2−c2b1 =

∣∣∣∣∣ c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣∣. Îáîçíà÷èì
ýòè îïðåäåëèòåëè ÷åðåç ∆ è ∆x ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàâåíñòâî äëÿ îïðåäåëåíèÿ x ïðèíèìàåò âèä

∆ · x = ∆x.
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Åñëè ∆ 6= 0, òî

x =
∆x

∆
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

y =
∆y

∆
,

ãäå ∆y =

∣∣∣∣∣ a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣ .
Òàê êàê óðàâíåíèå ax+ by = c çàäàåò íà ïëîñêîñòè ïðÿìóþ, òî ñèñòå-

ìà äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

åñëè ïðÿìûå, çàäàþùèå óðàâíåíèÿ, ïåðåñåêàþòñÿ; íå èìååò ðåøåíèé, åñ-

ëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû; èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, åñëè ïðÿìûå

ñîâïàäàþò.

Àíàëèòè÷åñêè ýòè óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè a1a2 6=
b1
b2
,

ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, åñëè a1a2 = b1
b1
6= c1
c2 ,

ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, åñëè a1a2 = b1
b1

= c1
c2 .

Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû ìû áóäåì èçó÷àòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ.
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

(6.1)

×èñëà aij � êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû, îíè îáðàçóþò ìàòðèöó A = (aij),

íàçûâàåìóþ ìàòðèöåé ñèñòåìû.

Äîïîëíÿÿ ìàòðèöó A ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷èì ðàñøèðåí-

íóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

Ã =


a11 a12 . . . a1n | b1

a21 a22 . . . a2n | b2

. . . . . . . . . . . . | . . .
am1 am2 . . . amn | bm

 (6.2)
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Ñâîáîäíûå ÷ëåíû îòäåëåíû îò îñíîâíîé ìàòðèöû ÷åðòîé.

Îáîçíà÷èì X = (x1, x2, . . . , xn)
T � ìàòðèöó-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ,

B = (b1, b2, . . . , bm)T � ìàòðèöó-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Èñïîëüçóÿ

îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ñèñòåìó (6.1) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷-

íîì âèäå

AX = B (6.3)

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (6.1) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë

(x◦1, x
◦
2, . . . , x

◦
n), ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîãî â ñèñòåìó óðàâíåíèé âìå-

ñòî íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn êàæäîå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â âåð-

íîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî. Ñèñòåìà (6.1) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà (6.1) íàçûâàåòñÿ îïðå-

äåëåííîé, åñëè îíà èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå è íåîïðåäåëåííîé, åñëè

îíà èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè âñå ñâîáîä-

íûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ (b1 = b2 = . . . = bm = 0), è íåîäíîðîäíîé, åñëè

õîòÿ îäèí èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò âîïðîñû:

1) èìååò ëè ñèñòåìà õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå (ñîâìåñòíà ëè ñèñòåìà);

2) åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òî ñêîëüêî ðåøåíèé îíà èìååò (ñèñòåìà îïðå-

äåëåííàÿ èëè íåò);

3) êàê íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû ìû ðàññìîòðèì òðè ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé: ìàòðè÷íûé ìåòîä, ìåòîä Êðàìåðà è ìåòîä Ãàóññà.

Ïðèìåð 6.1. Ðåøèòå ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì ñèñòåìó óðàâíåíèé
x − 2y + 4z = −4

3x − 7y + 15z = −16

4x + y − 2z = 9

.

Ðåøåíèå . Îáîçíà÷èì

A =

 1 −2 4

3 −7 15

4 1 −2

 , X =

 x1

x2

x3

 , B =

 28

13

−7

 .

Ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå AX = B è ðåøèòü åå ÷åðåç
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îáðàòíóþ ìàòðèöû. Òàê êàê ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ |A| = −9 6= 0,

òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 = 1
−9

 −1 0 −2

66 −18 −3

31 −9 −1

 ,

è X = A−1B = −1
9

 −1 0 −2

66 −18 −3

31 −9 −1

 ·
 28

13

−7

 =

 2

1

−1

 .

òî åñòü x1 = 2, x2 = 1, x3 = −1.

Ïðèìåð 6.2. (ìîäåëü íàöèîíàëüíîãî äîõîäà). Èç ýêîíîìè÷åñêîé òåî-

ðèè èçâåñòíî, ÷òî íàöèîíàëüíûé äîõîä Y ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîòðåáëåíèÿ

íàñåëåíèÿ C, èíâåñòèöèé I è çàòðàò ïðàâèòåëüñòâà G: Y = C + I +G.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîòðåáëåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ

ôóíêöèþ íàöèîíàëüíîãî äîõîäà C = a + bY, ãäå a � àâòîíîìíûå ðàñ-

õîäû íà ïîòðåáëåíèå, b � ïðåäåëüíàÿ ñêëîííîñòü ê ïîòðåáëåíèþ, ïðè÷åì

0 < b < 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû a è b, à òàêæå âåëè÷èíû I è G

èçâåñòíû, è çàïèøåì ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèç-

âåñòíûìè Y è C: {
Y − C = I +G

−bY + C = a.

Ðåøèì ýòó ñèñòåìó, èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó. Ïðåäñòàâèì äàííóþ

ñèñòåìó â âèäå AX = B, ãäå

A =

(
1 −1

−b 1

)
, X =

(
Y

C

)
, B =

(
I +G

a

)
.

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü: |A| =

∣∣∣∣∣ 1 −1

−b 1

∣∣∣∣∣ = 1−b > 0, (òàê êàê b < 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ. Íàéäåì åå

A−1 =
1

|A|

(
A11 A21

A12 A22

)
=

1

1− b

(
1 1

b 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì

X = A−1B =
1

1− b

(
1 1

b 1

)(
I +G

a

)
=

1

1− b

(
I +G+ a

bI + bG+ a

)
.
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Èòàê, íàéäåíû íàöèîíàëüíûé äîõîä Y = I +G+ a
1− b è ïîòðåáëåíèå

íàñåëåíèÿ C = bI + bG+ a
1− b .

Çàäàíèå 6.1. Ðåøèòå ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x − 3y + 5z = 28

3x − y + 2z = 13

x + 2y − z = −7

.

Çàäàíèå 6.2. Ðåøèòå ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x − y − z = 4

3x + 4y − 2z = 11

3x − 2y + 4z = 11

.

�7. Ïðàâèëî Êðàìåðà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè.
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

(7.1)

Çàïèøåì ñîîòâåñòâóþùåå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = B, ãäå A = (aij) �

ìàòðèöà ñèñòåìû, X = (x1, x2, . . . , xn)
T � ìàòðèöà-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ,

B = (b1, b2, . . . , bn)
T � ìàòðèöà-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Åñëè ìàòðèöà A � íåâûðîæäåííàÿ (∆ = |A| 6= 0), òî äëÿ íåå ñóùå-

ñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 = 1
∆ (Aij)

T .

Ðåøèì ñèñòåìó (7.1) ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì.

X = A−1B =
1

∆


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .

A1n A2n . . . Ann

 ·


b1

b2

. . .

bn

 =


x1

x2

. . .

xn

 .
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Îòñþäà íàõîäèì

x1 =
1

∆
(b1A11 + b2A21 + . . .+ bnAn1) =

1

∆

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 . . . a1n

b2 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∆1

∆
.

Îïðåäåëèòåëü ∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 . . . a1n

b2 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëèòåëÿ ∆

çàìåíîé ïåðâîãî ñòîëáöà ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Åãî íàçûâàþò äî-

ïîëíèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì íåèçâåñòíîé x1.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî x2 = ∆2
∆ , . . . , xn = ∆n

∆ , ãäå îïðåäåëèòåëü

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . b1 . . . a1n

a21 a22 . . . b2 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . b1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëèòåëÿ ∆ çàìåíîé k-ãî ñòîëáöà ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ

÷ëåíîâ.

Ôîðìóëû

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
(7.2)

íàçûâàþò ôîðìóëàìè Êðàìåðà.

Ñôîðìóëèðóåì äîêàçàííóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 7.1. (Êðàìåðà) Åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ

n íåèçâåñòíûìè îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà

xk =
∆k

∆
, (k = 1, n)

ãäå ∆ � îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, ∆k � äîïîëíèòåëüíûé îïðåäåëèòåëü

íåèçâåñòíîé xk.

Èç ôîðìóë (7.2) âûòåêàåò ñëåäñòâèå.
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Ñëåäñòâèå 7.2. Åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ∆ ðàâåí íóëþ, à õîòÿ áû

îäèí èç äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëèòåëåé íåèçâåñòíûõ îòëè÷åí îò íóëÿ,

òî ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.

Çàäàíèå 7.1. Ðåøèòå ìåòîäîì Êðàìåðà ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x − y − z = 4

3x + 4y − 2z = 11

3x − 2y + 4z = 11

.

Çàäàíèå 7.2. Ðåøèòå ìåòîäîì Êðàìåðà ñèñòåìó óðàâíåíèé
x − 4y + 3z = 15

3x − 4y + 5z = 25

4x + 3y + z = 8

.

Çàäàíèå 7.3. Ðåøèòå ìåòîäîì Êðàìåðà ñèñòåìó óðàâíåíèé
3x1 + 3x2 + 4x3 − 5x4 = 9

5x1 − 7x2 + 8x3 + 2x4 = 18

x1 + 2x2 − 11x3 + 2x4 = −14

7x1 + 8x2 + 3x3 + 4x4 = −2

.

�8. Ìåòîä Ãàóññà.

Íàèáîëåå óäîáíûì äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèé ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîñëåäî-

âàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ èëè ìåòîä Ãàóññà.

Äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (6.1). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû, íàçûâàåìûå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

1) Óìíîæåíèå (äåëåíèå) îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà íåêîòîðîå îòëè÷-

íîå îò íóëÿ ÷èñëî;

2) Ïðèáàâëåíèå ê îáåèì ÷àñòÿì j-îãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷à-

ñòåé i-òîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæåííûõ íà íåêîòîðîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî;

3) Ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè äâóõ óðàâíåíèé.

Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìà áóäåò ðàâ-

íîñèëüíà ñèñòåìå (6.1), òî åñòü îíè ëèáî îáå íåñîâìåñòíû, ëèáî îáå ñî-

ñìåñòíû è èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ. Ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïî-
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ñëå âûïîëíåíèé íåñêîëüêèõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå,

âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ðàâíû 0. Îòáðàñûâàÿ ýòî óðàâíåíèå, òàêæå

ïîëó÷èì ñèñòåìó, ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé.

Ðàññìîòðèì ìåòîä Ãàóññà. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñ

ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé ê

òðåóãîëüíîìó (ñòóïåí÷àòîìó) âèäó. Óðàâíåíèå, êîòîðîå áóäåì ïðèáàâ-

ëÿòü ê äðóãèì óðàâíåíèÿì íàçîâåì ðàçðåøàþùèì óðàâíåíèåì, à êîýô-

ôèöèåíò ïðè ïåðåìåííîé, êîòîðóþ áóäåì èñêëþ÷àòü èç âñåõ óðàâíåíèé,

êðîìå ðàçðåøàþùåãî íàçîâåì ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì.

Äàíà ñèñòåìà (6.1). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a11 6= 0. Âîçüìåì a11

çà ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò. Èñêëþ÷èì íåèçâåñòíîå x1 èç âñåõ óðàâíåíèé

êðîìå ïåðâîãî. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæàòü ïîñëåäîâà-

òåëüíî íà −a21a11 , −
a31
a11 , . . . ,−

am1
a11 è ïðèáàâëÿòü ê îñòàëüíûì óðàíåíèÿì

ñèñòåìû. Ïîëó÷èì ñèñòåìó
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a′22x2 + . . .+ a′2nxn = b′2

. . . . . . . . . . . . . . . ,

a′m2x2 + . . .+ a′mnxn = b′m

ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a′22 6= 0, òîãäà íåèçâåñòíîå

x2 ìîæíî èñêëþ÷èòü èç âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû êðîìå âòîðîãî, è òàê

äàëåå, ïîêà íå ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåóãîëüíîãî èëè ñòóïåí÷àòîãî âèäà, èç

êîòîðîé ëåãêî íàõîäèòü íåèçâåñòíûå.
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a′22x2 + . . .+ a′2nxn = b′2

. . . . . . . . . . . . . . . ,

a′′mkxk + ...+ a′′mnxn = b′′m

Ðåøàòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà óäîáíî, ïðåîáðàçîâûâàÿ ðàñøèðåííóþ

ìàòðèöó ñèñòåìû.

Ïðèìåð 8.1. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
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
x1 + x2 + x3 + x4 = 1

x1 + x2 − 2x3− x4 = 0

x1 + x2 + 4x3+ 3x4 = 2

x1 + x2 + 7x3+ 5x4 = 3

.

Ðåøåíèå . Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû
1 1 1 1 | 1

1 1 −2 −2 | 0

2 2 4 3 | 2

1 1 7 5 | 3

 ∼


1 1 1 1 | 1

0 0 −3 −2 | −1

0 0 3 2 | 1

0 0 6 4 | 2

 ∼


1 1 1 1 | 1

0 0 3 2 | 1

0 0 0 0 | 0

0 0 0 0 | 0

 ∼
(

1 1 −0, 5 0 | 0, 5

0 0 1, 5 1 | 0, 5

)

Èòàê,

{
x1 = −x2 + 0, 5x3 + 0, 5

x4 = −1, 5x3 + 0, 5
.

Íåèçâåñòíûå x2 è x3 íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè. Ïðèäàâàÿ èì ðàçëè÷íûå

çíà÷åíèÿ, áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Íàïðè-

ìåð, åñëè ïîëîæèòü x2 = −1, x3 = 1, òî ïîëó÷èì x1 = 2, x4 = −1, è

(2;−1; 1;−1) � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû.

�9. Àðèôìåòè÷åñêèå âåêòîðû è äåéñòâèÿ íàä íèìè.

Â øêîëå íà óðîêàõ ãåîìåòðèè è ôèçèêè âåêòîð îïðåäåëÿëè êàê íàïðàâ-

ëåííûé îòðåçîê, ââîäèëè ãðàôè÷åñêè ñóììó è ðàçíîñòü âåêòîðîâ, ïðîèç-

âåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî. Åñëè ââåñòè â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò, òî êàæäîìó âåêòîðó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü óïîðÿäî÷åííàÿ

òðîéêà ÷èñåë a = (a1, a2, a3). Îáîáùàÿ èçâåñòíûå èç øêîëû ôàêòû, ìîæ-

íî ââåñòè ñëåäóþùåå ïîíÿòèå

Îïðåäåëåíèå 9.1. Àðèôìåòè÷åñêèì n-ìåðíûì âåêòîðîì íàçû-

âàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

a1, a2, . . . , an. Îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîð

a = (a1, a2, . . . , an). (9.1)
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×èñëà a1, a2, . . . , an íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè âåêòîðà.

Âåêòîðû a = (a1, a2, . . . , an) è b = (b1, b2, . . . , bn) íàçûâàþò ðàâíû-

ìè, åñëè åñëè èõ ñîîòâåñòâóþùèå êîîðäèíàòû ðàâíû, òî åñòü a1 = b1,

a2 = b2, . . ., an = bn.

Ñóììîé âåêòîðîâ a = (a1, a2, . . . , an) è b = (b1, b2, . . . , bn) íàçûâàåòñÿ

âåêòîð

a+ b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn) (9.2).

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a = (a1, a2, . . . , an) íà ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ âåê-

òîð

ka = (ka1, ka2, . . . , kan) (9.3).

Âåêòîð 0 = (0, 0, . . . , 0), âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû 0, íàçûâàåòñÿ

íóëåâûì.

Âåêòîð −a = (−a1,−a2, . . . ,−an) íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì âåê-

òîðó a = (a1, a2, . . . , an).

Ââåäåííûå âûøå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà

íà ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1. a+ b = b+ a; 2. (a+ b) + c = a+ (b+ c);

3. a+ 0 = a; 4. a+ (−a) = 0;

5. k(a+ b) = ka+ kb; 6. (k + l)a = ka+ la;

7. (kl)a = k(la); 8. 1 · a = a.

Äâà âåêòîðà a è b íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè b = ka.

Ïðèìåð êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ äàåò òàáëèöà îáìåííûõ êóðñîâ âàëþò.
1ðóáëü 1 äîëëàð 1 åâðî

1ðóáëü 1 0,0317 0,0239

1äîëëàð 31,55 1 0,754

1 åâðî 41,87 1,327 1

Ëþáûå äâå ñòðîêè èëè ëþáûå äâà ñòîëáöà ýòîé ìàòðèöû ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé êîëëèíåàðíûå âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ âåêòîðîâ, â

êîòîðîì ââåäåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà
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÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1� 8, íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì

n-ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ Rn.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ

a = (a1, a2, . . . , an) è b = (b1, b2, . . . , bn) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå

ïðîèçâåäåíèé èõ îäíîèìåííûõ êîîðäèíàò.

(a, b) = a · b = a1 · b1 + a2 · b2 + . . .+ an · bn (9.4)

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1) (a, b) = (b, a);

2) (a+ b, c) = (a, c) + (b, c);

3) (αx, y) = α(x, y);

4) (a, a) > 0 ïðè a 6= 0 è (a, a) = 0 òîëüêî òîãäà, êîãäà a = 0.

Äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà a è b íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, òî åñòü a · b = 0.

�10. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ ëåæàò â îñíîâå è íàõîäÿò

ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ðàçäåëå ìàòåìàòèêè, íàçûâàåìîì ëèíåé-

íîé àëãåáðîé.

Âåêòîð b íàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì âåêòîðó a, åñëè ñóùåñòâóåò

÷èñëî k 6= 0 òàêîå, ÷òî b = ka. Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am èç ïðî-

ñòðàíñòâà Rn. Âåêòîð b âèäà

b = λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λmam, (10.1)

ãäå λ1, λ2, . . . , λm � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèåé âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am.

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî âåêòîð b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðà

a1, a2, . . . , am.
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Åñëè âåêòîðû çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, òî èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå

îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè, äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòû âåêòîðà b ïîëó÷èì

bi = λ1a1i + λ2a2i + . . .+ λmami.

Îïðåäåëåíèå 10.2. Cèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am (m > 2) èç ïðî-

ñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå

÷èñëà λ1, λ2, . . . , λm, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî (λ21 +λ22 + . . .+λ2m 6=
0), ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λmam = 0 (10.2)

(ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ñ êîýôôèöèåíòàìè

λ1, λ2, . . . , λm ðàâíà íóëþ). Åñëè ðàâåíñòâî (10.2) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ (λ1 = λ2 = . . . = λm = 0),

òî ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Äîêàæåì íåñêîëüêî òåîðåì î ñâîéñòâàõ ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 10.1. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìà òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí èç âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am
ëèíåéíî çàâèñèìà. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà

λ1, λ2, . . . , λm, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, ÷òî

λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λmam = 0.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè λ1 6= 0. Òîãäà

a1 = −λ2
λ1
a1 −

λ3
λ1
a2 − . . .−

λm
λ1
am.

Âåêòîð a1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû.

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè âåêòîð a1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû, òî åñòü âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî a1 = λ2a2 + . . .+ λmam èëè a1− λ2a2− . . .− λmam = 0. Â ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè a1−λ2a2−. . .−λmam = 0 íå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ

(λ1 = 1), çíà÷èò, ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìà.
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Òåîðåìà 10.2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ íóëåâîé âåêòîð, ëè-

íåéíî çàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am, 0, ñîäåðæàùàÿ

íóëåâîé âåêòîð. Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìîæíî âûáðàòü

òàê: 0, 0, . . . , 0, 1. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ðàâíà íóëþ 0a1+0a2+

. . .+ 0am + 10 = 0, íî íå âñå êîýôôèöèåíòû íóëåâûå.

Òåîðåìà 10.3. Ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ ëèíåéíî çàâèñèìóþ

ïîäñèñòåìó, ëèíåéíî çàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am, è åå ïîäñèñòåìà

a1, a2, . . . , ak (k < m). Òàê êàê ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî

çàâèñèìîé, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λk, íå âñå ðàâíûå íó-

ëþ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî λ1a1 + λ2a2 + . . . + λkak = 0. Åñëè âçÿòü

êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè λ1, λ2, . . . , λk, 0, . . . , 0, òî ïîëó-

÷èì âåðíîå ðàâåíñòâî λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λkak + 0ak+1 + . . .+ 0an = 0, â

êîòîðîé íå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0.

Òåîðåìà 10.4. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî ëþáàÿ

åå ïîäñèñòåìà òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàòü áóäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî â ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ñóùå-

ñòâóåò ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà. Ïî òåîðåìå 10.3 òîãäà è âñÿ ñè-

ñòåìà âåêîðîâ áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,

íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ëèíåéíî

íåçàâèñèìà.

Òåîðåìà 10.5. Ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ äâà êîëëèíåàðíûõ âåê-

òîðà, ëèíåéíî çàâèñèìà.

Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðèìåðîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ äâà íåêîëëèíåàð-

íûõ âåêòîðà íà ïëîñêîñòè. Â ñàìîì äåëå, åñëè âåêòîðû a è b ëèíåéíî

çàâèñèìû è â ðàâåíñòâå λ1a + λ2b = 0 , íàïðèìåð, λ1 6= 0, òî b = −λ2
λ1
a
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è, çíà÷èò, âåêòîðû a è b êîëëèíåàðíû. Òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè

ÿâëÿþòñÿ òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå R3 (âåêòîðû íà-

çûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè îíè ïàðàëëåëüíû íåêîòîðîé ïëîñêîñòè).

Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå ëèíåéíî çàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ïðåä-

ïîëàãàåò, ÷òî ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî âåêòîðîâ. Îäíàêî

÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü è áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû. Ìû óñëîâèìñÿ

áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èòàòü ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ëèíåéíî çàâè-

ñèìîé áóäåò êàêàÿ-íèáóäü åå ïîäñèñòåìà, è ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè

ëþáàÿ åå ïîäñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Ñ áåñêîíå÷íûìè

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñèñòåìàìè ìû âñòðåòèìñÿ â êóðñå àíàëèçà.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ìîæåò ñî-

äåðæàòü ñèñòåìà n-ìåðíûõ âåêòîðîâ. Äëÿ îòâåòà íà íåãî ðàññìîòðèì

ñèñòåìó âåêòîðîâ

e1 = (1; 0; . . . ; 0), e2 = (0; 1; . . . ; 0), . . . , en = (0; 0; . . . ; 1) (10.3)

Ýòà ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ (10.3) îáðàùàåòñÿ â 0 òîëüêî ïðè λ1 = λ2 = . . . =

λn = 0 (ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ñèñòåìà n ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ.

Îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ äàåò

Òåîðåìà 10.6. Âñÿêèå k n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ïðè k > n ëèíåéíî çàâè-

ñèìû (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Çàäàíèå 10.1. Íàéäèòå ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ 3a1−2a2+5a3,

ãäå a1 = (2;−3;−5; 7), a2 = (−3; 4; 6; 1), a3 = (1;−4;−7; 2).

Çàäàíèå 10.2. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2a1 + 3a2 − a3 − 7x = a4, ãäå a1 =

(1; 2;−3; 4), a2 = (−1;−1;−1; 5), a3 = (2;−5;−1; 3), a4 = (2; 1;−2;−1).

Çàäàíèå 10.3. Áóäåò ëè ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòîðîâ, åñëè

à) a1 = (1; 2;−3), a2 = (−1;−1;−1), a3 = (2; 5;−10);

á) a1 = (3;−1; 4), a2 = (1; 2;−1), a3 = (7; 1; 5).

Çàäàíèå 10.4. Äàíû ÷åòûðå âåêòîðà a1 = (1;−2; 2), a2 = (−1; 3;−2),

a3 = (2;−4; 3), a4 = (5; 1;−9; 8). Ïîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ a1,
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a2, a3 ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à ñèñòåìà a1, a2, a3, a4 ëèíåéíî çàâèñèìà.

Âûðàçèòå âåêòîð a4 ÷åðåç âåêòîðà a1, a2, a3.

Çàäàíèå 10.5. Ïóñòü x y z � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.

Áóäóò ëè ëèíåéíî çàâèñèìûìè ñèñòåìû

à) x, x+ y, x+ y + z;

á) x+ y, x+ z, y + z;

â) x− y, y − z, z − x ?

�11. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåäîñòàòî÷-

íî òîãî àïïàðàòà, êîòîðûé ìû äî ýòîãî ïðèìåíÿëè. Ïîìèìî ìàòðèö è

îïðåäåëèòåëåé íàì íåîáõîäèìî ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ìíîæåñòâî V ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû íà-

çûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè

à) çàäàíà âíóòðåííÿÿ îïåðàöèÿ � ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà

(ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ∀x, y ∈ V ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò z ∈ V),
òî åñòü z = x+ y;

á) çàäàíà âíåøíÿÿ îïåðàöèÿ � óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà ÷èñëî (ïðàâè-

ëî, ïî êîòîðîìó ∀x ∈ V, ∀α ∈ R (èëè C) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò
w ∈ V), òî åñòü w = α · x.

Ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

I. 1) x+ y = y + x, ∀x, y ∈ V;
2) (x+ y) + z = x+ y + z, ∀x, y z ∈ V;
3) ∃ 0 ∈ V (íóëåâîé ýëåìåíò), òàêîé ÷òî 0 + x = x, ∀x ∈ V;
4) ∀x ∈ V ∃x′ ∈ V (ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò), òàêîé ÷òî x+ x′ = 0;

II. 5) 1 · x = x, ∀x ∈ V;
6) α(β · x) = (αβ) · x, ∀x ∈ V, ∀α, β ∈ R;
7) (α + β) · x = α · x+ β · x, ∀x ∈ V, ∀α, β ∈ R;
8) α · (x+ y) = α · x+ α · y, ∀x, y ∈ V, ∀α ∈ R.

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî äîêàçàòü ñëå-
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äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 11.1. 1. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííûé íóëåâîé ýëåìåíò;

2. ∀x ∈ V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò,

êîòîðûé ðàâåí (−1) · x = −x;
3. Ïðîèçâåäåíèå 0 · x = 0, ∀x ∈ V;
4. Ïðîèçâåäåíèå α · 0 = 0, ∀α ∈ R;
5. Åñëè ïðîèçâåäåíèå α · x = 0, òî ëèáî α = 0 , ëèáî x = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 áóäåì îò ïðîòèâíîãî.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò äâà íóëåâûõ

ýëåìåíòà 01 è 02. Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû 01 + 02 = 01, ñ äðóãîé ñòîðîíû

01 + 02 = 02. Îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî 01 = 02.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x

ñóùåñòâóþò äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ýëåìåíòà x′ è x′′. Èìååì x′+x+x′′ =

(x′ + x) + x′′ = 0 + x′′ = x′′ èëè x′ + x+ x′′ = x′ + (x+ x′′) = x′ + 0 = x′.

Îòêóäà x′ = x′′.

3. Ïóñòü 0 · x = 0. Òîãäà 0 · x = (α− α)x = αx− αx = 0.

4. Ïóñòü α · 0 = 0. Òîãäà α · (x− x) = αx− αx = 0.

5. Ïóñòü α · x = 0, íî α 6= 0.

Òîãäà x = 1 · x =
(

1
α · α

)
x = 1

α · (αx) = 1
α · 0 = 0.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðàm×n ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî.

2. Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå èëè ðàâíîé n ñ îáû÷íûìè

îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî.

3. Ìíîæåñòâî Rn n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ ââåäåííûìè â ïðåäûäóùåì ïà-

ðàãðàôå îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

4. Ìíîæåñòâî C[a; b] ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b]. Ââåäåì

íà ýòîì ìíîæåñòâå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ ôóíêöèè

íà ÷èñëî ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: ñóììà ôóíêöèé f + g íàõîäèòñÿ ïî

ïðàâèëó (f + g)(x) = f(x) + g(x), ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèè f íà ÷èñëî α
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íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó (αf)(x) = αf(x).

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y

îïðåäåëåíî ÷èñëî ρ(x, y) (ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè èëè ìåòðèêà), óäî-

âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1. ρ(x, y) = ρ(y, x);

2. ρ(x, y) > 0 ïðè x 6= y è ρ(x, x) = 0;

3. ρ(x, y) + ρ(y, z) > ρ(x, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà)

íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ðàññòîÿíèå ìîæíî ââîäèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ïðè ýòîì áóäåì ïî-

ëó÷àòü ðàçëè÷íûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, ìîæíî ââåñòè

ðàññòîÿíèå ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, â êîòîðîì ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì è îáîçíà÷àåòñÿ En.
Äëèíîé (íîðìîé) âåêòîðà x â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En íàçûâàåòñÿ

÷èñëî |x| =
√

(x, x).

Âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 1, íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì. Äâà âåê-

òîðà, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 0, íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëü-

íûìè.

Òåîðåìà 11.2. Âñÿêàÿ ñèñòåìà a1, a2, . . . , am, âåêòîðû êîòîðîé ïîïàð-

íî îðòîãîíàëüíû, ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äàííûõ âåêòîðîâ

α1a1 + α2a2 + . . . + αmam = 0 (∗). Íàéäåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êî-

ýôôèöèåíòîâ αi îíà îáðàùàåòñÿ â 0. Óìíîæèì (∗) ñêàëÿðíî íà ai.

α1(a1, ai) + . . . + αi(ai, ai) + . . . + αm(am, ai) = 0. Ïîëó÷èì αi(ai, ai) = 0,

òàê êàê (ai, aj) = 0 ïðè i 6= j. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî i = 1,m

èìååì αi = 0. Cèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Çàäàíèå 11.1. Ïóñòü L = {(x1;x2;x3)|x3 = 0} (L ⊂ R3). Ïðîâåðüòå, ÷òî

L � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäàíèå 11.2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà m × n îòíî-

ñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà

÷èñëî îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

40



Çàäàíèå 11.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå

èëè ðàâíîé n ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæå-

íèÿ èõ íà ÷èñëî îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäàíèå 11.4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî C[a; b] ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ

íà îòðåçêå [a; b] îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäàíèå 11.5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

R+ = {x|x > 0} ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ x ⊕ y = xy (x > 0, y > 0) è

óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî α� x = xα îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäàíèå 11.6. Ïðîâåðüòå, îáðàçóþò ëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîæå-

ñòâà âåêòîðîâ èç Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

à) {(x1;x2; . . . xn)|x1 + x2 + . . .+ xn = 0};
á) {(x1;x2; . . . xn)|x1 + x2 + . . .+ xn = 1};
â) {(x1;x2; . . . xn)|x1 > 0, x2 > 0, . . . xn > 0}.

�12. Áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ n-

ìåðíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, à ëþ-

áûå n+ 1 âåêòîðîâ óæå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà � ýòî ìàêñèìàëüíîå

÷èñëî ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòî-

ðîâ. Îáîçíà÷àþò n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Ìàêñèìàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 12.1. Âñå áàçèñû êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà V ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà âåêòîðîâ. (áåç äîêà-

çàòåëüñòâà)

Òåîðåìà 12.2. Êàæäûé âåêòîð x ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû f 1, f 2, . . . , fn îáðàçóþò áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà Rn. Òàê êàê ëþáûå n + 1 âåêòîðîâ â Rn ëèíåéíî çàâèñèìû,

òî ñèñòåìà f 1, f 2, . . . , fn, x áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé. Òîãäà ñóùåñòâó-

þò ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λn, λ, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå ÷òî

λ1f 1 + λ2f 2 + . . . + λnfn + λx = 0. Ïðè ýòîì λ 6= 0, èáî â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ñèñòåìà f 1, f 2, . . . , fn áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìà. Ñëåäîâàòåëüíî,

x = −λ1
λ
f 1 −

λ2
λ
f 2 − . . .−

λn
λ
fn. Îáîçíà÷èâ xi = −λi

λ
, ïîëó÷èì

x = x1f 1 + x2f 2 + . . .+ xnfn. (12.1)

Ýòî âûðàæåíèå x ÷åðåç f 1, f 2, . . . , fn, åäèíñòâåííîå, òàê êàê åñëè ñó-

ùåñòâóåò äðóãîå âûðàæåíèå âåêòîðà x ÷åðåç âåêòîðû áàçèñà, íàïðèìåð,

x = y1f 1 + y2f 2 + . . . + ynfn, òî âû÷èòàÿ èç ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâåíñòâî

(12.1), ïîëó÷èì (y1 − x1)f 1 + (y2 − x2)f 2 + . . . + (yn − xn)fn = 0. Â ñè-

ëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ f 1, f 2, . . . , fn, ïîëó÷èì y1 − x1 =

y2 − x2 = . . . = yn − xn = 0 èëè y1 = x1, y2 = x2, . . . , yn = xn.

Ðàâåíñòâî (12.1) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà x ïî áàçèñó

f 1, f 2, . . . , fn. Êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó íàçû-

âàþò êîîðäèíàòàìè âåêòîðà â äàííîì áàçèñå.

Â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn áàçèñ ñîñòîèò èç n âåêòî-

ðîâ. Ñèñòåìà âåêòîðîâ (10.3) ñîäåðæèò n âåêòîðîâ è ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìà. Çíà÷èò, ýòè âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ. Áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ

e1 = (1; 0; . . . ; 0), e2 = (0; 1; . . . ; 0), . . . , en = (0; 0; . . . ; 1), íàçûâàþò êà-

íîíè÷åñêèì.

Îïðåäåëåíèå 12.3. Âåêòîðû e1, e2, . . . , en îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå En
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, åñëè äëèíà êàæäîãî ðàâíà 1 è âåêòîðû ïî-

ïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî åñòü (ei, ej) = 0 ïðè i 6= j è |ei| = 1 äëÿ êàæäîãî

i = 1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà 12.3. Âî âñÿêîì n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ñó-

ùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. (áåç äîêàçàòåëüñòâà)

Ïðèìåðîì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ:

e1 = (1; 0; . . . ; 0), e2 = (0; 1; . . . ; 0), . . . , en = (0; 0; . . . ; 1).
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Òåîðåìà 12.4. Ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ èõ êîîðäèíàòû (îòíîñèòåëüíî

îäíîãî áàçèñà) ñêëàäûâàþòñÿ, à ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî åãî

êîîðäèíàòû óìíîæàþòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

Â ïðîèçâîëüíîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîíÿòèå ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè ýëåìåíòîâ, èõ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, áàçèñà ïðîñòðàíñòâà ââîäÿòñÿ

àíàëîãè÷íî. Ïîñëå âûáîðà áàçèñà çàäàíèå ëþáîãî ýëåìåíòà ñâîäèòñÿ ê

çàäàíèþ óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èç n ÷èñåë � êîîðäèíàò ýëåìåíòà â äàí-

íîì áàçèñå. Âñå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà îäíîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè n

óñòðîåíû îäèíàêîâî (ãîâîðÿò îíè èçîìîðôíû), ïîýòîìó îáîçíà÷àòü èõ

ìû áóäåì òàêæå Rn.

Îïðåäåëåíèå 12.4. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì,

åñëè îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî ââåäåí-

íûõ â Rn îïåðàöèé, òî åñòü

1. ∀x, y ∈ L èõ ñóììà x+ y ∈ L,
2. ∀α ∈ R è ∀x ∈ L ïðîèçâåäåíèå αx ∈ L.

Îïðåäåëåíèå 12.4 ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ

Îïðåäåëåíèå 12.5. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì,

åñëè ∀α, β ∈ R è ∀x, y ∈ L èìååì αx+ βy ∈ L.

Åñëè âåêòîðà a1, a2, . . . , ak ∈ Rn, òî ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ýòîé ñèñòåìû

âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èõ âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

L(a1, a2, . . . , ak) = {α1a1 + α2a2 + . . .+ αkak}.
Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Rn.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Âûáåðåì ñèñòåìó âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ∈ Rn è ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ

îáîëî÷êó ýòîé ñèñòåìû. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 12.4 ýòà ëèíåéíàÿ îáî-

ëî÷êà îáðàçóåò â Rn ïîäïðîñòðàíñòâî. Áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà áóäåò

ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà â a1, a2, . . . , ak ∈ Rn.
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�13. Ðàíã ìàòðèöû.

Äàíà ìàòðèöà A ðàçìåðà m× n

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 .

Ñòðîêè ìàòðèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê n-ìåðíûå âåêòîðà, à ñòîëáöû

êàê m-ìåðíûå âåêòîðà.

Ìèíîðîì ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç ýëå-

ìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè âûáðàííûõ k ñòðîê è k ñòîëáöîâ ìàò-

ðèöû (ñì. §3).

Îïðåäåëåíèå 13.1. ×èñëî r íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû , åñëè â ìàò-

ðèöå ñóùåñòâóåò ìèíîð M ïîðÿäêà r, îòëè÷íûé îò 0, à âñå ìèíîðû ïî-

ðÿäêà r + 1, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ðàâíû 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè ðàíãîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê íàèáîëüøåãî

îòëè÷íîãî îò 0 ìèíîðà ìàòðèöû.

Èç îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû íå ïðåâîñ-

õîäèò ìåíüøåãî èç åå ðàçìåðîâ, òî åñòü r(A) 6 min{m,n}.
Â îáùåì ñëó÷àå íàõîæäåíèå ðàíãà ìàòðèöû ïåðåáîðîì âñåõ ìèíîðîâ

äîñòàòî÷íî òðóäîåìêî. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ âû÷èñëåíèé ìàòðèöó ïðèâîäÿò ê

áîëåå ïðîñòîìó âèäó ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû íàçûâàþò ñëåäóþùèå åå

ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1) Òðàíñïîíèðîâàíèå;

2) Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê èëè äâóõ ñòîëáöîâ;

3) Óìíîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè (ñòîëáöà) íà ëþáîå ÷èñëî k 6= 0;

4) Ïðèáàâëåíèå êî âñåì ýëåìåíòàì ñòðîêè (ñòîëáöà) äðóãîé ñòðîêè

(ñòîëáöà), óìíîæåííûõ íà îäíî è òî æå ÷èñëî;

5) Îòáðàñûâàíèå íóëåâîé ñòðîêè (ñòîëáöà).
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Òåîðåìà 13.1. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðàíã ìàòðèöû íå

èçìåíÿåòñÿ.

Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöó ïðèâîäÿò ê ñòó-

ïåí÷àòîìó âèäó. Ðàíã íîâîé ìàòðèöû âû÷èñëèòü íàìíîãî ëåã÷å, òàê êàê

÷èñëî ìèíîðîâ, îòëè÷íûõ îò 0 áóäåò íåáîëüøèì.

Ïðèìåð 13.1. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàíã

ìàòðèöû

A =


1 −1 2 3 4

2 1 −1 2 0

−1 2 1 1 3

1 5 −8 −5 −12

3 −7 8 9 13



Ðåøåíèå . A =


1 −1 2 3 4

2 1 −1 2 0

−1 2 1 1 3

1 5 −8 −5 −12

3 −7 8 9 13

 ∼

∼


1 −1 2 3 4

0 3 −5 −4 −8

0 1 3 4 7

0 6 −10 −8 −16

0 −4 2 0 1

 ∼


1 −1 2 3 4

0 3 −5 −4 −8

0 1 3 4 7

0 0 0 0 0

0 −1 −3 −4 −7

 ∼

∼


1 −1 2 3 4

0 3 −5 −4 −8

0 1 3 4 7

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 ∼
 1 −1 2 3 4

0 3 −5 −4 −8

0 1 3 4 7

 ∼

∼

 1 −1 2 3 4

0 1 3 4 7

0 0 −14 −16 −29

 ,
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Îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

0 1 3

0 0 −14

∣∣∣∣∣∣∣ = −14. Ñëåäîâàòåëüíî, r(A) = 3.

Äëÿ ðàíãîâ ìàòðèö ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) r(A+B) 6 r(A) + r(B); 2) r(A+B) > |r(A)− r(B)|;
3) r(AB) 6 min{r(A), r(B)};
4) r(AB) = r(A), åñëè B íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.

Åñëè ðàíã r(A) = r, òî ìèíîð ïîðÿäêà r, îòëè÷íûé îò 0, íàçûâàåòñÿ

áàçèñíûì, à âõîäÿùèå â íåãî ñòðîêè è ñòîëáöû áàçèñíûìè. Çàìåòèì, ÷òî

î áàçèñíûõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî ïîñëå âûáîðà

áàçèñíîãî ìèíîðà.

Ñòðîêè ìàòðèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê n-ìåðíûå âåêòîðà. Ïîýòî-

ìó ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê ââî-

äÿòñÿ òàêæå êàê â §10 ýòè ïîíÿòèÿ ââîäèëèñü äëÿ âåêòîðîâ. Ñôîðìóëè-

ðóåì è äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 13.2. (òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå) Ëþáàÿ ñòðîêà (ëþáîé

ñòîëáåö) ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åå áàçèñíûõ ñòðîê

(ñòîëáöîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r(A) = r. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî îòëè÷íûé îò 0 ìèíîð M ñòîèò â ïðàâîì âåðõíåì óãëó (ïðè ïåðåñòà-

íîâêå ñòðîê è ñòîëáöîâ ïî òåîðåìå 13.1 ðàíã íå ìåíÿåòñÿ).

Ïóñòü s è t � öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 1 6 s 6 m, 1 6 t 6 n.

Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà r + 1

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1r a1t

a21 a22 . . . a2r a2t

. . . . . . . . . . . . . . .

ar1 ar2 . . . arr art

as1 as2 . . . asr ast

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Îí ðàâåí 0. Â ñàìîì äåëå, ïðè s < r â îïðåäåëèòåëå äâå îäèíàêîâûõ

ñòðîêè, à ïðè t < r � äâà îäèíàêîâûõ ñòîëáöà. Çíà÷èò, D = 0. Ïðè s > r,

t > r îïðåäåëèòåëü D = 0 êàê ìèíîð ïîðÿäêà r + 1.
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Ðàçëîæèì D ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó:

D = a1tA1t + a2tA2t + . . .+ artArt + astAst = 0.

Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå Ast = M 6= 0 è íå çàâèñèò îò âûáîðà

÷èñåë s è t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λsi = −Ait
Ast

(i = 1, r). Òîãäà ast =

λ1sa1t + λ2sa2t + . . . + λrsart (äëÿ âñåõ t = 1;n). Òàêèì îáðàçîì, ñòðî-

êà ñ íîìåðîì s ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ ñòðîê.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç òåîðåìû î áàçèñíîì ìèíîðå.

Ñëåäñòâèå 13.3. Åñëè ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû áîëüøå åå ðàíãà r, òî

ñòðîêè ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû. Åñëè ÷èñëî ñòðîê ñîâïàäàåò ñ ðàí-

ãîì ìàòðèöû, òî ñòðîêè ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ñëåäñòâèå 13.4. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ðàâåí 0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíà èç ñòðîê ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n, îïðå-

äåëèòåëü êîòîðîé |A| = 0. Òîãäà r(A) = r < n. Ïîñëå âûäåëåíèÿ áàçèñ-

íîãî ìèíîðà â ìàòðèöå A íàéäåòñÿ ñòðîêà, íå âîøåäøàÿ â ýòîò ìèíîð.

Ïî òåîðåìå 13.2 îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ ñòðîê.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü k-òàÿ ñòðîêà ìàòðèöûA ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèåé ñòðîê ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , ir: aki = λ1ai1j+λ21ai2j+. . .+λrairj.

Âû÷òåì èç k-òîé ñòðîêè i1-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà λ1, i2-þ, óìíîæåí-

íóþ íà λ2, . . . , ir-þ, óìíîæåííóþ íà λr. Ïîëó÷èì akj −λ1ai1j −λ21ai2j −
. . .− λrairj = 0. Çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü |A| = 0.

Ñëåäñòâèå 13.5. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ðàâåí 0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñòðîêè ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ñëåäñòâèå 13.6. Åñëè ê íåêîòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû ïðèáàâèòü äðóãóþ

ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ÷èñëî, òî ðàíã ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 13.7. Åñëè â ìàòðèöå âû÷åðêíóòü ñòðîêó, ÿâëÿþùóþñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ ñòðîê, òî ðàíã ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ.
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Òàê êàê ñòðîêè ìàòðèöû, âõîäÿùèå â áàçèñíûé ìèíîð, ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû (ñëåäñòâèå 13.5), è ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü ñòðîê, ÷èñëî êîòîðûõ

áîëüøå ðàíãà ìàòðèöû, ëèíåéíî çàâèñèìà, òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 13.8. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñòðîê.

Ýòà òåîðåìà ìîæåò áûòü âçÿòà çà îïðåäåëåíèå ðàíãà ìàòðèöû.

Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû èãðàåò ïðèíöèïèàëüíî âàæíóþ ðîëü â ìàò-

ðè÷íîì àíàëèçå, â ÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé.

Çàäàíèå 13.1. Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû A =


1 −2 3 1

3 1 −2 4

5 4 −7 −7

1 5 −8 2

.

Çàäàíèå 13.2. Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû A =


2 1 −1 2

3 2 5 1

5 3 13 5

6 4 19 4

.

Çàäàíèå 13.3. Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû A =


1 3 −5 1

3 −4 11 9

5 −11 27 17

5 2 −1 11

.
Çàäàíèå 13.4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m è n ðàíã ìàòðèöû

A =


1 2 −1 3

2 3 4 −1

5 7 m −6

1 3 −7 n

 ðàâåí 2?

Çàäàíèå 13.5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m è n ðàíã ìàòðèöû

A =


2 −3 1 2

3 2 4 −1

4 m 7 −4

n −4 6 3

 ðàâåí 2?
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�14. Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

(14.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A = (aij) � îñíîâíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû, ÷åðåç

Ã = (aij|bi) � ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû.

Îòâåò íà âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (14.1) äàåò òåîðåìà

Òåîðåìà 14.1. (Êðîíåêåðà-Êàïåëëè) Ñèñòåìà (14.1) ñîâìåñòíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñîâïàäà-

åò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, òî åñòü r(A) = r(Ã).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà (14.1) ñîâìåñòíà è

âåêòîð (x◦1, x
◦
2, . . . , x

◦
n) � åå ðåøåíèå. Òîãäà, ïîäñòàâèâ åãî â ñèñòåìó,

ïîëó÷èì 
a11x

◦
1 + a12x

◦
2 + . . .+ a1nx

◦
n = b1

a21x
◦
1 + a22x

◦
2 + . . .+ a2nx

◦
n = b2

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x
◦
1 + am2x

◦
2 + . . .+ amnx

◦
n = bm

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû Ã ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèåé îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ è åãî âû÷åðêèâàíèå íå ìåíÿåò ðàíãà ìàò-

ðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, r(A) = r(Ã).

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü r(A) = r(Ã). Ýòî çíà÷èò, ÷òî áàçèñíûé ìèíîð

ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì ìèíîðîì ìàòðèöû Ã. Ñòîëáåö ñâîáîäíûõ

÷ëåíîâ, íå âîøåäøèé â áàçèñíûé ìèíîð, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöè-

åé îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ, òî åñòü
b1

b2

. . .

bm

 = λ1


a11

a21

. . .

am1

+ λ2


a12

a22

. . .

am2

+ . . .+ λn


a1n

a2n

. . .

amn

 .
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Òàêèì îáðàçîì âåêòîð (λ1, λ2, . . . , λn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

(14.1), òî åñòü ñèñòåìà (14.1) ñîâìåñòíà.

�15. Èññëåäîâàíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

(15.1)

Íàéäåì ðàíãè r(A) è r(Ã) îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ñèñòåìû.

Åñëè r(A) 6= r(Ã), òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Ïóñòü r(A) = r(Ã) = r, òî

åñòü ñèñòåìà ñîâìåñòíà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áàçèñíûé ìèíîðM ðàñïîëî-

æåí â ëåâîì âåðõíåì óãëó. Òîãäà ïîñëåäíèå m − r óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâûõ r óðàâíåíèé (ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ïåð-

âûõ óðàâíåíèé) è ñèñòåìà (15.1) ïðèìåò âèä:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arnxn = br

(15.2)

Åñëè n = r, òî ïî òåîðåìå Êðàìåðà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

òàê êàê ∆ = M 6= 0.

Ïóñòü n > r. Îñòàâèì â ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû ïåðâûå r íåèçâåñòíûõ,

îñòàëüíûå ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü.
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1rxr = b1 − a1 r+1xr+1 − . . .− a1nxn
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2rxr = b2 − a2 r+1xr+1 − . . .− a2nxn

. . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arnxr = bm − ar r+1xr+1 − . . .− arnxn

(15.3)

Íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû ïðè êîòîðûõ íå âõîäÿò â áàçèñíûé ìèíîð,

íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè. Íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû ïðè êîòîðûõ âõî-
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äÿò â áàçèñíûé ìèíîð, íàçûâàþòñÿ áàçàèñíûìè èëè çàâèñèìûìè. Î÷å-

âèäíî, ÷èñëî ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ ðàâíî n− r.
Ðåøàÿ ñèñòåìó (15.3) ëþáûì èçâåñòíûì íàì ñïîñîáîì, íàéäåì çàâè-

ñèìûå íåèçâåñòíûå 
x1 = f1(xr+1, . . . , xn)

. . . . . . . . .

xr = fr(xr+1, . . . , xn)

, (15.4)

ãäå fi � ëèíåéíûå ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ xr+1, xr+2, . . . , xn .

Ïî ôîðìóëàì (15.4) íàõîäÿò îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (15.3), à, çíà-

÷èò, è ñèñòåìû (15.1). Ïðèäàâàÿ ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì ïðîèçâîëüíûå

çíà÷åíèÿ, áóäåì ïîëó÷àòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå òåîðåìû î ÷èñëå ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé:

Òåîðåìà 15.1. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (15.1) èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé

ìàòðèö ñîâïàäàþò ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, òî åñòü r(A) = r(Ã) = n

(ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé).

Òåîðåìà 15.2. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (15.1) èìååò áåñêîíå÷íî

ìíîãî ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøè-

ðåííîé ìàòðèö ñîâïàäàþò, íî ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî åñòü

r(A) = r(Ã) < n (ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé).

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (15.1) íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿþò ìåòîä Ãàóññà,

ïðè÷åì ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþò íå ñ ñàìèìè óðàâíåíèÿìè, à ñ ðàñ-

øèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû. Äîñòîèíñòâàìè ìåòîäà Ãàóññà ÿâëÿþòñÿ:

à) ìåíüøàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè òðóäîåìêîñòü, á) âîçìîæ-

íîñòü îäíîâðåìåííî èññëåäîâàòü ñèñòåìó íà ñîâìåñòíîñòü, è åñëè ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé, ïîëó÷èòü åå îáùåå ðåøåíèå.

Ïðèìåð 15.1. Ðåøèòå ñèñòåìó


4x1 + x2 − 2x3 + x4 = 3

x1 − 2x2 − x3 + 2x4 = 2

2x1 + 5x2 − 3x4 = −1

3x1 + 3x2 − x3 − x4 = 1

.
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Ðåøåíèå . Õîòÿ ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ m = n,

íî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ∆ = 0 è ïî ìåòîäó Êðàìåðà ñèñòåìó ðåøàòü

íåëüçÿ.

Áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà. Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó Ã, íàé-

äåì åå ðàíã è ñðàâíèì ñ ðàíãîì ìàòðèöû A.

Ã =


1 −2 −1 2 | 2

4 1 −2 1 | 3

2 5 0 −3 | −1

3 3 −1 −1 | 1

 ∼


1 −2 −1 2 | 2

0 9 2 −7 | −5

0 9 2 −7 | −5

0 9 2 −7 | −5

 ∼

∼


1 −2 −1 2 | 2

0 9 2 −7 | −5

0 0 0 0 | 0

0 0 0 0 | 0

 ∼
(

1 −2 −1 2 | 2

0 9 2 −7 | −5

)
.

Çíà÷èò, r(A) = r(Ã) = 2 è ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè ñèñòåìà

ñîâìåñòíà. Çà ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå ïðèìåì x2 è x4. Ïîëó÷èì ñèñòåìó{
x1 − x3 = 2 + 2x2 − 2x4

2x3 = −5− 9x2 + 7x4
.

Åå îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

{
x1 = −0, 5− 2, 5x2 + 1, 5x4

x3 = −2, 5− 4, 5x2 + 3, 5x4
.

Ïðèìåð 15.2. Öåõ âûïóñêàåò ïðîäóêöèþ ÷åòûðåõ âèäîâ: A, B, C, D.

Èçâåñòíû îáúåìû âûïóñêà ïðîäóêöèè çà ÷åòûðå äíÿ è äåíåæíûå çàòðàòû

íà ïðîèçâîäñòâî çà ýòè äíè:

Äíè Îáúåì âûïóñêà ïðîäóêöèè (åä.) Çàòðàòû (ä.å.)

A B C D

1 50 10 30 20 250

2 40 10 20 20 220

3 30 20 30 � 170

4 20 30 � 50 390

Íàéäèòå ñåáåñòîèìîñòü êàæäîãî âèäà ïðîäóêöèè.

Ðåøåíèå . Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi ñåáåñòîèìîñòü åäèíèöû i-òîé ïðîäóêöèè

(i = 1, 2, 3, 4) è ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòîèìîñòè
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ïðîäóêöèè çà êàæäûé äåíü
50x1 + 10x2 + 30x3 + 20x4 = 250

40x1 + 10x2 + 20x3 + 20x4 = 220

30x1 + 20x2 + 30x3 = 170

20x1 + 30x2 + 50x4 = 250

.

Ðåøèì ýòó ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà, ðàçäåëèâ ïðåäâàðèòåëüíî âñå

óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íà 10. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àòü íåèçâåñò-

íûå x2, x1, x3 è x4.
5 1 3 2 | 25

4 1 2 2 | 22

3 2 3 0 | 17

2 3 0 5 | 39

 ∼


5 1 3 2 | 25

−1 0 −1 0 | −3

−7 0 −3 −4 | −33

−13 0 −9 −1 | −36

 ∼


0 1 −2 2 | 10

1 0 1 0 | 3

0 0 4 −4 | −12

0 0 4 −1 | 3

 ∼


0 1 0 0 | 4

1 0 0 1 | 6

0 0 1 −1 | −3

0 0 0 3 | 15

 ∼


0 1 0 0 | 4

1 0 0 0 | 1

0 0 1 0 | 2

0 0 0 1 | 5


Ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ðàâíû è ñîâïàäàþò ñ ÷èñëîì

íåèçâåñòíûõ. Çíà÷èò, ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ðåøåíèå ñè-

ñòåìû x1 = 1, x2 = 4, x3 = 2, x4 = 5. Ýòî ðåøåíèå èìååò ñìûñë, òàê êàê

âñå ïåðåìåííûå ïî óñëîâèþ çàäà÷è äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû.

Ïðèìåð 15.3. Êîðì äëÿ ïòèöû, ñîñòàâëåííûé èç ÷åòûðåõ âèäîâ çåðíà,

äîëæåí ñîäåðæàòü 17 åäèíèö âåùåñòâà À, 35 åäèíèö âåùåñòâà Â, 44 åäè-

íèöû âåùåñòâà Ñ è 26 åäèíèö âåùåñòâà D. Èçâåñòíî ñîäåðæàíèå åäèíèö

ïîëåçíûõ âåùåñòâ â 1 êã. çåðíà êàæäîãî âèäà è öåíà 1 êã. çåðíà êàæäîãî

âèäà:
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Âèä Ñîäåðæàíèå ïîëåçíûõ âåùåñòâ (åä. â 1 êã.) Öåíà 1 êã. (ä.å.)

A B C D

1 1 3 4 2 5

2 2 4 5 3 7

3 1 1 1 1 2

4 1 3 4 2 5

Èòîãî 17 35 44 26

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå ñîñòàâû êîðìà, îáåñïå÷èâàþùèå íåîáõîäèìîå

êîëè÷åñòâî ïîëåçíûõ âåùåñòâ. Ñóùåñòâóåò ëè ñîñòàâ êîðìà, ñòîèìîñòü

êîòîðîãî ðàâíà 60 ä. å.?

Ðåøåíèå . Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi âåñ çåðíà i-òîãî âèäà (i = 1, 2, 3, 4) è

ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîñòàâà êîðìà íà êàæäûé

äåíü
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 17

3x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 35

4x1 + 5x2 + x3 + 4x4 = 44

2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 26

.

Ðåøèì ýòó ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àòü

íåèçâåñòíûå x1 è x2.
1 2 1 1 | 17

3 4 1 3 | 35

4 5 1 4 | 44

2 3 1 2 | 26

 ∼


1 2 1 1 | 17

0 −2 −2 0 | −16

0 −3 −3 0 | −24

0 −1 −1 0 | −8

 ∼

∼


1 2 1 1 | 17

0 1 1 0 | 8

0 0 0 0 | 0

0 0 0 0 | 0

 ∼
(

1 2 1 1 | 17

0 1 1 0 | 8

)

Ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ðàâíû. Çíà÷èò, ñèñòåìà èìååò

ðåøåíèå. Ðåøåíèå ñèñòåìû{
x1 = 1 + x3 − x4
x2 = 8− x3

.

Ýòî ðåøåíèå èìååò ñìûñë, åñëè âñå ïåðåìåííûå íåîòðèöàòåëüíû. Òî-
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ãäà íåîáõîäèìî, ÷òîáû x3 ∈ [0; 8], x4 ∈ [0; x3 + 1].

Îòâåòèì íà âòîðîé âîïðîñ ïðèìåðà. Äëÿ ýòîãî â ñèñòåìó íóæíî äîáà-

âèòü åùå îäíî óðàâíåíèå:

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 17

3x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 35

4x1 + 5x2 + x3 + 4x4 = 44

2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 26

5x1 + 7x2 + 2x3 + 5x4 = 60

.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó,
1 2 1 1 | 17

3 4 1 3 | 35

4 5 1 4 | 44

2 3 1 2 | 26

5 7 2 4 | 60

 ∼


1 2 1 1 | 17

0 −2 −2 0 | −16

0 −3 −3 0 | −24

0 −1 −1 0 | −8

0 −3 −3 0 | −25

 ∼
 1 2 1 1 | 17

0 1 1 0 | 8

0 0 0 0 | −1


ïîëó÷èì, ÷òî ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ðàçëè÷íû. Çíà÷èò,

ýòà ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò. Íåëüçÿ ñîñòàâèòü ðàöèîí, ñòîèìîñòü êî-

òîðîãî ðàâíÿëàñü áû 60 ä. å. Ïðîâåðüòå, ìîæíî ëè ñîñòàâèòü ðàöèîí,

ñòîèìîñòü êîòîðîãî ðàâíÿëàñü áû 61 ä. å.

Çàäàíèå 15.1. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
3x1 + 2x2 + x3 = 5

2x1 + 3x2 + x3 = 1

2x1 + x2 + 3x3 = 11

.

Çàäàíèå 15.2. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x1 + x2 − x3 + 4x4 = 1

3x1 + 2x2 + 4x3− 3x4 = −1

4x1 − 3x2 + 5x3+ 7x4 = 14

.

Çàäàíèå 15.3. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
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
2x1 + x2 − 3x3 + 4x4 = 1

3x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = −1

x1 − 3x2 − x3 − 2x4 = 0

x1 + 15x2 + 5x3 + 9x4 = 0

.

Çàäàíèå 15.4. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 = 6

2x1 − x2 − 2x3 − 3x4 = 8

3x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 4

2x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = −8

.

Çàäàíèå 15.5. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x1 + x2 + x3 + x4 = 1

3x1 + 4x2 − x3 − x4 = 0

x1 + 3x2 − x3 + x4 = 2

5x1 − 3x2 + 6x3 + 3x4 = 3

.

Çàäàíèå 15.6. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x1 − 4x2 + 3x3 − 2x4 = 3

x1 − 2x2 − x3 − x4 = −2

3x1 − 6x2 + 5x3 − 3x4 = 0

4x1 − 8x2 − 3x3 − 4x4 = −3

.

Çàäàíèå 15.7. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
4x1 + 3x2 − 3x3 − x4 = 4

3x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 1

3x1 + x2 − x4 = 0

5x1 + 4x2 − 2x3 + x4 = 3

.

Çàäàíèå 15.8. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
x1 + 2x2 − x3 − 3x4 + 4x5 = 1

2x1 − 2x2 + 3x3− x4 − 2x5 = 2

x1 + 4x2 + 2x3− 5x4 + 3x5 = 3

x1 + 14x2 − 7x3− 15x4 + 23x5 = 3

.

56



�16. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñò-

íûìè 
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0

(16.1)

Ñèñòåìà (16.1) âñåãäà ñîâìåñòíà òàê êàê èìååò íóëåâîå (òðèâèàëüíîå)

ðåøåíèå (0, 0, . . . , 0). Ïîýòîìó èíòåðåñåí âîïðîñ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ

ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò òåî-

ðåìà

Òåîðåìà 16.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâ-

íåíèé èìåëà íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû áûë ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî åñòü

r(A) = r < n.

Äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñëåäñòâèå 16.2. Åñëè â ñèñòåìå (16.1) ÷èñëî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ

÷èñëîì íåèçâåñòíûõ (m = n), òî ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíûå ðå-

øåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí 0, òî

åñòü ∆ = 0.

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (16.1) îáëàäàþò

ñâîéñòâàìè:

1. Eñëè âåêòîð X = (x◦1, x
◦
2, . . . , x

◦
n) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, òî

âåêòîð kX = (kx◦1, kx
◦
2, . . . , kx

◦
n) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòå-

ìû;

2. Åñëè âåêòîðû X = (x◦1, x
◦
2, . . . , x

◦
n) è Y = (y◦1, y

◦
2, . . . , y

◦
n) ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèÿìè ñèñòåìû, òî âåêòîð X + Y = (x◦1 + y◦1, x
◦
2 + y◦2, . . . , x

◦
n + y◦n)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Èç ýòèõ ñâîéñòâ âûòåêàåò òåîðåìà
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Òåîðåìà 16.3. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Òàê êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé c n íåèç-

âåñòíûìè åñòü n-ìåðíûé âåêòîð è ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îä-

íîðîäíûõ óðàâíåíèé îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå Rn. Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé

ñèñòåìîé ðåøåíèé. Òî åñòü ðåøåíèÿ, âõîäÿùèå â ôóíäàìåíòàëüíóþ ñè-

ñòåìó ðåøåíèé, ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðåøåíèé èç ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 16.4. Åñëè ðàíã ìàòðèöû A ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé (16.1) ðàâåí r è ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ n, òî ôóíäàìåí-

òàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòåìû (16.1) ñóùåñòâóåò è ñîäåðæèò

n− r ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí r è ìåíüøå ÷èñëà íåèç-

âåñòíûõ r < n. Ïóñòü áàçèñíûé ìèíîð M 6= 0 ñòîèò â ëåâîì âåðõíåì

óãëó. Ïåðåíåñÿ ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå xr+1, . . . , xn â ïåðâûõ r óðàâíåíè-

ÿõ â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì ñèñòåìó
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1rxr = −a1r+1xr+1 − . . .− a1nxn
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2rxr = −a2r+1xr+1 − . . .− a2nxn

. . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arnxr = −arr+1xr+1 − . . .− arnxn
Çàäàäèì ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå xr+1 = 1, xr+2 = 0, . . . , xn = 0, ïîëó-

÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû (α1
1, α

1
2, . . . , α

1
r, 1, 0, . . . , 0). Àíàëîãè÷íî, çàäàâàÿ

ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå xr+1 = 0, xr+2 = 1, . . . , xn = 0, ïîëó÷èì ðåøåíèå

(α2
1, α

2
2, . . . , α

2
r, 0, 1, . . . , 0) è òàê äàëåå. Òàê íàéäåì k = n− r ðåøåíèé

ñèñòåìû

e1 = (α1
1, α

1
2, . . . , α

1
r, 1, 0, . . . , 0);

e2 = (α2
1, α

2
2, . . . , α

2
r, 0, 1, . . . , 0);

. . . . . . . . . . . .
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ek = (αk1, α
k
2, . . . , α

k
r , 0, 0, . . . , 1).

Ýòè k ðåøåíèé ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê ðàíã ìàòðèöû
α1
1 α1

2 . . . α1
r 1 0 . . . 0

α2
1 α2

2 . . . α2
r 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αk1 αk2 . . . αkr 0 0 . . . 1


ðàâåí k. Â ýòîé ìàòðèöå åñòü ìèíîð ïîðÿäêà k, îòëè÷íûé îò íóëÿ, íà-

ïðèìåð, ñîäåðæàùèé ïîñëåäíèå k ñòîëáöîâ.

Ðåøåíèÿ e1, e2, . . . , ek îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (16.1) èìååò âèä

X = c1e1 + c2e2 + . . .+ ckek.

Ïðèìåð 16.1. Ðåøèòå ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
x1 + x2 − 2x3 + 3x4 + x5 = 0

2x1 + 3x2 + 2x3 − x4 + 6x5 = 0

5x1 + 8x2 + 8x3 − 6x4 + 17x5 = 0

x1 + 3x2 + 10x3 − 11x4 + 9x5 = 0

.

Ðåøåíèå . Ìåòîäîì Ãàóññà íàéäåì ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû
1 1 −2 3 1

2 3 2 −1 6

5 8 8 −6 17

1 3 10 −11 9

 ∼


1 1 −2 3 1

0 1 6 −7 4

0 3 18 −21 12

0 2 12 −14 8

 ∼


1 1 −2 3 1

0 1 6 −7 4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 ∼
(

1 0 −8 10 −3

0 1 6 −7 4

)

Ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí 2 (â ìàòðèöå åñòü ìèíîð ïîðÿäêà 2, îò-

ëè÷íûé îò íóëÿ). Íåèçâåñòíûå x3, x4 è x5 � ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå,

ïåðåíåñåì èõ â ïðàâóþ ÷àñòü è ïîëó÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû{
x1 = 8x3 − 10x4 + 3x5

x2 = −6x3 + 7x4 − 4x5
.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé èìååò âèä e1 = (8; −6; 1; 0; 0),

e2 = (−10; 7; 0; 1; 0), e3 = (3; −4; 0; 0; 1) è åå îáùåå ðåøåíèå
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X = c1 · e1 + c2 · e2 + c3 · e3 = c1(8; −6; 1; 0; 0) + c2(−10; 7; 0; 1; 0) +

+ c3(3; −4; 0; 0; 1).

Çàäàíèå 16.1. Ðåøèòå ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
x1 − 2x2 + x3 + x4 = 0

x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = 0

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 0

3x1 − 4x2 + x3 + 7x4 = 0

.

Çàäàíèå 16.2. Ðåøèòå ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
x1 − 2x2 + x3 + x4 − x5 = 0

2x1 + 2x2 − x3 − x4 + 4x5 = 0

x1 + 10x2 − 5x3 − 5x4 + 11x5 = 0

3x1 + 2x2 + x3 + x4 + x5 = 0

.

Çàäàíèå 16.3. Ðåøèòå ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
x1 − 2x2 + x3 − x4 + x5 = 0

2x1 + x2 − x3 + 2x4 − 3x5 = 0

3x1 − 2x2 − x3 + x4 − 2x5 = 0

2x1 − 5x2 + x3 − 2x4 + 2x5 = 0

.

Çàäàíèå 16.4. Ðåøèòå ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
2x1 + x2 − x3 − x4 + x5 = 0

x1 − x2 + x3 + x4 − 2x5 = 0

3x1 + 3x2 − 3x3 − 3x4 + 4x5 = 0

4x1 + 5x2 − 5x3 − 5x4 + 7x5 = 0

.

Çàäàíèå 16.5. Ðåøèòå ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

3x1 − 2x2 + x3 − 4x4 = 0

6x1 − 4x2 + 3x3 + 2x4 = 0

3x1 − 2x2 − 14x4 = 0

12x1 − 8x2 − 3x3 − 26x4 = 0

9x1 − 6x2 + 2x3 − 22x4 = 0

.

Çàäàíèå 16.6. Ðåøèòå ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
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
x1 − 2x2 + 3x3 + x4 + 2x5 = 0

3x1 + x2 − 2x3 + 4x4 + 7x5 = 0

5x1 + 4x2 − 8x3 + 2x4 + 3x5 = 0

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 + x5 = 0

.

�17. Ìåòðè÷åñêèå è åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 17.1. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî V ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû (òî÷åê ïðîñòðàíñòâà), â êî-

òîðîì äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ V îïðåäåëåíî ÷èñëî ρ(x, y),

(ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè èëè ìåòðèêà), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1. ρ(x, y) = ρ(y, x);

2. ρ(x, y) > 0 ïðè x 6= y è ρ(x, x) = 0;

3. ρ(x, y) + ρ(y, z) > ρ(x, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ðàññòîÿíèå ìîæíî ââîäèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ïðè ýòîì áóäåì ïî-

ëó÷àòü ðàçëè÷íûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, ìîæíî ââåñòè

ðàññòîÿíèå ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ïóñòü çàäàíî ëèíåéíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn. Ââåäåì â íåì ïî-

íÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è äëèíû âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 17.2. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x, y ∈ Rn íà-

çîâåì äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî (x, y), ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) (x, y) = (y, x);

2) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z);

3) (αx, y) = α(x, y);

4) (x, x) > 0 ïðè x 6= 0 è (x, x) = 0 ïðè x = 0.

Îïðåäåëåíèå 17.3. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, â êîòîðîì ââåäåíî ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì è îáîçíà÷àåòñÿ En.

Äëèíîé (íîðìîé) âåêòîðà x â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En íàçûâàåòñÿ
÷èñëî |x| =

√
(x, x).

Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ââåñòè (êàê â §9) ïî çàêîíó (x, y) =
n∑
i=1

xiyi, ãäå x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), òî äëèíó âåêòîðà x

61



ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå |x| =
√
x21 + x22 + . . .+ x2n =

√
n∑
i=1

x2i .

Äëÿ äëèíû âåêòîðà ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:

1. |x| = 0, ïðè x = 0;

2. |αx| = |α| · |x|;
3. |x+ y| 6 |x|+ |y| (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
4. |(x, y)| 6 |x| · |y| (íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî);

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Ðàññìîòðèì âåêòîð λx− y
(λ ∈ R). Ïî ñâîéñòâó 4 îïðåäåëåíèÿ 17.1 (λx − y, λx − y) > 0. Òî åñòü

λ2(x, x)− 2λ(x, y) + (y, y) > 0. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ïðèíèìàåò íåîòðè-

öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, çíà÷èò åãî äèñêðèìèíàíò D 6 0. Èìååì

D/4 = (x, y)2 − (x, x)(y, y) 6 0

(x, y)2 6 (x, x)(y, y) = |x|2 · |y|2.

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî äðîáü

−1 6
(x, y)

(x, x)(y, y)
6 1.

Ïîýòîìó äàííóþ äðîáü ìîæíî ñ÷èòàòü êîñèíóñîì íåêîòîðîãî óãëà ϕ :

cosϕ =
(x, y)

(x, x)(y, y)

Óãîë ϕ íàçîâåì óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè x è y.

Âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 1, íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì. Äâà âåê-

òîðà, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 0, íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëü-

íûìè.

Òåîðåìà 17.1. Âñÿêàÿ ñèñòåìà a1, a2, . . . , am, âåêòîðû êîòîðîé ïîïàð-

íî îðòîãîíàëüíû, ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äàííûõ âåêòîðîâ

α1a1 + α2a2 + . . . + αmam = 0 (∗). Íàéäåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êî-

ýôôèöèåíòîâ αi îíà îáðàùàåòñÿ â 0. Óìíîæèì (∗) ñêàëÿðíî íà ai.

α1(a1, ai) + . . . + αi(ai, ai) + . . . + αm(am, ai) = 0. Ïîëó÷èì αi(ai, ai) = 0,
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òàê êàê (ai, aj) = 0 ïðè i 6= j. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî i = 1,m

èìååì αi = 0. Cèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Îïðåäåëåíèå 17.4. Âåêòîðû e1, e2, . . . , en îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå En
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, åñëè äëèíà êàæäîãî ðàâíà 1 è âåêòîðû ïî-

ïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî åñòü (ei, ej) = 0 ïðè i 6= j è |ei| = 1 äëÿ êàæäîãî

i = 1, 2, . . . , n.

Ïðèâåäåì (áåç äîêàçàòåëüñòâà) îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîãî ïàðàãðàôà:

Òåîðåìà 17.2. Âî âñÿêîì n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ñó-

ùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Ïðèìåðîì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ:

e1 = (1; 0; . . . ; 0), e2 = (0; 1; . . . ; 0), . . . , en = (0; 0; . . . ; 1).

�18. Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàíû äâà áàçèñà

e1, e2, . . . , en � "ñòàðûé" áàçèñ è f 1, f 2, . . . , fn � "íîâûé" áàçèñ.

Òàê êàê âåêòîðû e1, e2, . . . , en îáðàçóþò áàçèñ, òî âåêòîðû f j =

(c1j, c2j, . . . , cnj) =
n∑
i=1

cijei ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýòîò áàçèñ.

Èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ {f j} (j = 1, n ) ñîñòàâèì ìàòðèöó C, çàïèñûâàÿ

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ {f j} â ñòîëáöû

C =


c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

. . . . . . . . . . . .

cn1 cn2 . . . cnn

 (18.1)

Ìàòðèöó C íàçûâàþò ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f j}.
Ìàòðèöà C � íåâûðîæäåííàÿ. Âåêòîðû {fj} ëèíåéíî íåçàâèñèìû, çíà-

÷èò, ðàíã ìàòðèöû C ðàâåí n èëè |C| 6= 0. Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ôîðìóëû

ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f j} ìîæíî çàïèñàòü

(f 1, f 2, . . . , fn) = (e1, e2, . . . , en)C (18.2)
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Àíàëîãè÷íî, òàê êàê {f j} � áàçèñ, âûðàçèì ÷åðåç íåãî âåêòîðû ei =

(a1i, a2i, . . . , ani) =
n∑
j=1

ajif j. Ìàòðèöà A, ýëåìåíòû êîòîðîé êîîðäèíàòû

âåêòîðîâ ei, çàïèñàííûå â ñòîëáöû, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áà-

çèñà {f j} ê áàçèñó {ei}.

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 .

Òîãäà ôîðìóëû ïåðåõîäà îò áàçèñà {f j} ê áàçèñó {ei} èìåþò âèä

(e1, e2, . . . , en) = (f 1, f 2, . . . , fn)A (18.3)

Èç (17.2) è (17.3) ñëåäóåò, ÷òî A = C−1.

Âûâåäåì ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êîîðäèíàòû âåêòîðà â "ñòàðîì" è

"íîâîì" áàçèñàõ. Ïóñòü x =
n∑
i=1

ξiei è x =
n∑
j=1

ηjf j . Òîãäà

x =
n∑
j=1

ηjf j =
n∑
j=1

ηj(
n∑
i=1

cijei) =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

ηjcij)ei =
n∑
i=1

ξiei

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå
ξ1

ξ2

. . .

ξn

 = η1


c11

c21

. . .

cn1

+ η2


c12

c22

. . .

cn2

+ . . .+ ηn


c1n

c2n

. . .

cnn

 =

=


c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

. . . . . . . . . . . .

cn1 cn2 . . . cnn




η1

η2

. . .

ηn

 .

Âûâåëè ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè èçìåíåíèè áàçèñà
ξ1

ξ2

. . .

ξn

 = C


η1

η2

. . .

ηn

 ,


η1

η2

. . .

ηn

 = C−1


ξ1

ξ2

. . .

ξn

 (18.4)
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Ïðèìåð 18.1. Â áàçèñå e1, e2, e3 çàäàíû âåêòîðû f 1 = (1; 3; 1), f 2 =

(1; 2;−1), f 3 = (2; 8; 7). Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû f 1, f 2, f 3 îáðàçóþò áàçèñ.

Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà x = (1; 7; 10) â íîâîì áàçèñå.

Ðåøåíèå . Ñîñòàâèì ìàòðèöó C ïåðåõîäà îò "ñòàðîãî" áàçèñà ê "íîâî-

ìó": C =

 1 1 2

3 2 8

1 −1 7

. Åñëè âåêòîðû f 1, f 2, f 3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî
ñòîëáöû ìàòðèöû C ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî åñòü r(C) = 3 èëè |C| 6= 0.

|C| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2

3 2 8

1 −1 7

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2

0 −1 2

0 −2 5

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −1 2

−2 5

∣∣∣∣∣ = −1.

Ìàòðèöà C íåâûðîæäåííàÿ è ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò "ñòàðîãî"

áàçèñà ê "íîâîìó". Íàéäåì ìàòðèöó C−1, îáðàòíóþ ê C.

C−1 = −

 22 −9 4

−13 5 −2

−5 2 −1

 =

 −22 9 −4

13 −5 2

5 −2 1

.
Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f j} èìåþò âèä

(f 1, f 2, f 3) = (e1, e2, e3) ·

 1 1 2

3 2 8

1 −1 7

 .

Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà x â "íîâîì" áàçèñå: η1

η2

η3

 =

 −22 9 −4

13 −5 2

5 −2 1

 ·
 1

7

10

 =

 1

−2

1


Èòàê, x = (1;−2; 1).

Ïóñòü áàçèñû e1, e2, . . . , en è f 1, f 2, . . . , fn ïðîñòðàíñòâà En îðòîíîð-

ìèðîâàíû, òî åñòü âåêòîðû áàçèñîâ åäèíè÷íûå è ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû:

|ei| = 1, |f i| = 1, (ei, ej) = 0, (f i, f j) = 0.

Ïóñòü çàäàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ f i = (q1i, q2i, . . . , qni) â "ñòàðîì"

áàçèñå (i = 1, 2, . . . , n).
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Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n èìååì |f i|2 = (q1i)
2 + (q2i)

2 + . . . +

(qni)
2 = 1 è (f i, f j) = q1iq1j + q2iq2j + . . .+ qniqnj = 0 ïðè i 6= j.

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f j} èìååò âèä

Q =


q11 q12 . . . q1n

q21 q22 . . . q2n

. . . . . . . . . . . .

qn1 qn2 . . . qnn

 (18.5)

Îïðåäåëåíèå 18.1. Ìàòðèöà, â êîòîðîé ñóììà êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ

êàæäîãî ñòîëáöà ðàâíà 1, à ñóììà ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëå-

ìåíòîâ äâóõ ñòîëáöîâ ðàâíà 0 íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 18.1. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áà-

çèñà ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Òåîðåìà 18.2. Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöå, ñîâïàäà-

åò ñ òðàíñïîíèðîâàííîé, òî åñòü Q−1 = QT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå

QT ·Q =


q11 q21 . . . qn1

q12 q22 . . . qn2

. . . . . . . . . . . .

q1n q2n . . . qnn

 ·

q11 q12 . . . q1n

q21 q22 . . . q2n

. . . . . . . . . . . .

qn1 qn2 . . . qnn

 = E.

Ñëåäñòâèå 18.3. Îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ±1

(|Q| = ±1).

Äîêàçàòåëüñòâî. |Q−1 ·Q| = |QT ·Q| = |QT | · |Q| = |Q|2 = 1.

Çàäàíèå 18.1. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå äàíû òðè âåêòîðà a = (3;−2),

b = (−2; 1), c = (7;−4). Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû a è b ìîæíî ïðèíÿòü çà

íîâûé áàçèñ. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà c â íîâîì áàçèñå.

Çàäàíèå 18.2. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå äàíû ÷åòûðå âåêòîðà a =

(3;−2; 1), b = (−1; 1;−2), c = (2; 1;−3), d = (11;−6; 5). Äîêàæèòå, ÷òî
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âåêòîðû a, b, c ìîæíî ïðèíÿòü çà íîâûé áàçèñ. Çàïèøèòå ìàòðèöó ïåðå-

õîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà d â íîâîì

áàçèñå.

Çàäàíèå 18.3. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå äàíû ÷åòûðå âåêòîðà a = (2; 1; 0),

b = (1;−1; 2), c = (2; 2;−1), d = (3; 7;−7). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ òðîéêó

âåêòîðîâ ìîæíî ïðèíÿòü çà íîâûé áàçèñ. Íàéäèòå êàæäîãî èç âåêòîðîâ

â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç îñòàëüíûõ òðåõ âåêòîðîâ.

Çàäàíèå 18.4. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

a =

(
1√
6

; 2√
6

; 1√
6

)
, b =

(
1√
11

; 1√
11

;− 3√
11

)
, c =

(
7√
66

;− 4√
66

; 1√
66

)
,

d = (1; 2; 1). Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà d â ýòîì áàçèñå.

�19. Ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé àëãåáðû ìàòðèö � ýòî ïîíÿòèå ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà.

Ðàññìîòðèì äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà Rn è Rm. Îòîáðàæåíèå, ñòà-

âÿùåå ëþáîìó âåêòîðó x ∈ Rn åäèíñòâåííûé âåêòîð y ∈ Rm íàçûâà-

åòñÿ îïåðàòîðîì èç Rn â Rm (A : Rn −→ Rm). Îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð

y = A(x) èëè ïðîñòî y = Ax. Âåêòîð y íàçûâàåòñÿ îáðàçîì âåêòîðà x.

Îïðåäåëåíèå 19.1. Îïåðàòîð A : Rn −→ Rm íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì,

åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ x, y ∈ Rn è ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

α âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) A(x+ y) = Ax+ Ay ;

2) A(αx) = αAx.

Óñëîâèÿ 1) è 2) ìîæíî îáúåäèíèòü:

Îïðåäåëåíèå 19.2. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

âåêòîðîâ x, y ∈ Rn è ëþáûõ ÷èñåë α, β ∈ R âûïîëíåíî óñëîâèå A(αx +

βy) = αAx+ βAy .
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Åñëè Rm = Rn òî îòîáðàæåíèå A : Rn −→ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçî-

âàíèåì ïðîñòðàíñòâà Rn.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

1.Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I: Ix = x äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x ∈ Rn;

2. íóëåâîé îïåðàòîð: Ax = 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x ∈ Rn;

3. îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ: P : R3 −→ R2 è Pa = b, åñëè a =

(a1, a2, a3), b = (a1, a2).

4. îïåðàòîð ïîäîáèÿ: Ax = kx äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x ∈ Rn;

5. îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: f(x)→ f ′(x);

6. îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ: f(x)→ F (x), ãäå F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ

äëÿ f(x) íà [a; b].

Åñëè èç òîãî, ÷òî x1 6= x2 ñëåäóåò, ÷òî Ax1 6= Ax2, è äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà y ∈ Rm ñóùåñòâóåò âåêòîð x ∈ Rn òàêîé, ÷òî y = Ax, òî ãîâîðÿò,

÷òî îïåðàòîð A äåéñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.

Ïóñòü çàäàíû äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà A : Rn −→ Rn è B : Rn −→ Rn.

Ñóììîé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð A + B,

äåéñòâóþùèé ïî çàêîíó (A+B)(x) = Ax+Bx.

Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íà ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ îïåðà-

òîð αA, äåéñòâóþùèé ïî çàêîíó (αA)x = α(Ax).

Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð AB,

äåéñòâóþùèé ïî çàêîíó (AB)x = A(Bx). Â îáùåì ñëó÷àå AB 6= BA.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð B íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îïåðàòîðó A, åñëè ïðî-

èçâåäåíèå AB = I (òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð). Îáîçíà÷àåòñÿ îáðàòíûé

îïåðàòîð A−1.

Òåîðåìà 19.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâî-

âàë îáðàòíûé îïåðàòîð íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïåðàòîð A

äåéñòâîâàë âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëèì êàê äåéñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Rn −→ Rm.

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå Rn áàçèñ e1, e2, . . . , en, à â ïðîñòðàíñòâå Rm

áàçèñ f 1, f 2, . . . , fm.

Íàéäåì îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ
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Ae1 = a11f 1 + a21f 2 + . . .+ am1fm =
m∑
j=1

aj1f j = (a11; a21; . . . ; an1);

Ae2 = a21f 1 + a22f 2 + . . .+ am2fm =
m∑
j=1

aj2f j = (a12; a22; . . . ; an2);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

Aen = a1nf 1 + a2nf 2 + . . .+ amnfm =
m∑
j=1

ajnf j = (a1n; a2n; . . . ; ann).

Èç ÷èñåë aji ñîñòàâèì ìàòðèöó A, çàïèñûâàÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ Aei
â ñòîëáöû

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 (19.1)

A � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíî-

ãî îïåðàòîðà A. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó ìîæíî

ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó. Çàäàíèå ìàòðèöû ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò îáðàçà ïðîèçâîëüíîãî

âåêòîðà x. Ïóñòü îïåðàòîð A : Rn −→ Rm. Âûáåðåì áàçèñû e1, e2, . . . , en

â ïðîñòðàíñòâå Rn, è f 1, f 2, . . . , fm â ïðîñòðàíñòâå Rm.

Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

xiei � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â Rn,

y = (y1, y2, . . . , ym) =
m∑
j=1

yjf j ∈ Rm � îáðàç âåêòîðà x, A = (aij) �

ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A. Òîãäà

y = Ax = A(
n∑
i=1

xiei) =
n∑
i=1

xiAei =
n∑
i=1

xi(
m∑
j=1

ajif j) =
m∑
j=1

(
n∑
i=1

ajixi)f j.

Çàïèøåì ýòè âûêëàäêè ïîäðîáíåé â êîîðäèíàòàõ

y = Ax = x1(a11f 1+a21f 2+. . .+am1fm)+x2(a12f 1+a22f 2+. . .+am2fm)+

. . .+ xn(a1nf 1 + a2nf 2 + . . .+ amnfm) = (x1a11 + x2a12 + . . .+ xna1n)f 1 +

+(x1a21 + x2a22 + . . .+ xna2n)f 2 + . . .+ (x1am1 + x2am2 + . . .+ xnamn)fm.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà y ïî áàçèñó èìååì

yj =
n∑
i=1

xiaji.

69



èëè â êîîðäèíàòàõ


y1 = x1a11 + x2a12 + . . .+ xna1n

y2 = x1a11 + x2a12 + . . .+ xna1n

. . . . . . . . .

ym = x1a11 + x2a12 + . . .+ xna1n

,

è ìàòðè÷íîé ôîðìå 
y1

y2

. . .

ym

 = A


x1

x2

. . .

xn

 . (19.2)

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : Rn −→ Rm

äîñòàòî÷íî çàäàòü îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Çàäàíèåì ýòèõ îáðàçîâ

îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî òåîðåì î ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ:

Òåîðåìà 19.2. Ïóñòü e1, e2, . . . , en � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Rn,

f 1, f 2, . . . , fn � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå Rm. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð A : Rn −→ Rm òàêîé ÷òî Aei = f i.

Òàê êàê âñå îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè ìîæíî ñâåñòè ê

îïåðàöèÿì íàä ìàòðèöàìè îïåðàòîðîâ, òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 19.3. Ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ AB ðàâíà ïðîèçâå-

äåíèþ ìàòðèö îïåðàòîðîâ A è B.

Â ïðîñòðàíñòâå Rn áàçèñ ìîæíî âûáðàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íî

òîãäà è ìàòðèöû îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ áóäóò ðàçíûìè. Ñâÿçü ìåæ-

äó ìàòðèöàìè îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ âûðàæàåòñÿ òåîðåìîé

Òåîðåìà 19.4. Ìàòðèöû A è A∗ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â áàçèñàõ {ei}
è {f j} ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì A∗ = C−1AC, ãäå C � ìàòðèöà ïåðåõîäà

îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f j}.

Òåîðåìà 19.5. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íå ìåíÿ-

åòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó.

Ýòó òåîðåìó äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ïðèìåð 19.1. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé ïî çàêîíó Ax =

(2x1+x2+x3, x1+x2, 2x2−3x3), ëèíåéíûé. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà

â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå è îáðàç âåêòîðà a = (3; 2;−1) äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ðåøåíèå . Äîêàæåì ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà A.

1) (2(x1+y1)+(x2+y2)+(x3+y3), (x1+y1)+(x3+y3), 2(x2+y2)−3(x2+y3)) =

(2x1 + x2 + x3, x1 + x2, 2x2 − 3x3) + (2y1 + y2 + y3, y1 + y2, 2y2 − 3y3), òî

åñòü A(x+ y) = Ax+ Ay ;

2) A(αx) = (α(2x1 + x2 + x3), α(x1 + x2), α(2x2 − 3x3)) =

= α(2x1 + x2 + x3, x1 + x2, 2x2 − 3x3) = αAx.

Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîð A � ëèíåéíûé.

Íàéäåì ìàòðèöó îïåðàòîðà. Äëÿ ýòîãî íàéäåì îáðàçû áàçèñíûõ âåêòî-

ðîâ Ae1 = (2, 1, 0), Ae2 = (1, 1, 2), Ae3 = (1, 0, −3) è ñîñòàâèì ìàòðèöó

îïåðàòîðà A =

 2 1 1

1 1 0

0 2 −3

 .

Íàéäåì îáðàç âåêòîðà a, ïîäñòàâèâ åãî êîîðäèíàòû â ôîðìóëó, êîòî-

ðîé çàäàåòñÿ îïåðàòîð: Aa = (6+2−1; 3+2; 2+3) = (7; 5; 5) è èñïîëüçóÿ

ìàòðèöó îïåðàòîðà

Aa =

 2 1 1

1 1 0

0 2 −3


 3

2

−1

 =

 7

5

5

 .

Çàäàíèå 19.1. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (2x1 − x2 + 4x3;x1 + 5x2 − x3; 7x1 + 4x2 + x3). Äîêàæèòå, ÷òî

îïåðàòîð A ëèíåéíûé.

Çàäàíèå 19.2. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (2x1 − x2 + 4x3;x1 + 5x2 − x3; 7x1 + 4x2 + x3). Íàéäèòå îáðàçû

âåêòîðîâ a = (−1; 3;−5) è b = (−4; 1;−2) äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Çàäàíèå 19.3. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = [a, c], ãäå c = (−1; 4; 3). Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A ëèíåéíûé.

Íàéäèòå ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà.

Çàäàíèå 19.4. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé
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îäíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

Çàäàíèå 19.5. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (2x1 − x2 + 4;x1 + x2 − x3; 7x1 + 4x2 + x3). Ïðîâåðüòå, áóäåò ëè

îïåðàòîð A ëèíåéíûì.

�20. Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ.

Ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííîé x íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an, (20.1)

ãäå n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, a0, a1, . . ., an−1, an � ëþáûå ÷èñëà;

ïðè÷åì a0 6= 0. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(x). Êîýô-

ôèöèåíò a0 � íàçûâàþò ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà f(x), à

ñàì îäíî÷ëåí a0xn � åãî ñòàðøèì ÷ëåíîì. Êîýôôèöèåíò an íàçûâàåò-

ñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Ìíîãî÷ëåí, ñòàðøèé êîýôôèöèåíò êîòîðîãî ðàâåí

1, íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì. Ìíîãî÷ëåíû, êàê è ëþáûå àëãåáðàè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ, ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è óìíîæàòü ïî îáû÷íûì ïðà-

âèëàì ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ.

Âìåñòî ïåðåìåííîé x â ìíîãî÷ëåí f(x) ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáîå ÷èñ-

ëî c. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ

çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ïðè x = c (èëè â òî÷êå c) è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç f(c). ×èñëî c íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x), åñëè çíà÷åíèå

ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå c ðàâíî íóëþ.

Ââåäåì ïîíÿòèå ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ. Äâà ìíîãî÷ëåíà íàçûâàþò-

ñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü è èõ ñîîòâåòñòâóþùèå

êîýôôèöèåíòû ðàâíû. Òàêîå ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå, òî åñòü åñëè

f(x) = a0x
n+a1x

n−1+. . .+an−1x+an, g(x) = b0x
m+b1x

m−1+. . .+bm−1x+bm

è ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) ðàâíû, òîm = n è a0 = b0, a1 = b1, . . . , an = bn.

Îäíàêî ìíîãî÷ëåí f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ. Äâà ìíîãî÷ëåíà f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ
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ðàâíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî c ∈ R f(c) = g(c). Òàêîå ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëå-

íîâ íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì â ôóíêöèîíàëüíîì ñìûñëå.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíî-

ãî÷ëåí. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí

g(x) 6= 0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí q(x), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî

f(x) = g(x) · q(x) (20.2)

Åñëè f(x) äåëèòñÿ íà g(x), òî ýòî ïðèíÿòî çàïèñûâàòü òàê f(x)
...g(x).

Ìíîãî÷ëåí q(x) â ðàâåíñòâå (19.2) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ f(x)

íà g(x). Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí q(x) â ðàâåíñòâå (19.2) îïðåäåëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî.

Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ñâîèìè ñâîéñòâàìè ïîõîæà íà äåëèìîñòü öå-

ëûõ ÷èñåë. Óêàæåì íà îäíó âàæíóþ àíàëîãèþ.

Òåîðåìà 20.1. (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì). Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x)

è ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà

ìíîãî÷ëåíîâ q(x) è r(x), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) = g(x) · q(x) + r(x), (20.3)

ãäå ìíîãî÷ëåí r(x) ëèáî íóëåâîé, ëèáî èìååò ñòåïåíü, ìåíüøóþ ÷åì

ñòåïåíü g(x).

Íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî è îñòàòêà îáû÷íî ïðèìåíÿþò

ìåòîä âû÷èñëåíèÿ, íàçâàííûé "äåëåíèå óãëîì".

ßñíî, ÷òî f(x) äåëèòñÿ íà g(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îñòàòîê

r(x) îò äåëåíèÿ f(x) íà g(x) ðàâåí íóëþ.

Ðàññìîòðèì äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) íà ëèíåéíûé äâó÷ëåí x− α.

Òåîðåìà 20.2. (Áåçó) Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà äâó-

÷ëåí x− α ðàâåí çíà÷åíèþ ìíîãî÷ëåíà f(x) â òî÷êå x = α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí f(x) è ðàçäåëèì

åãî ñ îñòàòêîì íà äâó÷ëåí x− α. Òàê êàê ñòåïåíü ýòîãî äâó÷ëåíà ðàâíà

73



1, òî îñòàòîê ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî èìååò íóëåâóþ ñòåïåíü. È â òîì è â

äðóãîì ñëó÷àå îñòàòîê r åñòü ÷èñëî. Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå f(x) = (x−a) ·q(x)+r. Ïîëîæèâ â ýòîì òîæäåñòâå x = α, ïîëó÷èì,

÷òî f(α) = r.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç ýòîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 20.3. Ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà x − α òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì.

f(x) = (x− α) · q(x) (20.4)

Ñëåäñòâèå 20.4. Åñëè α1, α2, . . . , αk � ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f(x), òî f(x) äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå (x− α1)(x− α2) · . . . · (x− αk).

f(x) = ((x− α1) · (x− α2) · . . . · (x− αk)) · q(x) (20.5)

Ñëåäñòâèå 20.5. ×èñëî ðàçëè÷íûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà, îòëè÷íîãî îò

íóëÿ, íå áîëüøå ÷åì åãî ñòåïåíü.

Åñëè ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x), òî ïî òåîðåìå Áåçó

f(x) äåëèòñÿ íà x−α. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì ÷àñòíîãî, òîãäà f(x) áóäåò, ïîíÿòíî, äåëèòüñÿ íà (x − α)2 è òàê

äàëåå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ êðàòíûì êîðíåì ìíîãî÷ëå-

íà.

×èñëî α íàçûâàåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà f(x), åñëè f(x)

äåëèòñÿ íà (x−α)k, íî íå äåëèòñÿ íà (x−α)k+1, òî åñòü f(x) = (x−α)k ·
q(x) è q(α) 6= 0. Êîðíè êðàòíîñòè 1 íàçûâàþò ïðîñòûìè êîðíÿìè.

Â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè âñåãäà ìîæíî îòûñ-

êàòü åãî ðàöèîíàëüíûå, â ÷àñòíîñòè, öåëûå êîðíè, åñëè, êîíå÷íî, îíè

ñóùåñòâóþò. Ñïîñîá îòûñêàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ öå-

ëûìè êîýôôèöèåíòàìè äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 20.6. Åñëè íåñîêðàòèìàÿ äðîáü pq ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëå-

íà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí äåëèòñÿ íà p, à

ñòàðøèé êîýôôèöèåíò äåëèòñÿ íà q.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò âàæíîå
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Ñëåäñòâèå 20.7. Âñå ðàöèîíàëüíûå êîðíè ïðèâåäåííîãî ìíîãî÷ëåíà ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè � öåëûå è ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ñâîáîäíîãî

÷ëåíà.

�21. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà..

Ïóñòü îïåðàòîð A : Rn −→ Rn (îòîáðàæàåò Rn â ñåáÿ).

Îïðåäåëåíèå 21.1. Âåêòîð x 6= 0 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, à

÷èñëî λ � ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, åñëè îíè ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì

Ax = λx (21.1)

(ãîâîðÿò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûé âåêòîð x îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð x 6= 0 ïðè äåéñòâèè

îïåðàòîðà A ïåðåõîäèò â êîëëèíåàðíûé âåêòîð. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîíÿ-

òèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì è óäîáíûì ïðè èçó÷åíèè

ìíîãèõ âîïðîñîâ ìàòðè÷íîé àëãåáðû è åå ïðèëîæåíèé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû. Òàê ó îïåðàòîðà ïîäîáèÿ âñå âåêòîðû ñîáñòâåííûå, à

îïåðàòîð ïîâîðîòà íà óãîë ϕ 6= π íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò ñîáñòâåííûå

âåêòîðû.

Ïóñòü A : Rn −→ Rn è x = (x1, x2, . . . , xn) 6= 0 � ñîáñòâåííûé âåêòîð

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, òî åñòü Ax = λx è A � ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòî-

ðà. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (21.1) â êîîðäèíàòíîì âèäå:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = λx1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = λx2

. . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = λxn

èëè
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
(a11 − λ)x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + (a22 − λ)x2 + . . .+ a2nxn = 0

. . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ (ann − λ)xn = 0

.

Â ìàòðè÷íîì âèäå ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:

(A− λE)x = 0. (21.2)

Ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè èìååò íåòðèâèàëüíîå

ðåøåíèå, åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0.

|A− λE| = 0 (21.3)

èëè ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (21.4)

Îïðåäåëèòåëü |A−λE| ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî λ

è íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì, à ðàâåíñòâî (21.3) íà-

çûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì îïåðàòîðà A. Ðåøèì óðàâíå-

íèå (íàéäåì åãî êîðíè λ1, λ2, . . . , λn). Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ λi â ñèñòåìó (21.2), íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû xi, îòâå-

÷àþùèå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λi.

Âñå âû÷èñëåíèÿ êîððåêòíû, òàê êàê ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Òåîðåìà 21.1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå {ei}, A∗ �
ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå {f j}, C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà

{ei} ê áàçèñó {f j}. Ïî òåîðåìå 19.4 A∗ = C−1AC. Ðàññìîòðèì è ïðåîá-

ðàçóåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí |A∗ − λE| = |C−1AC − λE| =

= |C−1AC − λC−1EC| = |C−1(A − λE)C| = |C−1||A − λE||C| =

= |A− λE||C−1C| = |A− λE|.
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Ïðèìåð 21.1. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïå-

ðàòîðà Ax = (2x1 + 3x2, 2x1 + x2, x1 − 3x2 + 2x3).

Ðåøåíèå . Íàéäåì îáðàçû âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà:

Ae1 = (2, 2, 1); Ae2 = (2, 1, 0); Ae3 = (1, −3, 2) è çàïèøåì ìàòðè-

öó îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå: A =

 2 3 0

2 1 0

1 −3 2

.
Ñîñòàâèì è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 3 0

2 1− λ 0

1 −3 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî òðåòüåìó ñòîëáöó, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(2− λ)((2− λ)(1− λ)− 6) = 0 èëè (2− λ)(λ2 − 3λ− 4) = 0. Ðåøèâ åãî,

íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà: λ1 = −1, λ2 = 4, λ3 = 2.

×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ λ ðåøèì

ñèñòåìó

(A− λE)X =

 2− λ 3 0

2 1− λ 0

1 −3 2− λ


 x1

x2

x3

 = 0.

Ðàññìîòðèì λ1 = −1. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
3x1 + 3x2 = 0

2x1 + 2x2 = 0

x+ 1− 3x2 + 3x3 = 0

. Åå îáùåå ðåøåíèå

{
x2 = −x1
x3 = −4

3x1
.

Ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûé âåêòîð c1 = (3, −3, −4) (ìîæíî âçÿòü ëþáîé êîë-

ëèíåàðíûé åìó âåêòîð).

Ðàññìîòðèì λ2 = 4. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
−2x+3x2 = 0

2x1 − 3x2 = 0

x1 − 3x2 − 2x3 = 0

. Åå îáùåå ðåøåíèå

{
x2 = −1, 5x1

x3 = −0, 5x1
.

Ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûé âåêòîð c2 = (2, −3, −1).

Ðàññìîòðèì λ3 = 2. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
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
3x2 = 0

2x1 − x2 = 0

x1 − 3x2 = 0

. Åå îáùåå ðåøåíèå

{
x1 = 0

x2 = 0
.

Ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûé âåêòîð c3 = (0, 0, 1) (x3 � ñâîáîäíîå íåèçâåñòíîå).

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A: c1 = (3, −3, −4) îòâå÷àåò ñîá-

ñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = −1, c2 = (2, −3, −1) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó

λ2 = 4, c3 = ((0, 0, 1)) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ3 = 2.

Ïðèìåð 21.2. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàò-

ðèöû A =

 3 −1 1

4 −1 2

8 −4 5

 .

Ðåøåíèå . Äëÿ ìàòðèöû A ñîñòàâèì è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 1

4 −1− λ 2

8 −4 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòðîêå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(3−λ)((−1−λ)(5−λ)+8)+1(4(5−λ)−16)+1(−16−8(−1−λ)) = 0 èëè

−λ3+7λ2−11λ+5 = 0. Ðåøèâ åãî, íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà:

λ1,2 = 1, λ3 = 5.

×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ λ ðåøèì

ñèñòåìó

(A− λE)X =

 3− λ −1 1

4 −1− λ 2

8 −4 5− λ


 x1

x2

x3

 = 0.

Ðàññìîòðèì λ = 1. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x1 − x2 + x3 = 0

4x1 − 2x2 + 2x3 = 0

8x1 − 4x2 + 4x3 = 0

. Åå îáùåå ðåøåíèå x3 = x2 − 2x1

Ïîëó÷èëè, ÷òî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = 1 îòâå÷àþò äâå ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà c1 = (1, 0, −2) è c2 = (0, 1, 1).

Ðàññìîòðèì λ = 5. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
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
−2x1 − x2 + x3 = 0

4x1 − 6x2 + 2x3 = 0

8x1 − 4x2 = 0

. Åå îáùåå ðåøåíèå

{
x2 = 2x1

x3 = 4x1
.

Ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûé âåêòîð c3 = (1, 2, 4).

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A: c1 = (1, 0,−2) è c2 = (0, 1, 1)

îòâå÷àþò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = 1, c3 = (1, 2, 4) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ = 5.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà A.

Ïðåäëîæåíèå 21.2. Åñëè ñîáñòâåííûé âåêòîð x 6= 0 îòâå÷àåò ñîá-

ñòâåííîìó ÷èñëó λ, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α 6= 0 âåêòîð αx òàêæå áóäåò

ñîáñòâåííûì âåêòîðîì.

Ýòî âåðíî, òàê êàê A(αx) = αAx = α(λx) = λ(αx).

Òåîðåìà 21.3. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòî-

ðà A, îòâå÷àþùèõ îäíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì âåêòîðîì ýòîãî îïåðàòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x 6= 0 è y 6= 0 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå-

÷àþùèå îäíîìó ÷èñëó λ, òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α è β âåêòîð αx+ βy 6= 0

òàêæå áóäåò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî, A(αx+βy) = αAx+

βAy = αλx+ βλy = λ(αx+ βy). �

Ñëåäñòâèå 21.4. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ îä-

íîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ âìåñòå ñ íóëåâûì âåêòîðîì îáðàçóåò ëèíåé-

íîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Îïðåäåëèòåëü |A−λE| ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî

λ. Ïî òåîðåìå Áåçó, åñëè λ0 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà, òî åñòü P (λ0) = 0, òî

P (λ) = (λ−λ0)kQ(λ), ãäå Q(λ0) 6= 0. Åñëè k = 1, òî λ0 � ïðîñòîé êîðåíü

ìíîãî÷ëåíà, åñëè k > 1, òî λ0 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà êðàòíîñòè k.

Èìååò ìåñòî òåîðåìà.

Òåîðåìà 21.5. Åñëè λ0 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

êðàòíîñòè k, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå k ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 21.6. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû x1, x2, . . . , xm ëèíåéíîãî îïåðà-
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òîðà A, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λ1, λ2, . . . , λm ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû.

Íàèáîëåå ïðîñòûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ îïåðàòî-

ðû, êîòîðûå èìåþò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòî-

ðîâ e1, e2, . . . , en, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì

λ1, λ2, . . . , λn. Ïðèíÿâ âåêòîðû e1, e2, . . . , en çà áàçèñ (ýòî ìîæíî ñäåëàòü,

òàê êàê îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû), è âû÷èñëèâ èõ îáðàçû Aei = λiei, íàé-

äåì ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå
λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λn


Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 21.7. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýòîãî îïåðàòîðà, èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 21.8. Åñëè ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì

áàçèñå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, òî âñå âåêòîðû ýòîãî áàçèñà � ñîáñòâåííûå

âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Èç òåîðåì 21.7 è 21.8 ñëåäóåò âàæíîå óñëîâèå, äîñòàòî÷íîå äëÿ òî-

ãî, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà A ñóùåñòâîâàë áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 21.9. Åñëè îïåðàòîð A èìååò n ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñóùåñòâóåò áàçèñ

èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è ìàòðèöà îïåðàòîðà â

ýòîì áàçèñå èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Òåîðåìà 21.10. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà îáëàäàþò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ñóììà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ðàâíà ñëåäó ýòîé ìàòðèöû,

òî åñòü ñóììå åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

2. Ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ðàâíî îïðåäåëèòåëþ

ýòîé ìàòðèöû.
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Òåîðåìà 21.11. ×èñëî, îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðè-

öû A, ðàâíî åå ðàíãó. Â ÷àñòíîñòè, âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A

îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ.

Òåîðåìà 21.12. 1. Åñëè λ0 � ñîáñòâåííîå ÷èñëî íåâûðîæäåííîé ìàò-

ðèöû A, òî 1/λ0 � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A−1.

2. Åñëè λ0 � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A, òî λk0 � ñîáñòâåííîå

÷èñëî ìàòðèöû Ak äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 1.

Òåîðåìà 21.13. Ïóñòü ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A � ñèììåòðè-

÷åñêàÿ. Òîãäà

1. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû äåéñòâèòåëüíû.

2. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå

ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàòðèöó âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü A =(
a b

b c

)
� ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå äëÿ ýòîé ìàòðèöû èìååò âèä |A− λE| =

∣∣∣∣∣ a− λ b

b c− λ

∣∣∣∣∣ = 0

èëè λ2− (a+ c)λ+ ac− b2 = 0. Äèñêðèìèíàíò ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ D = (a − c)2 + 4b2 íåîòðèöàòåëåí. Çíà÷èò, óðàâíåíèå èìååò

äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.

Ïðèìåð 21.3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïå-

ðàòîðà A =

 0 −1 1

−1 3 2

1 2 3

.
Ðåøåíèå . Ìàòðèöà A � ñèììåòðè÷åñêàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå

÷èñëà ýòîé ìàòðèöû äåéñòâèòåëüíûå, à ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.

Ñîñòàâèì è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ −1 1

−1 3− λ 2

1 2 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
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−λ3+6λ2−3λ−10 = 0. Ðåøèâ åãî, íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà:

λ1 = −1, λ2 = 2, λ3 = 5. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A: c1 = (2, 1,−1) îòâå÷àåò ñîáñòâåí-

íîìó ÷èñëó λ1 = −1, c2 = (1,−1, 1) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 = 2,

c3 = (0, 1, 1) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ3 = 5.

Ïðîâåðèì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíû. Òàê

(c1, c2) = 2 · 1 + 1 · (−1) − 1 · 1 = 0, (c1, c3) = 2 · 0 + 1 · 1 − 1 · 1 = 0,

(c2, c3) = 1 · 0− 1 · 1 + 1 · 1 = 0.

Èç ðàâåíñòâà íóëþ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñëåäóåò ïîïàðíàÿ îðòîãî-

íàëüíîñòü âåêòîðîâ.

Ïðèìåð 21.4. Â íåêîòîðîé ôèðìå êîíòðîëèðóþùèå ïðèáîðû ýêñïëóà-

òèðóþòñÿ íå áîëåå òðåõ ëåò, ïðè÷åì åæåãîäíî (â íà÷àëå ãîäà) çàìåíÿåòñÿ

30% ïðèáîðîâ, ïðîðàáîòàâøèõ ê ýòîìó âðåìåíè 2 ãîäà, è âñå ïðèáîðû,

ïðîðàáîòàâøèå 3 ãîäà. Ïðèáîðû, ïðîðàáîòàâøèå ãîä çàìåíå íå ïîäëåæàò.

Íàéäèòå óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèáîðîâ ïî ñðîêàì ýêñïëóàòàöèè, òî

åñòü ðàñïðåäåëåíèå íå ìåíÿþùååñÿ èç ãîäà â ãîä.

Ðåøåíèå . Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ïóñòü ui,t � ÷èñëî ïðèáîðîâ, êîòîðûå ê

íà÷àëó t-ãî ãîäà ïðîðàáîòàëè i ëåò. Âûðàçèì ui,t ÷åðåç ui,t−1 (i = 1, 2, 3).

Ê íà÷àëó òåêóùåãî ãîäà 1 ãîä ïðîðàáîòàþò òå ïðèáîðû (èõ ÷èñëî îáî-

çíà÷èì ÷åðåç u1,t), êîòîðûå áûëè çàìåíåíû â íà÷àëå ïðåäûäóùåãî, òî

åñòü 30% ïðèáîðîâ, ïðîðàáîòàâøèõ ê íà÷àëó ïðåäûäóùåãî ãîäà 2 ãîäà è

100% ïðèáîðîâ, ïðîðàáîòàâøèõ ê íà÷àëó ïðåäûäóùåãî ãîäà 3 ãîäà:

u1,t = 0 · u1,t−1 + 0, 3 · u2,t−1 + 1 · u3,t−1,

Ê íà÷àëó òåêóùåãî ãîäà 2 ãîäà ïðîðàáîòàþò òå ïðèáîðû (èõ ÷èñëî îáî-

çíà÷èì ÷åðåç u2,t), êîòîðûå ê íà÷àëó ïðåäûäóùåãî ãîäà ïðîðàáîòàëè 1

ãîä (îíè íå ïîäëåæàò çàìåíå):

u2,t = 1 · u1,t−1 + 0 · u2,t−1 + 0 · u3,t−1,

Ê íà÷àëó òåêóùåãî ãîäà 3 ãîäà ïðîðàáîòàþò òå ïðèáîðû (èõ ÷èñëî îáî-

çíà÷èì ÷åðåç u3,t), êîòîðûå ê íà÷àëó ïðåäûäóùåãî ãîäà ïðîðàáîòàëè 2
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ãîä è íå áûëè çàìåíåíû, òî åñòü 70% îò ÷èñëà ïðèáîðîâ, ïðîðàáîòàâøèõ

2 ãîäà:

u3,t = 0 · u1,t−1 + 0, 7 · u2,t−1 + 0 · u3,t−1,

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç

u =

 u1,t

u2,t

u3,t

 A =

 0 0, 3 1

1 0 0

0 0, 7 0


ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Aut−1 = ut.

Ðàñïðåäåëåíèå ïðèáîðîâ áóäåò óñòîé÷èâûì, åñëè íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ

âåêòîð u, òî åñòü ut−1 = ut è ïðè íåèçìåííîì ïðîöåíòíîì ñîñòàâå ïî

ãîäàì ñëóæáû âåêòîð u áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

Au = u.

Çíà÷èò, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå ìàòðèöà A äîëæ-

íà èìåòü 1 ñîáñòâåííûì ÷èñëîì. Íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A.

Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå.

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0, 3 1

1 −λ 0

0 0, 7 −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ −λ3 + 0, 3λ+ 0, 7 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü λ = 1.

Íàéäåì òåïåðü ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó

λ = 1.

(A − 1 · E)x = 0 ⇔

 −1 0, 3 1

1 −1 0

0 0, 7 −1


 x1

x2

x3

 = 0 ⇔


−x1 + 0, 3x2 + x3 = 0

x1 − x2 = 0

0, 7x2 − x3 = 0

⇔


−0, 7x2 + x3 = 0

x1 − x2 = 0

0, 7x2 − x3 = 0

⇔

{
x1 − x2 = 0

0, 7x2 − x3 = 0
⇔


x1 = x2

x2 ∈ R

x3 = 0, 7x2

⇔ x =

 a

a

0, 7a

 , a 6= 0.
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Çàäàíèå 21.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåêòîð a = (1; −1; −1; −1) ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì âåêòîðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A =


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

.
Çàäàíèå 21.2. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (3x1 + 4x2; 5x1 + 2x2).

Çàäàíèå 21.3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (4x1 − x2 − x3; 6x2; 2x1 + 5x2 + x3).

Çàäàíèå 21.4. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (x1+2−x2−x3; 2x1−x2+4x3; x1−8x2+11x3).

Çàäàíèå 21.5. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (5x1 + 2x2 − 3x3; −x1 + x3; x1 + 2x2 − x3).

Çàäàíèå 21.6. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (3x1 + x2; −4x1 − x2; 4x1 − 8x2 − 2x3).

�22. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èññëåäî-

âàòü êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

Îïðåäåëåíèå 22.1. Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé L(x1, x2, . . . , xn) îò n ïåðå-

ìåííûõ íàçûâàåòñÿ ñóììà, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëèáî êâàäðà-

òîì îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ëèáî ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ðàçíûõ ïåðåìåííûõ,

âçÿòûõ ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì.

L(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj (22.1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû aij � äåé-

ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì aij = aji. Ìàòðèöà A = (aij) (i, j = 1, . . . , n),

ñîñòàâëåííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, íàçûâàåòñÿ ìàò-

ðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.
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Â ìàòðè÷íîé çàïèñè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò âèä

L = XAXT ,

ãäå X = (x1, x2, . . . , xn) � ìàòðèöà-ñòðîêà ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 22.1. Çàïèøèòå â ìàòðè÷íîì âèäå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

L(x1, x2, x3) = 5x21 − 8x1x2 + 14x2x3 + 3x22 − 9x23.

Ðåøåíèå . Íàéäåì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Åå äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû ðàâíû êîýôôèöèåíòàì ïðè êâàäðàòàõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü 4,

1, −3, à äðóãèå � ïîëîâèíå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷-

íîé ôîðìû. Ïîýòîìó ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò âèä

A =

 5 −4 0

−4 3 7

0 7 −9

 è êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìîæíî çàïèñàòü

L(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3)

 5 −4 0

−4 3 7

0 7 −9


 x1

x2

x3

 .

Âûÿñíèì, êàê èçìåíÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðè íåâûðîæäåííîì

ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü ìàòðèöû-ñòîëáöû ïåðåìåííûõ X = (x1, x2, . . . , xn)
T è

Y = (y1, y2, . . . , yn)
T ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì X = CY , ãäå C = (cij) �

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.

Òåîðåìà 22.1. Ïðè íåâûðîæäåííîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðå-

ìåííûõ X = CY ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðèíèìàåò âèä

A∗ = CTAC.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj íàçûâàåòñÿ êà-

íîíè÷åñêîé (èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä), åñëè aij = 0 ïðè i 6= j.

L = a11x
2
1 + a22x

2
2 + . . .+ annx

2
n =

n∑
i=1

aiix
2
i . (22.2)

Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, çàäàííîé â êàíîíè÷åñêîì âèäå, ÿâëÿåòñÿ

äèàãîíàëüíîé.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 22.2. Ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåí-

íîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê

êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ïðèìåð 22.2. Ïðèâåäèòå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

L(x, y) = 3x2 − 12xy + 2y2 .

Ðåøåíèå . Ñíà÷àëà âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïðè ïåðåìåííîé x:

L(x, y) = 3(x2 − 4xy + 4y2)− 12y2 + 2y2 = 3(x− 2y)2 − 10y2.

Ïîëó÷èëè, ÷òî íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå x1 = x− 2y,

y1 = y ïðèâîäèò äàííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó: L1(x1, y1) = 3x21−
10y21.

Ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó è äðóãèì ñïîñîáîì.

L(x, y) = 2(y2−6xy+9x2)−18x2+2x2 = 2(3x−y)2−15x2. Èòàê, âûïîëíèâ

ïðåîáðàçîâàíèå x2 = x, y2 = 3x− y, ïîëó÷èì äðóãîé êàíîíè÷åñêèé âèä

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

L(x2, y2) = −15x22 + 2y22.

Ïðèìåð 22.3. Ïðèâåäèòå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

L(x1, x2, x3) = x21 − 3x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3 + x23 .

Ðåøåíèå . Ñíà÷àëà âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïðè ïåðåìåííîé x1, à çà-

òåì ïðè ïåðåìåííîé x2:

L =

[
x21 − 2x1

(
1
2(3x2 − 4x3)

)
+
(

1
2(3x2 − 4x3)

)2]
−
(

1
2(3x2 − 4x3)

)2
+

2x2x3 + x23 =
(
x1 − 3

2x2 + 2x3

)2
− 9

4x
2
2 + 6x2x3 − 4x23 + 2x2x3 + x23 =(

x1 − 3
2x2 + 2x3

)2
− 9

4

(
x22 − 32

9 x2x3 + 256
81 x

2
3

)
+ 9

4 ·
256
81 x

2
3 − 3x23 =(

x1 − 3
2x2 + 2x3

)2
− 9

4

(
x2 − 16

9 x3

)2
+ 37

9 x
2
3.

Ïîëó÷èëè, ÷òî íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

y1 = x1 − 3
2x2 + 2x3, y2 = x2 − 16

9 x3, y3 = x3

ïðèâîäèò äàííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó:

L1(y1, y2, y3) = y21 − 9
4y

2
2 + 37

9 y
2
3.

Ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó è äðóãèì ñïîñîáîì. Òàê,

âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèå z1 = x1, z2 = 2x1 + x2 + x3, z3 = 7
2x1 + x2,

86



ïîëó÷èì äðóãîé êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

L2(z1, z2, z3) = 37
4 z

2
1 + z22 − z23 .

Ìû âèäèì, ÷òî êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå ÿâëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì. Îäíà è òà æå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ìîæåò

áûòü ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Îäíàêî ïî-

ëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè êàíîíè÷åñêèå ôîðìû îáëàäàþò ðÿäîì

îáùèõ ñâîéñòâ.

Òåîðåìà 22.3. (Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì) ×èñëî ñëà-

ãàåìûõ ñ ïîëîæèòåëüíûìè (îòðèöàòåëüíûìè) êîýôôèöèåíòàìè êàíî-

íè÷åñêîãî âèäà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ýòîìó âèäó.

Ñëåäóåò îòìåòèòü. ÷òî ðàíã ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, íàçûâàå-

ìûé òàêæå ðàíãîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ðàâåí ÷èñëó îòëè÷íûõ îò íóëÿ

êîýôôèöèåíòîâ êàíîíè÷åñêîãî âèäà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è íå ìåíÿåòñÿ

ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-

ìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû. Ãëàâíûå îñè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñîâïàäàþò ñ îðòîíîðìèðîâàí-

íûì áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, êàíîíè÷åñêèå êîýô-

ôèöèåíòû � ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Â ïðèìåðå 21.3 ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ïîýòîìó åå ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû L(x, y, z) = 3y2+3z2−
2xy + 2xz + 4yz. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîé êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû: c1 = (2, 1,−1) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = −1,

c2 = (1,−1, 1) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 = 2, c3 = (0, 1, 1) îòâå÷àåò

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ3 = 5. Ïî òåîðåìå 21.6 âåêòîðû c1, c2 è c3 ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýòè âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëü-

íû. Íîðìèðóåì âåêòîðà:

|c1| =
√

4 + 1 + 1 =
√

6, òîãäà c ′1 =

(
2√
6

;− 1√
6

; 1√
6

)
;

|c2| =
√

1 + 1 + 1 =
√

3, òîãäà c ′2 =

(
1√
3

;− 1√
3

; 1√
3

)
;

87



|c3| =
√

0 + 1 + 1 =
√

2, òîãäà c ′3 =

(
0; 1√

2
; 1√

2

)
.

Âåêòîðû c ′1, c
′
2, c

′
3 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Òåîðåìà 22.4. Ðàíã êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå ìåíÿåòñÿ ïðè íåâûðîæ-

äåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

(îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé, åñëè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, èç

êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

L(x1, x2, . . . , xn) > 0 (L(x1, x2, . . . , xn) < 0).

Òåîðåìà 22.5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L(x1, x2, . . . , xn)

áûëà ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi ìàòðèöû A êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû áûëè ïîëîæèòåëüíû (îòðèöàòåëüíû).

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè óñòàíîâëåíèè çíàêîïîñòîÿíñòâà êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû óäîáíî áûâàåò ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 22.6. (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà) Äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòè÷-

íàÿ ôîðìà áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû ýòîé ôîðìû áûëè ïîëîæè-

òåëüíû, òî åñòü ∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆n > 0. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

áóäåò îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè çíàêè ãëàâíûõ ìèíîðîâ ÷åðå-

äóþòñÿ, ïðè÷åì ∆1 < 0.

Ïðèìåð 22.4. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L(x1, x2) = 13x21−6x1x2+5x22.

Äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé (òî åñòü ïîëîæèòåëüíîé

èëè îòðèöàòåëüíîé).

Ðåøåíèå . Çàïèøåì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû A =

(
13 −3

−3 5

)
.

1 ñïîñîá. Íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû. Äëÿ ýòîãî ðåøèì

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå |A−λE| = 0, òî åñòü

∣∣∣∣∣ 13− λ −3

−3 5− λ

∣∣∣∣∣ = 0

èëè λ2 − 18λ + 56 = 0. Ïîëó÷èëè, ÷òî λ1 = 14, λ2 = 4. Òàê êàê êîðíè

88



õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíû, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

2 ñïîñîá. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà ∆1 = 13 > 0, ∆2 = 56 > 0.

Çíà÷èò, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ïðèìåð 22.5. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L(x1, x2, x3) = 4x21 − 6x1x2 +

4x1x3+4x22+3x23. Äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé (òî åñòü

ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé).

Ðåøåíèå . Íàéäåì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû A =

 4 −3 2

−3 4 0

2 0 3

 .

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà ∆1 = 4 > 0, ∆2 = 7 > 0, ∆3 = 5 > 0.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

�23. Ìîäåëü Ëåîíòüåâà ìíîãîîòðàñëåâîãî áàëàíñà.

Ýôôåêòèâíîå âåäåíèå ìíîãîîòðàñëåâîãî õîçÿéñòâà ïðåäïîëàãàåò íàëè-

÷èå áàëàíñà ìåæäó îòäåëüíûìè îòðàñëÿìè. Ïðè ýòîì êàæäàÿ îòðàñëü

âûñòóïàåò äâîÿêî: ñ îäíîé ñòîðîíû � ýòî ïðîèçâîäèòåëü ïðîäóêöèè, à ñ

äðóãîé � ïîòðåáèòåëü ñâîåé ïðîäóêöèè è ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííîé äðó-

ãèìè îòðàñëÿìè. Íàãëÿäíîå âûðàæåíèå ýòèõ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó îòðàñ-

ëÿìè îòðàæàåòñÿ â òàáëèöàõ, íàçûâàåìûõ òàáëèöàìè ìåæîòðàñëåâîãî

áàëàíñà. Èäåÿ îáðàáîòêè òàêèõ òàáëèö áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â òðóäàõ

ñîâåòñêèõ ýêîíîìèñòîâ, íî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî áà-

ëàíñà áûëà ðàçðàáîòàíà àìåðèêàíñêèì ýêîíîìèñòîì Âàñèëèåì Âàñèëüå-

âè÷åì Ëåîíòüåâûì (â 1925 ã. Ëåîíòüåâ ýìèãðèðîâàë èç ÑÑÑÐ). Â 1936

ãîäó â ñòàòüå "Quantitative Input and Output Relations in the Economic

System of the United States" îí âïåðâûå îïèñàë ïðèìåíåíèå äàííîé ìî-

äåëè â ýêîíîìèêå ÑØÀ. Â 1963 ãîäó çà ðàáîòû â îáëàñòè ýêîíîìèêè

Ëåîíòüåâó áûëà ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ.

Ðàçëè÷àþò çàìêíóòóþ è îòêðûòóþ ìîäåëè Ëåîíòüåâà.

Ìû ðàññìîòðèì óïðîùåííûé âàðèàíò îòêðûòîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ n îòðàñëåé ïðîìûøëåííîñòè,
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êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîèçâîäèò ñâîþ ïðîäóêöèþ. Åñëè âñÿ ïðîäóêöèè

èäåò íà âíóòðèïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå ýòîé îòðàñëüþ è äðóãèìè

îòðàñëÿìè, òî îïèñûâàþùàÿ òàêóþ ñèñòåìó ìîäåëü Ëåîíòüåâà íàçûâà-

åòñÿ çàìêíóòîé, åñëè æå ÷àñòü ïðîäóêöèè ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âíåïðîèç-

âîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ (ëè÷íîãî è îáùåñòâåííîãî), òî òàêóþ ìîäåëü

Ëåîíòüåâà íàçûâàþò îòêðûòîé.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà çà íåêîòîðûé ïåðèîä âðåìåíè (íà-

ïðèìåð, çà ãîä).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: xi � îáùèé (âàëîâûé) îáúåì ïðîäóê-

öèè i-òîé îòðàñëè (i = 1, 2, . . . , n); xij � îáúåì ïðîäóêöèè i-òîé îò-

ðàñëè, ïîòðåáëÿåìûé j-òîé îòðàñëüþ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà (i, j =

1, 2, . . . , n); yi � îáúåì êîíå÷íîãî ïðîäóêòà i-òîé îòðàñëè äëÿ íåïðî-

èçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ èëè X = (x1, x2, ..., xn)
T � âåêòîð âàëîâîãî

âûïóñêà ïðîäóêöèè, Y = (y1, y2, ..., yn)
T � âåêòîð êîíå÷íîãî ïðîäóêòà.

Ïðîèçâîäñòâåííîå Êîíå÷íîå Âàëîâûé

ïîòðåáëåíèå ïîòðåáëåíèå âûïóñê

x11 x12 x13 . . . x1n y1 x1

x21 x22 x13 . . . x2n y2 x2

. . . . . . . . .

xn1 xn2 xn3 . . . xnn yn xn

Ïðèâåäåííóþ âûøå òàáëèöó íàçûâàþò òàáëèöåé ìåæîòðàñëåâîãî áà-

ëàíñà.

Òàê êàê îáúåì ïðîäóêöèè ëþáîé îòðàñëè ðàâåí ñóììàðíîìó îáúåìó

ïðîäóêöèè, ïîòðåáëÿåìîé âñåìè n îòðàñëÿìè, è êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, òî

xi =
n∑
j=1

xij + yi, (i = 1, 2, . . . , n) (23.1)

Óðàâíåíèÿ (23.1) íàçûâàþò ñîîòíîøåíèÿìè áàëàíñà.

Ââåäåì êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò èëè òåõíîëîãè÷åñêèå êîýôôè-

öèåíòû

aij =
xij
xj

, (23.2)
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ïîêàçûâàþùèå çàòðàòû ïðîäóêöèè i-òîé îòðàñëè íà ïðîèçâîäñòâî åäè-

íèöû ïðîäóêöèè j-òîé îòðàñëè.

Çàïèøåì èõ â âèäå ìàòðèöû A, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïðÿìûõ

çàòðàò

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann

 (23.3)

Êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò íåîòðèöàòåëüíû è íà ïðîèçâîäñòâî ëþ-

áîé ïðîäóêöèè íåïîñðåäñòâåííî çàòðà÷èâàåòñÿ ïðîäóêöèÿ õîòÿ áû îäíîãî

âèäà.

Ìàòðèöó, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé íåîòðèöàòåëüíû, è â êàæäîé ñòðîêå

èëè ñòîëáöå êîòîðîé õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò îòëè÷åí îò íóëÿ, â ýêîíîìèêå

íàçûâàþò íåîòðèöàòåëüíîé è çàïèñûâàþò A > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò A íåîòðèöàòåëüíà. Àíàëîãè÷íî, âåêòîð âàëîâîãî

âûïóñêà ïðîäóêöèè è âåêòîð êîíå÷íîãî ïðîäóêòà òàêæå íåîòðèöàòåëüíû

X > 0, Y > 0.

Èçó÷àÿ ðàçâèòå àìåðèêàíñêîé ýêîíîìèêè â ïðåäâîåííûé ïåðèîä (30-å

ãîäû XX âåêà), Ëåîíòüåâ îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî â òå÷åíèå ðÿäà

ëåò êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò aij îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè è íå çà-

âèñÿò îò îáúåìà âûïóùåííîé ïðîäóêöèè, ÷òî îáóñëîâëåíî ïðèìåðíûì

ïîñòîÿíñòâîì èñïîëüçóåìûõ òåõíîëîãèé. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ëèíåéíóþ çà-

âèñèìîñòü ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò îò âàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè:

xij = aijxj (23.4)

Ñîîòíîøåíèÿ áàëàíñà ïðèìóò âèä

x1 =
n∑
j=1

a1jxj + y1

x2 =
n∑
j=1

a2jxj + y2

... ... ... ... ...

xn =
n∑
j=1

anjxj + yn

(23.5)
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èëè â ìàòðè÷íîì âèäå

X = AX + Y (23.6)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (23.5) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé áàëàíñîâîé ìîäåëüþ, à

âõîäÿùèå â ñèñòåìó óðàâíåíèÿ � áàëàíñîâûìè.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà ñîñòîèò â îòûñêà-

íèè òàêîãî âåêòîðà âàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè X, êîòîðûé ïðè èç-

âåñòíîé ìàòðèöå ïðÿìûõ çàòðàò A îáåñïå÷èâåò çàäàííûé âåêòîð êî-

íå÷íîãî ïðîäóêòà Y .

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (23.6) â âèäå

(E − A)X = Y. (23.7)

Åñëè ìàòðèöà E − A íåâûðîæäåííàÿ, òî åñòü |E − A| 6= 0, òî ðåøåíèå

ñèñòåìû ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

X = (E − A)−1Y (23.8)

Âûÿñíèì ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (E−A)−1 = (sij). Çà-

äàäèì åäèíè÷íûå âåêòîðû êîíå÷íîãî ïðîäóêòà Y1 = (1; 0; ...; 0)T , Y2 =

(0; 1; ...; 0)T , ..., Yn = (0; 0; ...; 1)T . Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòî-

ðû âàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (23.8) è áó-

äóò ðàâíû X1 = (s11; s21; ...; sn1)
T , X2 = (s12; s22; ...; sn2)

T , ..., Xn =

(s1n; s2n; ...; snn)
T .Ïîëó÷èëè, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò sij ìàòðèöû (E−A)−1

� ýòî êîëè÷åñòâî âàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè i-òîé îòðàñëè, íåîáõîäè-

ìîå äëÿ âûïóñêà åäèíèöû ïðîäóêöèè j-òîé îòðàñëè.

Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A > 0 íàçûâàåòñÿ ïðîäóêòèâíîé, åñëè äëÿ

ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà Y > 0 ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíûé

âåêòîð X > 0, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ X = AX+Y . Äðóãèìè

ñëîâàìè, íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A > 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé, åñëè

ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð X > 0 òàêîé, ÷òî AX > X.

Ìîäåëü Ëåîíòüåâà ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé, åñëè ìàòðèöà ïðÿìûõ çà-

òðàò ýòîé ìîäåëè ïðîäóêòèâíà.

Àíàëèç ìîäåëè Ëåîíòüåâà îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ

ìàòðèö. Òåîðèþ òàêèõ ìàòðèö ðàçðàáîòàëè ìàòåìàòèêè Ïåððîí è Ôðî-
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áåíèóñ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö (îïðåäå-

ëåíèå íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû ïðèâåäåíî â §1 1).

1. Åñëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íåîòðèöàòåëüíà è íåðàçëîæèìà, òî ñó-

ùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ñîá-

ñòâåííîå ÷èñëî λ∗ ýòîé ìàòðèöû, êîòîðîå íå ìåíüøå ìîäóëÿ êàæäîãî

ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ ýòîé ìàòðèöû, òî åñòü äëÿ âñåõ λ èìååì λ∗ > |λ|.
Ýòî ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ∗ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ïåððîíà�Ôðîáåíèóñà ìàò-

ðèöû A.

2. Åñëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íåîòðèöàòåëüíà è íåðàçëîæèìà, òî

ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð X ìàòðèöû A, îòâå÷à-

þùèé ÷èñëó Ïåððîíà�Ôðîáåíèóñà ýòîé ìàòðèöû. Ñîáñòâåííûé âåêòîð

åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ).

3. ×èñëî Ïåððîíà�Ôðîáåíèóñà íåîòðèöàòåëüíîé íåðàçëîæèìîé êâàä-

ðàòíîé ìàòðèöû ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó ìåæäó íàèìåíüøåé è íàè-

áîëüøåé ñóììàìè ýëåìåíòîâ ñòîëáöîâ (ñòðîê) ìàòðèöû.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû, ìîæíî äîêàçàòü êðè-

òåðèè ïðîäóêòèâíîñòè ýòîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 23.1.(Ïåðâûé êðèòåðèé ïðîäóêòèâíîñòè.) Åñëè ìàòðè-

öà A > 0 è äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåêòîðà Y ∗ óðàâíåíèå (23.6)

èìååò ðåøåíèå X∗ > 0, òî ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà.

Òåîðåìà 23.2.(Âòîðîé êðèòåðèé ïðîäóêòèâíîñòè.) Ìàòðèöà

A > 0 ïðîäóêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà (E − A)−1 ñó-

ùåñòâóåò è íåîòðèöàòåëüíà.

Ïðèìåð 23.1. Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà A =

(
0, 1 0, 7

0, 5 0, 3

)
ÿâëÿåòñÿ

ïðîäóêòèâíîé. Ìàòðèöà E − A =

(
0, 9 −0, 7

−0, 5 0, 7

)
èìååò îáðàòíóþ.

Íàéäåì åå: (E − A)−1 = 1
0, 28

(
0, 7 0, 7

0, 5 0, 9

)
=

(
2, 5 2, 5
25
14

45
14

)
. Ýòà ìàò-

ðèöà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 23.2 ìàòðèöà
1Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè ñîãëàñîâàííûìè ïåðåñòàíîâêàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ åå ìîæíî

ïðèâåñòè ê âèäó

(
A1 B

0 A2

)
, ãäå A1 è A2 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû íå îáÿçàòåëüíî îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà; 0 �

íóëåâàÿ ìàòðèöà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé.
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A ïðîäóêòèâíà.

Òåîðåìà 23.3.(Òðåòèé êðèòåðèé ïðîäóêòèâíîñòè.) Ìàòðèöà

A > 0 ïðîäóêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä E + A +

A2 + . . . =
∞∑
n=0

An è åãî ñóììà ðàâíà (E − A)−1. 2

Èç òðåòüåãî êðèòåðèÿ ïðîäóêòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñóììà ýëåìåí-

òîâ ëþáîãî ñòîëáöà (ëþáîé ñòðîêè) íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû A ìåíüøå

1, òî ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà. Â ñòîèìîñòíîé ìîäåëè áàëàíñà ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî åñëè ñóììàðíûé âêëàä âñåõ îòðàñëåé â âûïóñê 1 ðóáëÿ ïðîäóêöèè

îòðàñëè j ìåíüøå 1, òî îòðàñëü j ðåíòàáåëüíà (ïðè ëþáîì j = 1, 2, . . . , n).

Ïðèìåð 23.2. Äëÿ ìàòðèöû A =

 0, 1 0, 2 0, 4

0, 5 0, 2 0, 1

0, 3 0, 4 0, 2

 ñóììà ýëåìåí-

òîâ â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ìåíüøå 1. Ïîýòîìó ìàòðèöà A

ïðîäóêòèâíà.

Òåîðåìà 23.4. Åñëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íåîòðèöàòåëüíà è íåðàç-

ëîæèìà, òî äëÿ îòêðûòîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà ÷èñëî Ïåððîíà�Ôðîáåíèóñà

ýòîé ìàòðèöû ìåíüøå 1, äëÿ çàìêíóòîé ìîäåëè îíî ðàâíî 1.

�24. Ëèíåéíûå ìîäåëè îáìåíà.

Â ýòîì ïðàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ýêîíîìè÷åñêóþ ìîäåëü, â êîòîðîé

ïðèìåíÿåòñÿ ïîíÿòèå ñîáñòâåííîãî ÷èñëà è ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðè-

öû. Ýòî ëèíåéíàÿ ìîäåëü îáìåíà èëè ìîäåëü ìåæäóíàðîäíîé òîðãîâëè.

Ìîäåëü ìåæäóíàðîäíîé òîðãîâëè èñïîëüçóþò äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñîîòíî-

øåíèé ìåæäó áþäæåòàìè ñòðàí, òîðãóþùèõ ìåæäó ñîáîé, ÷òîáû òîðãîâ-

ëÿ äëÿ ýòèõ ñòðàí áûëà âçàèìîâûãîäíîé, òî åñòü äëÿ êàæäîé èç ñòðàí

íå äîëæíî áûòü çíà÷èòåëüíîãî äåôèöèòà òîðãîâîãî áàëàíñà.

Ïóñòü èìååòñÿ n ñòðàí, êîòîðûå îáîçíà÷èì S1, S2, . . . , Sn . Íàöèî-

íàëüíûé äîõîä êàæäîé èç íèõ îáîçíà÷èì x1, x2, . . . , xn ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåäåì êîýôôèöèåíòû aij , ïîêàçûâàþùèå êàêóþ ÷àñòü íàöèîíàëüíîãî

äîõîäà ñòðàíà Sj òðàòèò íà ïîêóïêó òîâàðîâ ñòðàíû Si. Áóäåì ñ÷èòàòü,
2Ðÿä E + A + A2 + . . . ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì E è çíàìåíàòåëåì A.

Ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà S = b1 · (1− q)−1.
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÷òî âåñü íàöèîíàëüíûé äîõîä òðàòèòñÿ íà ïîêóïêó òîâàðîâ âíóòðè ñòðà-

íû èëè èìïîðò òîâàðîâ èç äðóãèõ ñòðàí, òî åñòü
n∑
i=1

aij = 1. (24.1)

Èç êîýôôèöèåíòîâ aij ñîñòàâèì ìàòðèöó

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann

 , (24.2)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíîé ìàòðèöåé òîðãîâëè.

Â ìàòðèöå A ñóììà ýëåìåíòîâ â ëþáîì ñòîëáöå ðàâíà 1 (ñîãëàñíî ôîð-

ìóëå 24.1).

Äëÿ ñòðàíû Si (i = 1, 2, . . . , n) âûðó÷êó îò âíóòðåííåé è âíåøíåé

òîðãîâëè îáîçíà÷èì ÷åðåç pi.

pi = ai1x1 + ai2x2 + . . .+ ainxn. (24.4)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû òîðãîâëÿ áûëà ñáàëàíñèðîâàííîé, íåîáõîäèìî ïîòðåáî-

âàòü áåçäåôèöèòíîñòü òîðãîâëè äëÿ êàæäîé ñòðàíû Si, òî åñòü âûðó÷êà

äîëæíà áûòü íå ìåíüøå íàöèîíàëüíîãî äîõîäà

pi > xi (i = 1, 2, . . . , n)

Äîêàæåì, ÷òî óñëîâèåì áåçäåôèöèòíîé òîðãîâëè ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà

pi = xi (i = 1, 2, . . . , n).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

pi > xi . Òîãäà, çàìåíÿÿ pi èõ âûðàæåíèÿìè èç ôîðìóë (24.4), ïîëó÷èì

ñèñòåìó íåðàâåíñòâ
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn > x1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn > x2

... ... ... ... ... ...

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn > xn

(24.5)

Â ñèñòåìå (24.5) ñëîæèì íåðàâåíñòâà è ïðèâåäåì ïîäîáíûå

x1(a11 + a21 + . . .+ an1) + x21(a12 + a22 + . . .+ an2) + . . .+ xn(a1n + a2n +
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. . .+ ann) > x1 + x2 + . . .+ xn.

Òàê êàê ñóììû, ñòîÿùèå â ñêîáêàõ, ðàâíû 1, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâîå

íåðàâåíñòâî

x1 + x2 + . . .+ xn > x1 + x2 + . . .+ xn.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå pi > xi (i = 1, 2, . . . , n) íåâåðíî, è çíà-

÷èò, óñëîâèå pi > xi (i = 1, 2, . . . , n) ïðèìåò âèä pi = xi äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . , n (Ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñòðàíû

íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ïîëó÷àòü ïðèáûëü).

Ìû äîêàçàëè

Óòâåðæäåíèå 24.1. Óñëîâèåì áåçäåôèöèòíîé òîðãîâëè ÿâëÿþòñÿ ðà-

âåíñòâà pi = xi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X = (x1, x2, . . . , xn)
T � âåêòîð íàöèîíàëüíûõ äîõî-

äîâ ñòðàí. Òîãäà â ìàòðè÷íîì âèäå óñëîâèå áåçäåôèöèòíîñòè òîðãîâëè

ïðèìåò âèä

AX = X (24.6)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ñîîòíîøåíèè áàëàíñîâ ñòðàí � òîðãîâûõ ïàðò-

íåðîâ ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû A, îòâå÷à-

þùåãî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = 1. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñîáñòâåííîãî

âåêòîðà ñëåäóåò èç òåîðåìû

Òåîðåìà 24.1. Åñëè â ìàòðèöå A ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîì ñòîëáöå

ðàâíà 1, òî ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ = 1.

Ïðèìåð 24.2. Ïóñòü çàäàíà ñòðóêòóðíàÿ ìàòðèöà òîðãîâëè òðåõ

ñòðàí A =

 1/2 1/3 1/2

1/4 1/3 1/3

1/4 1/3 1/6

 . Íàéäåì íàöèîíàëüíûå äîõîäû ýòèõ

ñòðàí.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñóììà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû â êàæäîì ñòîëáöå ðàâíà

1, òî ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó

λ = 1. Îáîçíà÷èì X = (x1, x2, x3)
T � èñêîìûé âåêòîð íàöèîíàëü-

íûõ äîõîäîâ äàííûõ ñòðàí è íàéäåì ýòîò âåêòîð, ðåøèâ óðàâíåíèå

(A− E)X = 0.
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Èìååì (A− E)X =

 −1/2 1/3 1/2

1/4 −2/3 1/3

1/4 1/3 −5/6


 x1

x2

x3

 = 0

Ïåðåïèøåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå â âèäå ñèñòåìû
−1

2x1 + 1
3x2 + 1

2x3 = 0
1
4x1 −

2
3x2 + 1

3x3 = 0
1
4x1 + 1

3x2 −
5
6x3 = 0

.

Òðåòüÿ ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâûõ äâóõ ñòðîê,

ïîýòîìó, ñèñòåìó ëåãêî ïðèâåñòè ê âèäó{
−3x1 + 2x2 + 3x3 = 0

3x1 − 8x2 + 4x3 = 0
.

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû x1 = 16
9 x3, x2 = 7

6x3. Ñîáñòâåííûé

âåêòîð ìàòðèöû èìååò âèä X =
(

16
9 c,

7
6c, c

)
.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ñáàëàíñèðîâàííîñòü òîðãîâëè

ìåæäó âûáðàííûìè ñòðàíàìè äîñòèãàåòñÿ ïðè âåêòîðå íàöèîíàëüíîãî

äîõîäà
(

16
9 c,

7
6c, c

)
, òî åñòü ïðè ñîîòíîøåíèè íàöèîíàëüíûõ äîõîäîâ

16
9 : 7

6 : 1 èëè 32 : 21 : 18.
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