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Методическая разработка содержит указания по проведению 

практических работ  по дисциплине «Моделирование систем» и 

предназначена для студентов всех инженерных специальностей, 

слушающих курсы «Механика», «Прикладная механика», «Теоретическая 

механика». Здесь представлены подходы к построению простейших 

математических моделей, использующие фундаментальные законы 

природы, вариационные принципы, аналогии и иерархические цепочки 

моделей. Рассматриваемый материал позволяет обсудить такие понятия, 

как адекватность моделей, их полноту, нелинейность, численную 

реализацию и другие принципиальные вопросы математического 

моделирования. 
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1. Фундаментальные законы природы.  

Широко распространенным методом построения моделей является 

использование фундаментальных законов природы к конкретным  ситуациям. Эти 

законы подтверждены многовековым опытом и служат базой множества научно-

технических достижений. Поэтому обоснованность этих законов не вызывает 

сомнений, что обеспечивает исследователю уверенность в правомочности их 

использования. Весьма существенными для исследователя являются вопросы, 

связанные с тем, какой закон (законы) следует применять в конкретном случае и как 

это сделать. 

 

а) Сохранение энергии. 

 Этот закон известен давно и занимает первое место среди известных законов 

природы. 

 

Пример 1.  

Если необходимо быстро определить скорость револьверной пули, может 

воспользоваться относительно простым устройством типа маятника для груза, 

подвешенного на легком жестком и свободно вращающемся стержне. Пуля, застрявшая 

в грузе, сообщит системе «пуля - груз» свою кинетическую энергию, которая в момент 

наибольшего отклонения стержня от вертикали полностью перейдет в потенциальную 

энергию системы. Эти преобразования описываются цепочкой равенств 

2 2

( ) ( ) (1 cos ).
2 2

mv V
M m M m gl= + = + − α  

Здесь тv2/2 — кинетическая энергия пули массы m, имеющей скорость v, М — 

масса груза, V — скорость системы «пуля—груз» сразу после столкновения, g — 

ускорение свободного падения, l — длина стержня, α  - угол наибольшего отклонения. 

Скорость определяется формулой 

2( ) (1 cos )M m gl
v

m

+ − α=  ,  (1) 

которая будет вполне точной, если не учитываемые нами потери энергии на разогрев 

пули и груза, на преодоление сопротивления воздуха, разгон стержня и т. д. невелики. 

Это, на первый взгляд, разумное рассуждение на самом деле неверно. Процессы, 

происходящие при «слипании» пули и маятника, уже не являются чисто 

механическими. Поэтому примененный для вычисления величины V закон сохранения 
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механической энергии несправедлив: сохраняется полная, а не механическая энергия 

системы. Он дает лишь нижнюю границу для оценки скорости пули. 

 

Задание 1. Для правильного решения этой простой задачи надо 

воспользоваться законом сохранения импульса. Примените для нахождения величины 

V (скорости системы «пуля—груз» сразу после столкновения) не закон сохранения 

энергии, а закон сохранения импульса. Убедитесь, что для скорости пули v получается  

формула, дающая значение в ((М + т)/т) раз меньше, чем получающееся по формуле 

(1) 

 

Пример 2. 

Сходные рассуждения можно применить и для оценки времени tk сверления слоя 

металла толщины L лазером с мощностью W, излучение которого перпендикулярно 

поверхности материала. Если энергия лазера полностью идет на испарение столбика 

металла массы LS (S - облучаемая площадь, LS - объем столбика, ρ - плотность 

вещества), то закон сохранения энергии выражается равенством 

                                         Е0 = Wtk = hLSρ ,                                           (2) 

где h — энергия, требуемая для испарения единицы массы. Величина h имеет 

составную структуру: h = (Tпл — T)h1 + h2 + h3, поскольку материал необходимо 

последовательно нагреть до температуры плавления Тпл, а затем расплавить и 

превратить в пар (Т — исходная температура, h1 — удельная теплоемкость, h2 и h3— 

соответственно удельная теплота плавления и парообразования). 

Изменение глубины выемки l(t) со временем определяется из детального баланса 

энергии в промежутке времени от t до t + dt. На испаренную за это время массу   [l(t + 

dt)-l(t)]Sρ  = dlSρ  тратится энергия dl hSρ , равная энергии W dt, сообщаемой веществу 

лазером: dlhSp=Wdt, 

откуда получается дифференциальное уравнение   
dl W

dt hS
=

ρ . 

Его интегрирование (с учетом того, что начальная глубина выемки равна нулю) 

дает 

( )
( )

W E t
l t t

hS hS
= =

ρ ρ
                                   (3) 
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где E(t) — вся энергия, выделенная лазером к моменту времени t. Следовательно, 

глубина выемки пропорциональна затраченной энергии (причем величина tk, когда l(tk) 

= L, совпадает с вычисленной по формуле (2)). 

В действительности процесс сверления гораздо сложнее рассмотренной схемы - 

энергия тратится на нагрев вещества, на удаление паров из выемки, которая может 

иметь неправильную форму, и т. д. Поэтому уверенность в правильности 

предложенного математического описания значительно меньше, чем в случае с пулей. 

Вопрос о соответствии объекта и его модели - один из центральных в математическом 

моделировании, и в дальнейшем мы будем неоднократно к нему возвращаться. 

 

Задание 2. 

Пусть мощность лазера, сверлящего материал, зависит от времени, т. е. W = W(t). 

Как изменится формула (3)? Остается ли в силе утверждение о том, что глубина 

выемки пропорциональна затраченной энергии? 

 

б) Сохранение материи. 

 Именно этим соображением руководствуется в школе, решая задачу о 

заполнении бассейна водой, втекающей и вытекающей из двух труб. Но область 

применения этого закона, конечно же несравненно шире. 

 

Пример 3. 

Пусть имеется небольшое количество радиоактивного вещества, окруженного 

толстым слоем обычного материала, (рис. 2). Под словом небольшой подразумевается, 

что все продукты распада, не испытывая столкновений с атомами вещества, 

беспрепятственно покидают область I. Т.е., длина свободного пробега продуктов 

распада Iλ  в первом веществе значительно больше характерных размеров самого 

материала LI, Т. е. Iλ >> LI. Слова толстый слой означают, что в согласии с целями 

хранения продукты деления полностью поглощаются в области II. Это гарантируется 

при выполнении противоположного условия IIλ  << LII,  

 Рис.2 
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где IIλ  - длина пробега продуктов распада во втором веществе, LII - его характерный 

размер. Все, что вылетает из области I, поглощается в области II, и суммарная масса 

обоих веществ со временем не меняется. Это и есть закон сохранения материи, 

примененный к данной ситуации. Если в начальный момент времени t = 0 массы 

веществ были равны MI(0) и МII(0), то в любой момент времени справедлив баланс 

M I(0) + МII(0) = MI(t) + MII(t).                                       (4) 

Одного уравнения (4), очевидно, недостаточно для определения текущих 

значений двух масс – MI(t) и МII(t). Для замыкания математической формулировки 

необходимо привлечь дополнительное соображение о характере распада. Оно гласит, 

что скорость распада (число атомов, распадающихся в единицу времени) 

пропорционально общему числу атомов радиоактивного вещества. За небольшое время 

dt между моментами t и t + dt всего распадется 

NI(t + dt)-NI(t) = -α NI(t + ξ dt),        α  > 0,    0 < ξ  < 1, 

атомов. Здесь вторично использован закон сохранения вещества, но применительно не 

ко всему процессу, а к отрезку времени dt. В этом уравнении, описывающем баланс 

атомов, в правой части стоит знак минус (вещество убывает), а величина NI(t + ξ dt) 

отвечает некоторому среднему значению числа атомов за рассматриваемое время. 

Перепишем его в дифференциальной форме: 

( )
( ).I

I

dN t
N t

dt
= −α  

Учитывая, что MI(t) = Iµ NI(t), где Iµ  - атомный вес вещества I, получаем 

( )
( ).I

I

dM t
M t

dt
= −α                             (5) 

При самопроизвольной радиоактивности любой атом имеет некоторую не 

зависящую от состояния окружающего вещества вероятность распада. Поэтому чем 

больше (меньше) самого радиоактивного вещества, тем больше (меньше) выделяется 

продуктов распада в единицу времени. Коэффициент пропорциональности α  > 0 

(постоянная распада) определяется конкретным веществом. 

Уравнения (4), (5) вместе с условиями Iλ >> LI, IIλ  << LII, а также величинами 

α , MI(0), МII(0) и составляют математическую модель рассматриваемого объекта. 

Интегрируя (5), получаем, что масса делящегося материала убывает по 

экспоненциальному закону 

( ) (0) ,t
I IM t M e−α=  
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и при  t → ∞  в области I вещество полностью исчезает. Так как суммарная 

масса в соответствии с (4) остается постоянной, то в области II количество вещества 

растет: 

M II(t) = МII(0) + MI(0) – (0) t
IM e−α  = MII(0) + МI(0) (1 – te−α ) , 

и при t → ∞  продукты распада полностью переходят из области I в область II. 

 

Задание 3. 

Найдите момент времени, когда распадается последний атом радиоактивного 

вещества. Почему в модели (5) вещество распадается полностью лишь при t → ∞ ? 

 

в) Сохранение импульса. 

Стоящая на поверхности озера лодка начнет двигаться вперед, если сделать 

несколько шагов от ее носа к корме. Так проявляет себя закон сохранения импульса: 

полный импульс системы, не испытывающей действия внешних сил, сохраняется. 

Принцип реактивного движения положен в основу ракеты, выводящей на орбиту 

искусственный спутник, для чего ей требуется развить скорость примерно 8 км/с. 

Простая математическая модель движения ракеты получается из закона сохранения 

импульса в пренебрежении сопротивлением воздуха, гравитацией и другими силами, 

исключая, конечно, тягу реактивных двигателей. 

 

Пример 4. 

Продукты сгорания ракетного топлива покидают сопла со скоростью и (для 

современных топлив величина и равна 3-5 км/с). За малый промежуток времени dt 

между моментами t и t + dt часть топлива выгорела, и масса ракеты изменилась на 

величину dm. Изменился также импульс ракеты, однако суммарный импульс системы -

ракета плюс продукты сгорания- остался тем же, что и в момент t, т. е. 

m(t) v(t) - m(t + dt) v(t + dt) - dm [v(t + ξ dt)- u], 

где v(t) — скорость ракеты, v(t + ξ  dt) – u, 0 < ξ  < 1 – средняя за промежуток dt 

скорость истекающих газов (обе скорости берутся относительно Земли). Первый член в 

правой части этого равенства – импульс ракеты в момент t + dt, второй — импульс, 

переданный истекающим газом за время dt. 

Учитывая, что m(t + dt) = m(t) + (dm/dt) dt + 0(dt2), закон сохранения импульса 

можно переписать в виде дифференциального уравнения 
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,
dv dm

m u
dt dt

= −  

в котором член - (dm/dt) u, очевидно, не что иное, как сила тяги ракетных двигателей, и 

которое, будучи преобразованным к виду 
(ln )

,
dv d m

u
dt dt

= −  легко интегрируется:                          

0
0( ) ln( ),

( )

m
v t v u

m t
= +  

где v0, m0 — соответственно скорость и масса ракеты в момент t = 0. Если v0 = 0, то 

максимальная скорость ракеты, достигаемая при полном сгорании топлива, равна               

0ln .
p s

m
v u

m m

 
=   + 

                                     (6) 

Здесь тр — полезная масса (масса спутника), ms — масса ракетной конструкции – 

топливных баков, двигателей, систем управления и т. д. 

Простая формула Циолковского (6) позволяет сделать фундаментальный вывод о 

конструкции ракеты для космических полетов. Введем величину λ  =
0

s

p

m

m m−
, которая 

характеризует при тр = 0 отношение структурной и начальной масс ракеты. Тогда для 

практически реальных значений λ = 0,1, и = 3 км/с получаем при тр = 0  v = u ln(l/λ ) = 7 

км/с. 

Отсюда следует, что даже в самой идеальной ситуации (полезная масса равна нулю, 

отсутствуют гравитация и сопротивление воздуха и т. д.) ракета рассматриваемого типа 

не способна достичь первой космической скорости, т.е необходимо использовать 

многоступенчатые ракеты.  

Данный пример иллюстрирует своего рода принцип, часто используемый на 

начальной стадии математического моделирования сложных объектов (систем): если 

объект, поставленный в наилучшие условия, не в состоянии достичь требуемых 

характеристик, то надо изменить сам подход к объекту либо смягчить требования к нему; 

если же требования в принципе достижимы, то следующие шаги связаны с исследованием 

влияния на объект дополнительных факторов. 

 

Задание 4. 

Предположим, что рассматривается одноступенчатая ракета, у которой 

непрерывно отбрасывается отработавшая и ставшая ненужной часть массы тs (к 

моменту полного сгорания топлива тs = 0). Пользуясь законом сохранения импульса, 
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покажите, что максимальная скорость такой ракеты определяется по формуле v = (1 – 

λ ) uln(mo/mp). Сравните ее с формулой (6). Почему эта ракета может достичь любой 

скорости? 

 

 

2. Вариационные принципы.  

Еще один подход к построению моделей, по своей широте и универсальности 

сопоставимый с возможностями, даваемыми фундаментальными законами, состоит в 

применении так называемых вариационных принципов. Они представляют собой общие 

утверждения о рассматриваемом объекте (системе, явлении) и гласят, что из всех 

возможных вариантов его поведения (движения, эволюции) выбираются лишь те, которые 

удовлетворяют определенному условию. Обычно согласно этому условию некоторая 

связанная с объектом величина достигает экстремального значения при его переходе 

из одного состояния в другое. 

 

Пример 5. 

Допустим, автомобиль, движущийся с постоянной скоростью v, должен попасть из точки А 

в точку В и при этом коснуться некоторой прямой линии С (рис. 3). Водитель 

автомобиля очень торопится и выбирает из множества траекторий путь, требующий 

минимальных затрат времени. Представим затраченное время как функцию величины α  - 

угла между прямой и отрезком пути от точки А до прямой: ( ) .
sin sin ( )

a b
t

v v
α = +

α β α
 

 

 

Рис. 3. Различные траектории движения из точки А в точку В с касанием прямой С. 

Жирной линией выделен быстрейший путь. 
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Здесь а и b – длины перпендикуляров, опущенных из точек А и В на прямую, ( )β α  

– угол между прямой и отрезком пути из точки касания до точки В. 

Условие экстремальности t(α ) по аргументу α  означает, что 

( )
0,

ext

dt

d α=α

α =
α

 

или 

2 2

cos cos ( )
0.

sin sin ( )

a b d

d

α β α β+ =
α β α α

                                          (7) 

Для любых значений а справедливо равенство 

 

,
( )

a b
c

tg tg
= +

α β α
 

где с – расстояние между проекциями точек А к В на. прямую (одинаковое для всех 

траекторий). Дифференцируя его, получаем соотношение 

2 2
0.

sin sin ( )

a b d

d

β+ =
α β α α

                                     (8) 

которое вместе с условием минимальности (7) означает cos α = cos ( )β α , т. е. равенство 

углов α  и β  . Далее нетрудно найти сами значения minα , mint через заданные величины 

а, b, с. Однако сейчас для нас важно другое – условие минимальных затрат времени 

привело к выбору соответствующей траектории по правилу «угол падения равен углу 

отражения». Но ведь такому закону подчиняется и ход светового луча, попадающего на 

отражающую поверхность! Может быть, и в общем случае лучи света движутся по 

траекториям, обеспечивающим быстрейшее попадание сигнала из одной точки в 

другую? Да, именно так и происходит согласно известному вариационному принципу 

Ферма, опираясь на который, можно получить все основные законы геометрической 

оптики. 

 

Пример 6. 

Покажем это, рассмотрев преломление лучей на границе двух сред (рис. 4). Свет, 

выходящий из точки А, движется в первой среде со скоростью va, преломляется и, 

переходя через линию раздела, двигается во второй среде  
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                                                                  II vb 

Рис. 4. Возможные траектории световых лучей, идущих из точки А в точку В и 

преломляющихся на линии С – границе раздела двух сред. Жирной линией выделена 

траектория, отвечающая закону преломления cos α / cosβ  = va/vb. 

со скоростью vb и попадает в точку В. Если α – угол падения луча, а ( )β α – угол его 

преломления, то время прохождения из А в В равно 

( ) .
sin sin ( )a b

a b
t

v v
α = +

α β α
 

Условие минимальности ( )t α записывается в виде (ср. с (7)) 

cos cos
0,

sin sin ( )a b

a b d

v v d

α β β+ =
α β α α

 

а продифференцированное по a условие постоянства величины с по-прежнему 

выражается формулой (8). Здесь величины а, b, с  имеют тот же смысл, что и в 

предыдущем случае. Исключая из последней формулы производную dβ /dα , приходим 

к равенству 

                                          
cos

,
cos

a

b

v

v

α =
β

                                                              (9) 

т. е. к известному закону преломления света. 

Сформулированные применительно к какому-либо классу явлений 

вариационные принципы позволяют единообразно строить соответствующие 

математические модели. Их универсальность выражается также в том, что, используя 

их, можно в определенной степени отвлекаться от конкретной природы процесса. Так, 

водитель автомобиля, следующий принципу минимального времени и желающий 

попасть из точки А, находящейся на песчаной почве (одна скорость), в точку В, 

расположенную на травянистом лугу (другая скорость), обязан поехать не по прямой, 



13 
 

соединяющей А и В, а по ломаной траектории, сделав необходимое «преломление» на 

линии, разделяющей песок и траву. 

 

Задание 5. 

Проверьте с использованием (8), что условие (7) есть условие минимальности 

для величины ( )t α . Из рис. 4 определите, какая скорость больше – va или vb? Пользуясь 

формулой (9), найдите, при каких углах α  лучи света не проникают из среды а в среду 

b, т. е. когда реализуется эффект полного внутреннего отражения света, используемый 

в ряде технических устройств. 

 

 

3. Применение аналогий при построении моделей.  

 Часто при попытке построить модель какого-либо объекта невозможно прямо 

указать фундаментальные законы или вариационные принципы, которым он 

подчиняется, либо, с точки зрения сегодняшних знаний, нет уверенности в 

существовании подобных законов, допускающих математическую формулировку. 

Одним из подходов к такого рода объектам является использование аналогий с уже 

изученными явлениями. Что, казалось бы, общего между радиоактивным распадом и 

изменением численности населения нашей планеты? Однако на простейшем уровне 

такая аналогия просматривается, о чем свидетельствует одна из простейших моделей 

популяций, называемая моделью Мальтуса. 

 

Пример 7. 

В ее основу положено утверждение - скорость изменения населения со временем 

t пропорциональна его текущей численности N(t), умноженной на сумму 

коэффициентов рождаемости α (t) ≥  0 и смертности β (t)≤  0. В результате приходим к 

уравнению 

                             [ ]( )
( ) ( ) ( ),

dN t
t t N t

dt
= α −β  (10) 

весьма похожему на уравнение радиоактивного распада и совпадающего с ним при α< 

β  (если α  и β  постоянные). Это неудивительно, так как при их выводе использовались 
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одинаковые соображения. Интегрирование уравнения (10) дает           

[ ]
0

( ) (0)exp ( ) ( ) ,
t

t

N t N t t dt
 

= α − β 
 
 
∫ где N(0) = N(t = t0) — начальная численность. 

На рис. 5 приведены графики функции N(t) при постоянных α  и β  (разным 

подобным друг другу кривым соответствуют разные t0 – значения времени начала 

процесса). При α= β  численность остается постоянной, т. е. в этом случае решением 

уравнения является равновесная величина N(t) = N(0). Равновесие между рождаемостью 

и смертностью неустойчиво в том 

 

                                      t01 = 0        t02              t03               t04        t 

Рис. 5. Изменение численности популяции со временем в модели Мальтуса 

смысле, что даже небольшое нарушение равенства α  = β  приводит с течением времени ко 

все большему отклонению функции N(t) от равновесного значения N(0). При 

α< β численность населения убывает и стремится к нулю при t→ ∞ , а при α  > β  

растет по некоторому экспоненциальному закону, обращаясь в бесконечность при t→ ∞ . 

Последнее обстоятельство и послужило основанием для опасений Мальтуса о грядущем 

перенаселении Земли со всеми вытекающими отсюда последствиями. 

Как в данном примере, так и в ряде рассмотренных выше случаев можно указать 

немало очевидных ограничений применимости построенной модели. Даже в идеальном 

случае изолированной биологической популяции предложенная модель не отвечает 

реальности в полной мере хотя бы из-за ограниченности ресурсов, необходимых для ее 

существования. 

Это замечание однако нисколько не уменьшает роли аналогий в построении 

математических моделей очень сложных явлений. Применение аналогий основано на одном 

из важнейших свойств моделей – их универсальности, т. е. их приложимости к объектам 

принципиально различной природы. Так, предположения типа «скорость изменения 

величины пропорциональна значению самой величины (или некоторой функции от нее)» 

широко используются в далеких друг от друга областях знаний. 

Задание 6. 
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Определите, как себя должна вести при больших t величина r(t) = α (t) —β (t) > 0 в 

модели Мальтуса (10), чтобы численность популяции оставалась ограниченной при t 

→ ∞ . 

 

4. Иерархический подход к получению моделей.  

В редких случаях удается построение математических моделей даже простых 

объектов с учетом всех факторов, существенных для их поведения. Поэтому естествен 

подход, реализующий принцип «от простого – к сложному», когда следующий шаг делается 

после достаточно подробного изучения не очень сложной модели. При этом возникает 

цепочка (иерархия) все более полных моделей, каждая из которых обобщает предыдущие, 

включая их в качестве частного случая. 

Построим иерархическую цепочку на примере модели многоступенчатой ракеты. Мы 

нашли выше, что реальная одноступенчатая ракета неспособна развить первую 

космическую скорость. Причина этого – затраты горючего на разгон ненужной, 

отработавшей массы ракеты. Следовательно, при движении ракеты необходимо 

периодически избавляться от балласта. В реальной конструкции это означает, что ракета 

состоит из нескольких ступеней, отбрасываемых по мере их использования. 

 

Пример 8. 

Пусть mi  – общая масса i-й ступени, λ mi – соответствующая структурная масса 

(при этом масса топлива равна величине (1 - λ ) mi), тр – масса полезной нагрузки. 

Величины λ  и скорость истечения газов u одинаковы для всех ступеней. Возьмем для 

определенности число ступеней n = 3. Начальная масса такой ракеты равна 

m0 = mр + m1 + m2 + m3. 

Рассмотрим момент, когда израсходовано все топливо первой ступени и масса 

ракеты равна величине 

mр + λ m1 + m2 + m3. 

Тогда по формуле (6) первоначальной модели скорость ракеты равна 

0
1

1 2 3

ln .
p

m
v u

m m m m

 
=   + λ + + 

 

После достижения скорости v1 структурная масса λ m1 отбрасывается и включается 

вторая ступень. Масса ракеты в этот момент равна 

 mр + m2 + m3. 
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Начиная с этого момента и до момента полного выгорания топлива второй 

ступени, ничто не мешает пользоваться уже построенной моделью, применив ее к 

рассматриваемому случаю. Все рассуждения о сохранении суммарного импульса и 

соответствующие выкладки остаются в силе (следует только учесть, что у ракеты уже 

есть начальная скорость v1). Тогда по формуле (6) после выгорания топлива во второй 

ступени ракета достигает скорости 

2 3
2 1

2 3

ln .p

p

m m m
v v u

m m m

 + +
= +   + λ + 

 

Такие же рассуждения применимы и к третьей ступени ракеты. После 

отключения ее двигателей скорость ракеты равна  

3
3 2

3

ln .p

p

m m
v v u

m m

 +
= +   + λ 

 

Эту цепочку нетрудно продолжить для любого числа ступеней и получить 

соответствующие формулы. В случае же n = 3 для окончательной скорости имеем 

2 3 33 0

1 2 3 2 3 3

ln .p p

p p p

m m m m mv m

u m m m m m m m m m

    + + + =        + λ + + + λ + + λ     
 

или, вводя величины 1α  = 0

2 3

,
p

m

m m m+ + 2α = 
2 3

3

,p

p

m m m

m m

+ +
+

 3α  = 
3 ,p

p

m m

m

+
 

получаем 

3 1 2 3

1 2 3

ln .
1 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)

v

u

    α α α =     + λ α − + λ α − + λ α −     
 

Данное выражение симметрично по отношению к величинам 1α , 2α , 3α , и 

нетрудно показать, что его максимум достигается в симметричном случае, т. е. при  

1α = 2α = 3α =α . При этом для i = 3          31
, exp .

3

v
P

P u

− λ  α = = − − λ  
 

Произведение 1α 2α 3α =α  равно, как легко  проверить, отношению  0 ,
p

m

m
 или  

                                                
3

3 0 1
.

p

m

m P

− λ α = =  − λ 
 

Для многоступенчатой ракеты, аналогично,  имеем 
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0 1
,

n

p

m

m P

− λ =  − λ 
exp .nv

P
nu

 = − 
 

                         (11) 

Где n – число ступеней. 

Проанализируем формулу (11). Примем vn = 10,5 км/с, λ  = 0,1. Тогда для n = 2, 

3, 4 получаем 0m = 149 mр, m0 = 77 mр, m0 = 65 mр соответственно. Это значит, что 

двухступенчатая ракета пригодна для выведения на орбиту некоторой полезной массы 

(однако при одной тонне полезного груза необходимо иметь ракету весом 149 тонн). 

Переход к третьей ступени уменьшает массу ракеты почти в два раза (но, конечно же, 

усложняет ее конструкцию), а четырехступенчатая ракета не дает заметного выигрыша 

по сравнению с трехступенчатой. 

 

Задание 7. 

Перейдите в формуле (11) для многоступенчатой ракеты к пределу при n→ ∞  

убедитесь, что ее предельная скорость вычисляется по формуле для идеальной ракеты 

из зад. 4. Почему результаты совпадают? 

 

Построение иерархической цепочки позволило относительно просто прийти к 

этим важным выводам. Иерархия математических моделей часто строится и по 

противоположному принципу «от сложного к простому». В этом случае реализуется 

путь «сверху вниз» — из достаточно общей и сложной модели при соответствующих 

упрощающих предположениях получается последовательность все более простых (но 

имеющих уменьшающуюся область применимости) моделей. 

 

5. О нелинейности математических моделей.  

Простота рассмотренных выше моделей во многом связана с их линейностью. В 

математическом плане это важное понятие означает, что справедлив принцип 

суперпозиции, т. е. любая линейная комбинация решений (например, их сумма) также 

является решением задачи. Пользуясь принципом суперпозиции, нетрудно, найдя 

решение в каком-либо частном случае, построить решение в более общей ситуации. 

Поэтому о качественных свойствах общего случая можно судить по свойствам 

частного — различие между двумя решениями носит лишь количественный характер. 

Например, увеличение в два раза скорости истечения ракетного топлива ведет также к 

двукратному увеличению скорости ракеты, уменьшение угла падения светового луча на 
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отражающую поверхность означает такое же изменение угла отражения и т. д. Другими 

словами, в случае линейных моделей отклик объекта на изменение каких-то условий 

пропорционален величине этого изменения. 

Для нелинейных явлений, математические модели которых не подчиняются 

принципу суперпозиции, знание о поведении части объекта еще не гарантирует знания 

поведения всего объекта, а его отклик на изменение условий может качественно 

зависеть от величины этого изменения. Так, уменьшение угла падения луча света на 

границу раздела двух сред приводит к уменьшению угла преломления, но только до 

определенного предела. Если угол падения становится меньше критического (см. 

формулу (9)), то происходит качественное изменение — свет перестает проникать через 

границу раздела во вторую среду, если она менее плотная, чем первая. Тем самым 

преломление света — пример нелинейного процесса. 

Большинство реальных процессов и соответствующих им математических 

моделей нелинейны. Линейные же модели отвечают весьма частным случаям и, как 

правило, служат лишь первым приближением к реальности.  

 

Пример 9. 

Например, популяционные модели сразу становятся нелинейными, если принять 

во внимание ограниченность доступных популяции ресурсов. При их выводе считается, 

что: 

1) существует «равновесная» численность популяции Np, которую может 

обеспечить окружающая среда; 

2) скорость изменения численности популяции пропорциональна самой 

численности, умноженной (в отличие от модели Мальтуса) на величину ее отклонения 

от равновесного значения, т. е.  

1 , 0.
p

dN N
N

dt N

 
= α − α >  
 

                                       (12) 

N(t) 

Np 

 

Np/2 

 

          0                                                              t           
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Член (1 — N/Np) в этом уравнении обеспечивает механизм «насыщения» 

численности — при N < Np (N > Np) скорость роста положительна (отрицательна) и 

стремится к нулю, если N —> Np. 

Рис. 6. Логистические кривые, соответствующие различным значениям 

начальной численности N(0) 

Представляя уравнение (12) в виде  
p

dN dN
dt

N N N
+ = α

−
 и интегрируя его, 

получаем   – ln(Np – N) + ln N = at + С. 

Постоянная интегрирования определяется из условия N(t = 0) = N(0), т. е. С = ln 

((Np - N(0))-1 N(0)). В результате находим 

(0) (0)
,

(0) (0)
t t

p
p p

N N
N N e N e

N N N N
α α= −

− −
 

или, в окончательном виде, 

(0)
( ) .

(0)(1 )

t
p

t
p

N N e
N t

N N e

α

α=
− −

 

 Поведение функции N(t) описывается так называемой логистической кривой 

(рис. 6). При любом N(0) численность стремится к равновесному значению Np, причем 

тем медленней, чем величина N(t) ближе к N(0). Тем самым равновесие, в отличие от 

случая модели (10), устойчиво. 

Логистическая модель более реалистично отражает динамику популяции в 

сравнении с моделью Мальтуса, но сама она с необходимостью становится нелинейной 

и поэтому более сложной. Заметим, что предположения о механизмах насыщения 

используются при построении многих моделей в различных областях знаний. 

 

Задание 8. 

Рассмотрите в логистической модели (12) малые отклонения от положения 

равновесия, т. е. ситуацию, когда решение имеет вид N(t) = Np + N(t), где |δN(t)| << Np. 

Покажите, что для величины δN(t) в первом приближении справедлива линейная 

модель типа модели Мальтуса (10). 

 

6. Выводы  

Процесс построения моделей может быть разбит на следующие этапы. 
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1. Создание модели начинается со словесно-смыслового описания объекта или 

явления. Помимо сведений о природе объекта и целях его исследования эта стадия 

может содержать также некоторые предположения (невесомый стержень, толстый слой 

вещества, прямолинейное распространение световых лучей и т. д.). Данный этап 

называется  формулировкой предмодели. 

2. Следующий этап – завершение идеализации объекта. Отбрасываются все 

факторы и эффекты, которые представляются не существенными для его поведения. 

Например, при составлении баланса материи не учитывался, ввиду его малости, дефект 

масс, которым сопровождается радиоактивный распад. По возможности 

идеализирующие предположения записываются в математической форме (подобно 

условию Iλ >> LI), с тем, чтобы их справедливость поддавалась количественной оценке. 

3. После выполнения двух этапов можно переходить к выбору закона 

(вариационного принципа, аналогии и т. п.), которому подчиняется объект, и его записи 

в математической форме. При необходимости используются дополнительные сведения 

об объекте, также записываемые математически (например, постоянство величины с 

для всех траекторий лучей света, вытекающее из геометрии задачи). Следует иметь в 

виду, что даже для простых объектов выбор соответствующего закона отнюдь не 

тривиальная задача (см. пример 1). 

4. Завершает формулировку модели задание дополнительных сведений о 

начальном состоянии объекта (скорость ракеты и ее массу в момент t = 0) или иных его 

характеристик (величины l, g; , ,I IIα λ λ ; ( ), ( )t tα β ), без знания которых невозможно 

определить поведение объекта. И, наконец, формулируется цель исследования модели 

(найти закон преломления света, достичь понимания закономерностей изменения 

популяции, определить требования к конструкции ракеты, запускающей спутник, и т. 

д.). 

5. Построенная модель изучается всеми доступными исследователю методами, 

в том числе с взаимной проверкой различных подходов. В отличие от приведенных 

выше простейших случаев, большинство моделей не поддаются чисто теоретическому 

анализу, и поэтому необходимо широко использовать вычислительные методы. Это 

обстоятельство особенно важно при изучении нелинейных объектов, так как их 

качественное поведение заранее, как правило, неизвестно. 

6. В результате исследования модели не только достигается поставленная цель, 

но и должна быть установлена всеми возможными способами (сравнением с практикой, 



21 
 

сопоставлением с другими подходами) ее адекватность — соответствие объекту и 

сформулированным предположениям. Неадекватная модель может дать результат, 

сколь угодно отличающийся от истинного (ср. формулу (1) и результат примера 1), и 

должна быть либо отброшена, либо соответствующим образом модифицирована. 
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