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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Современное состояние научно-технического прогресса характеризует-
ся резким повышением скорости передачи информации на расстояние. От 
специалистов, работающих в области создания комплексных систем обработ-
ки, хранения и передачи информации, требуется широта представлений, глу-
бокое понимание фундаментальных закономерностей, в основе которых ле-
жит теория преобразования сигналов. 

Курс «Радиотехнические цепи и сигналы» (РТЦиС) отличается разно-
образием содержания, так как в процессе обработки сигналы из аналоговых и 
непрерывных могут становиться импульсными, дискретными и цифровыми. 
Линейные и нелинейные преобразования сигналов выполняются в функцио-
нальных узлах канала передачи, которые в соответствии с передаваемыми 
сигналами могут быть аналоговыми, дискретными и цифровыми. 

Для фундаментального изучения курса РТЦиС имеются первоклассные 
учебники, изданные в России и за рубежом [1,2,3,6,7,8], которые вооружают 
читателя разнообразными знаниями, универсальными методами анализа, 
многочисленными примерами и рассчитаны на годичный срок обучения. 

Чтобы в ограниченные сроки освоить обязательный объем знаний и 
умений, предусмотренных по ГОС, необходимо четкое структурирование 
изучаемого материала, динамичная взаимосвязь с курсами «Высшая матема-
тика», «Физика», «Основы теории цепей». 

Предлагаемое учебное пособие посвящено линейной части курса «Ра-
диотехнические цепи и сигналы», а именно теории сигналов и методам ана-
лиза линейных цепей и систем. 

Как показал опыт, студенты (особенно занимающиеся на заочных отде-
лениях) испытывают трудности при самостоятельном изучении этой части 
курса РТЦиС, так как она тесно связана с такими разделами высшей матема-
тики, как «Ряды Фурье», «Преобразование Фурье» и «Преобразование Лапла-
са». 

В процессе изучения РТЦиС студенты должны закрепить понятия и ме-
тоды анализа, освоенные в курсе «Основы теории цепей», узнать новые мето-
ды анализа и современные способы математического описания сигналов, це-
пей и их взаимодействия. Особенно важно научиться выбирать математиче-
ский аппарат, позволяющий решать поставленную задачу кратчайшим путем, 
видеть физическую сторону исследуемого явления, уметь составлять и срав-
нивать математические и физические модели изучаемых процессов. 

В основу учебного пособия положена первая часть курса лекций по 
РТЦиС, читаемого автором на радиотехническом факультете Томского Госу-
дарственного университета систем управления и радиоэлектроники. 

Главы 1 и 2 знакомят с обобщенными функциями, рядами Фурье и их 
применением для анализа сигналов. Главы 3 и 4 посвящены преобразованиям 
Фурье и теоремам о спектрах, описывающим связь между временными и 
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спектральными (частотными) представлениями сигналов. Глава 5 посвящена 
преобразованиям Лапласа и их свойствам. Таким образом, в главах 1-5 под-
черкивается диалектическое единство преобразований Лапласа, преобразова-
ний Фурье и рядов Фурье и исследуются взаимные связи между ними, фор-
мируя концепцию смены математического аппарата в зависимости от физиче-
ской модели сигнала. Преобразования Фурье рассматриваются как обобщение 
рядов Фурье, а переход к преобразованиям Лапласа – как обобщение преоб-
разований Фурье. 

Главы 6 и 7 знакомят с применением рядов Фурье, преобразований 
Фурье и преобразований Лапласа для анализа линейных цепей и систем. Рас-
сматривается возможность установления связи между сигналами на входе и 
выходе линейной цепи в произвольный момент времени. 

В главах 8 и 9 рассматриваются радиосигналы с различными видами 
модуляции: амплитудной, частотной, фазовой. В процессе анализа применя-
ются временные и векторные модели модулированных сигналов. 

Главы 10 и 11 посвящены изучению внутренней структуры и особенно-
стей взаимодействия узкополосных сигналов и частотно-избирательных ли-
нейных цепей. Результатом анализа является установление связи между ком-
плексной огибающей радиосигнала и низкочастотным эквивалентом избира-
тельной цепи. 

Не все темы изложены одинаково полно и строго. Большое внимание 
уделено отбору материала, обеспечению  наглядности, подготовке таблиц и 
графиков. Как на форму, так и на содержание пособия оказали существенное 
влияние коллеги по работе в прошлом и настоящем:  Б.Л.Агранович, 
В.Ф.Сиверцев, Н.Н.Штарев, В.Н.Гришко, В.Л.Каминский, И.В.Мельникова, 
А.В.Пуговкин и другие. Велика роль студентов, общение с которыми  вдох-
новляло, стимулировало и доставляло много радости. К разработке электрон-
ной версии учебного пособия с энтузиазмом подключались студенты радио-
технического факультета: Вережинский Максим, Гребенюк Юлия, Истомин 
Дмитрий, Круглов Роман, Присяжнюк Алексей и другие. Самой глубокой 
благодарности заслуживают основные разработчики электронной версии:  
Ворошилин Евгений, Родионов Владимир, Савин Александр, которые по-
жертвовали частью летних каникул, чтобы довести дело до конца. 
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1 ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ СИГНАЛОВ 

 
1.1 Идеальные модели сигналов и их свойства 

 
Для описания электрических цепей используют модели элементов це-

пи. Для описания сигналов также используют модели, а конкретнее, функ-
ции, графики, векторы, таблицы, диаграммы и прочие математические объек-
ты. Их некорректно называть элементарными и трудно сравнивать между со-
бой. Круг моделей, применяемых в процессе решения сложных задач, непре-
рывно расширяется.  

Для описания постоянного или переменного напряжений, разряда ем-
кости через сопротивление или реакции резонансного контура на произволь-
ное воздействие и т.п. применяют существенно различающиеся, на первый 
взгляд, математические образы. Однако опыт показывает, что сравнивать их 
между собой и однозначно описывать можно, если своевременно ввести в об-
ращение абстрактные математические модели, так называемые обобщенные 
функции: дельта-функцию и функцию Хевисайда. 

 Обобщенные функции представляют собой инструмент, позволяющий 
анализировать разнообразные сигналы сложной формы, как периодические 
так и непериодические. При использовании обобщенных функций нет необхо-
димости выяснять, чем они «являются», так как имеет смысл лишь результат 
их «работы».  

Дельта-функция (δ  – функция) не является функцией в смысле класси-
ческого анализа. δ  – функция – это бесконечно короткий по длительности и 
бесконечно большой по амплитуде импульс единичной площади. Вводят δ  – 
функцию как предел дельта-образующих семейств функций. На рисунке 1.1а 
показано дельта-образующее семейство прямоугольных импульсов, амплиту-
да которых обратно пропорциональна длительности, а площадь равна едини-
це. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.1 − Дельта-образующие семейства функций 

t 0 

а) 

δ(t) 

τ/2 -τ/2 

1/τ 

б) 

0 

δ(ω) 

ω 

1/απ 
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На рисунке 1.1б представлено дельта-образующее семейство непре-
рывных функций с такими же свойствами: 

 

.)/(
)/(

/

,,
,,/lim)(

1arctg1d
1

11d

00
0

222

220

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
+

=
+

⎩
⎨
⎧

≠

=∞
=

+
=

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

→

∫∫ α
ω

π
αω

αωπ
ω

ωα
πα

ω

ω

ωα
πα

ωδ
α

 

 
Изображают δ  – функцию короткой вертикальной стрелкой в точке, 

где она определена (не равна нулю). Таким образом, )(tδ  и ( )ωδ  – это 
условная сокращенная запись предела одного из дельта-образующих се-
мейств функций (таблица 1.1), каждое из которых характеризуется тремя ос-
новными свойствами: 

1) действие дельта-образующих семейств функций сосредоточено в 
начале координат 

⎩
⎨
⎧

≠

=∞
=

;0,0
,0,

)(
t
t

tδ  
 

(1.1) 
 

2) любая дельта-образующая функция имеет единичную площадь, т.е. 

;1)( =∫
∞

∞−

dttδ  (1.2) 

3) все функции дельта-образующего семейства неотрицательны в 
окрестности нуля 

 
0)( >tδ   при  0t→ . (1.3) 

Возникнув в недрах абстрактной математики, δ  – функция внедрилась 
не только в теорию, но и в практику анализа сигналов и цепей. Универсаль-
ные свойства δ  – функции позволяют выполнять математические операции 
непосредственно над δ  – функцией, не обращаясь к дельта-образующим се-
мействам. 
 

Рассмотрим подробнее некоторые из математических преобразований.  
 
 а) Задержка во времени.  

Перемещение δ  – функции во времени математически выполняется с 
помощью замены в (1.1) аргумента t  на ( )0tt −  и обеспечивает перенос              
действия δ  – функции из начала координат в произвольную точку 0t  (рису-
нок 1.2). 
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 s(t)

 t 0

δ(t)

 s(t)

 0

δ(t-t0)

 t t0

 
Рисунок 1.2 − Фильтрующее свойство δ – функции и перенос действия                  

из начала координат в точку t0 
 

б) Фильтрующее свойство δ  – функции.  
Использование δ  – функции позволяет аналитическим путем опреде-

лить значение сигнала в произвольной точке 0t : 

21 0),0()()(
2

1

ttsdttts
t

t

<<=⋅∫ δ ; (1.4) 

20100 ),()()(
2

1

ttttsdtttts
t

t

<<=−⋅∫ δ . (1.5) 

в) Дифференцирование δ  – функции.  
Применяя δ  – функцию, можно оценить скорость изменения сигнала в 

точке 0t : 

00 ,0)( tttt ≠=−ʹ′δ ; (1.6) 

)()()()()( 000

2

1

2

1

tsdttttsdtttts
t

t

t

t

ʹ′−=−⋅ʹ′−=−ʹ′⋅ ∫∫ δδ . (1.7) 

г) Интегрирование δ  – функции.  
Интегрирование δ  – функции приводит к возникновению функции 

Хевисайда )(tσ : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<

=

>

==∫
∞−

.,

,,

,,

)()(

0t0

0t2
1

0t1

td
t

σττδ  (1.8) 

На функции Хевисайда  (единичном скачке) остановимся подробнее. 
Единичный скачок не является функцией в смысле классического анализа. 
Определяют функцию Хевисайда )(tσ  как предел  интеграла от дельта-
образующих семейств. Два семейства, переходящие в пределе к функции 
Хевисайда, изображены на рисунке 1.3. 
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Таблица 1.1. Дельта-образующие функции 
Аналитическое выражение Графическое представление 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=

→
2

,0
2

,1

lim)(
0 τ

τ
τδ

τ t

t
t  

 

 

tet α

α

α
δ −

∞→
=

2
lim)(  

 

0,lim)( ≥= −

∞→
tet tα

α
αδ  

 

t
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π
ω

δ
ω

sinlim)(
∞→

=  
 πω  

ωπ 2   
∫
−

Ω

∞→
Ω=

ω

ω
ω π

δ det tj
2
1lim)(  

220
lim)(

ωα
π

α
ωδ

α +
=

→
 

απ
1

 

ωπ
ω

ωδ
t

t

sinlim)(
∞→

=  

 
∫
−

−

∞→
=

t

t

j
t

de τ
π

ωδ ωτ

2
1lim)(  

∫∫
∞−

∞→
∞−

==
tt

ddt τ
πτ
ωτ

ττδσ
ω

sinlim)()(

 
 

2
τ

 

τ
1
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Рисунок 1.3 − Образование функций Хевисайда 
 
Функцию Хевисайда изображают единичной ступенькой (с перебро-

сом уровня в начале координат) и, видимо, поэтому называют функцией 
включения или единичным скачком. 

Основные свойства функции Хевисайда: 
 1) аналитическая связь с δ  – функцией 

)()( tt δσ =ʹ′ ; (1.9) 
 

 
 2) формирование одностороннего сигнала ( )ts  из произвольной 
функции ( )tf  

⎩
⎨
⎧

<

≥
=⋅=

;0,0
,0),(

)()()(
t
ttf

ttfts σ  (1.10) 

 3) определение значения сигнала в произвольной точке 

)()()( 00 tsdtttts =−ʹ′⋅∫
∞

∞−

σ ; (1.11) 

4) определение скорости изменения сигнала в точке 
 

)()()()()( 000 tsdttttsdtttts ʹ′−=−ʹ′⋅=−ʹ′ʹ′⋅ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

δσ . (1.12) 

Единичный скачок можно представить суммой четной и нечетной со-
ставляющих (рисунок 1.4): 

)(
2
1

2
1)( tsignt ⋅+=σ . (1.13) 

В таблице 1.1 представлены различные дельта - образующие функции с 
единичной площадью, которые при выполнении предельного перехода при-
обретают свойства δ  – функции. Используется δ  – функция в подынте-
гральных выражениях для сокращения объема преобразований и обеспечения 
ясности при дифференцировании не только непрерывных, но и разрывных 
функций. 

t 0 

1 

0 

1 

t 
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Рисунок 1.4 − Графическое представление единичного скачка 

 
1.2 Описание алгоритмов взаимодействия  
      обобщенных функций и сигналов 

 
Функцию Хевисайда и δ  – функцию можно сдвигать, перемножать с 

другими функциями, интегрировать (например, по частям), дифференциро-
вать и т.д. Соответствующий математический аппарат разработан. 

Функция Хевисайда и δ  – функция - это линейные операторы (или 
функционалы), которые работают по определенным правилам, сведенным в 
таблицу 1.2. Правила эти просты и удобны. Они заменяют большой объем 
классических математических преобразований. Физический смысл преобра-
зований с помощью обобщенных функций будем выяснять в процессе озна-
комления с дисциплиной. Единичный скачок и δ  – функция – это не только 
функционалы, предписывающие правила преобразований, они имеют само-
стоятельное применение в качестве «испытательных» сигналов в теории це-
пей. 

Рассмотрим различные преобразования, позволяющие аналитическим 
путем осуществить выбор момента времени и определить значения сигнала в 
произвольной точке: 

∫
∞

∞−

=⋅−⋅ )()()( 00 tsdtttts δ ; (1.14) 

)()()( 00 tsdtttts∫
∞

∞−

=−ʹ′σ ; (1.15) 

∫
∞

∞−

−=−ʹ′ )()()( 00 tsdtttts σ . (1.16) 
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Реализации преобразований в виде структурных схем содержат специ-
ализированные блоки, выполняющие следующие операции: 

A

-A

∫

dt
d

∑

- умножение;

- задержка во времени;

- сложение;

- дифференцирование во времени;

- интегрирование во времени;

- усиление (с коэффициэнтом усиления A);

- усиление (с коэффициэнтом усиления A и инверсией).
 

 
Структурная схема, соответствующая преобразованию (1.14), и вре-

менные диаграммы, поясняющие ее работу в отмеченных точках, изображе-
ны на рисунках 1.5 и 1.6. 

 

∫ s(t0)δ(t-t0)δ(t)

1 2 4

s(t)

δ(t-t0)s(t)

3

5t0

 
Рисунок 1.5 − Реализация функционального преобразования (1.14) 
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Рисунок 1.6 − Временные диаграммы (эпюры напряжений в контроль-

ных точках схемы рис. 1.5), поясняющие аналитический выбор значения сиг-
нала в произвольный момент времени с помощью двух «испытательных» 
функций: а) δ –функции и б) прямоугольного импульса конечной длительно-
сти rect(t) 

 
Структурные схемы, реализующие два способа определения значения 

сигнала в произвольный момент времени (1.15) и (1.16), представлены на ри-
сунке 1.7. 
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dt
d

 

t0 σ(t) σ"(t) σ"(t-t0) 

s(t) 

σ"(t-t0)⋅s(t) 
∫  

s(t0) 

∫  -1 
-s(t0) s(t0) t0 

dt
d

 

s(t) 

s"(t) 

σ(t) σ(t-t0) 
σ (t-t0)⋅s"(t) 

 
Рисунок 1.7 − Модификации структурных схем, соответствующие              

преобразованиям (1.15) и (1.16) 
 

Путем аналогичных операций  определяется скорость изменения сиг-
нала в произвольной точке. Возможны различные формы записи интеграла 
взаимодействия сигнала и δ  – функции с целью определения скорости: 

∫
∞

∞−

ʹ′=⋅−⋅ʹ′ )()()( 00 tsdtttts δ ; (1.17) 

)()()()()( 000 tsdttttsdtttts ʹ′−−ʹ′−=−ʹ′ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

δδ . (1.18) 

Структурные схемы, формально реализующие необходимые линейные 
операции, изображены на рисунке 1.8 

 

∫  
dt
d

 

t0 -1 
δ(t) δʹ′ (t) δʹ′ (t-t0) 

s(t) 

δʹ′ (t-t0)⋅s(t) -sʹ′ (t0) sʹ′ (t0) 

t0 

dt
d

 

∫  sʹ′ (t0) 

s(t) 

sʹ′ (t) 

δ(t) δ(t-t0) δ (t-t0)⋅sʹ′ (t) 

а) 

б) 

 
Рисунок 1.8 − Два способа определения скорости изменения сигнала                        

в точке t0: а) с инверсией и б) без инверсии 



Таблица 1.2 – Правила взаимодействия обобщенных функций с сигналами 
№ 
п/п Описание преобразования Математическое описание преобразования δ -функции 

1 Определение δ  – функции и единичного 
скачка 

⎩
⎨
⎧

≠

=∞
=

.0,0
,0,

)(
t
t

tδ  

∫
∞− ⎩

⎨
⎧

<

>
==

t

t
t

dttt
.0,0
,0,1

)()( δσ  

2 Нормировка δ  – функции 1)( =∫
∞

∞−

dttδ  

3 Сдвиг δ  – функции во времени 
⎩
⎨
⎧

=∞

≠
=−

0

0
0   ,

  ,0
)(

tt
tt

ttδ  

4 Изменение масштаба времени ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=−
a
t

t
a

tat 0
0

1)( δδ  

5 Умножение сигнала на δ  – функцию 
)()0()()( tstts δδ =  

)()()()( 000 tttsttts −=− δδ  

6 
Взаимодействие сигнала )(ts  и δ  – функции; 

21 ttt <<  

∫ =
2

1

)0()()(
t

t

sdttts δ  
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)()()( 00
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tsdtttts δ  
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2

1

)()()( 00

t

t

ttdtt δττδτδ  
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7 Дифференцирование δ  – функции 00 ,0)( tttt ≠=−ʹ′δ  

8 
Взаимодействие сигнала )(ts  и производных 
от δ  – функции; 21 ttt <<  
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1.3 Энергетические характеристики сигналов 
 

Электрическое колебание, представляющее собой изменение напряже-
ния, тока, заряда или другой физической величины, называют сигналом. Все 
физические сигналы принимают вещественные значения )(ts . Однако, в тео-
рии сигналов и в теории цепей широко используются понятие комплексного 
сигнала )(tZ , реальная часть которого совпадает с физическим сигналом 
)(ts : 

)()()( tjtstZ υ+= . (1.19) 
Рассмотрим энергетические характеристики как вещественных, так и 

комплексных сигналов. 
 

1.3.1 Энергетические характеристики вещественных сигналов 
 

Основными энергетическими характеристиками вещественного сигна-
ла )(ts являются: мгновенная мощность )(tp , энергия Э  и средняя мощ-
ность P . 

Мгновенная мощность, выделяемая на сопротивлении нагрузки R , равна 

Rti
R
tutp )()()( 2

2
== . (1.20) 

Энергия и средняя мощность на интервале времени ( 1t , 2t ) определяют-
ся выражениями (при условии ОмR 1= ): 

∫=
2

1

)(2
t

t

dttsЭ ; (1.21) 

∫−
=

2

1

)(1 2

12

t

t

dtts
tt

P . (1.22) 

Энергетические характеристики суммы двух сигналов )(1 ts  и )(2 ts  
кроме энергетических характеристик каждого сигнала содержат дополни-
тельное слагаемое, которое определяет энергию взаимодействия этих сигна-
лов: 

( ) ( )[ ] );()()()( tp2tptptststp 1221
2

21 ++=+=∑  (1.23) 

( ) ( )[ ] 1221

t

t

2
21 Э2ЭЭdttstsЭ

2

1

++=+= ∫∑ ; (1.24) 

( ) ( )[ ] 1221

t

t

2
21

12
P2PPdttsts

tt
1P

2

1

++=+
−

= ∫∑ . (1.25) 
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Здесь )(12 tp , 12Э , 12P  - взаимная мгновенная мощность, взаимная энергия и 
взаимная средняя мощность, которые описываются очевидными соотноше-
ниями: 

),()()( 2112 tststp =  

( ) ( ) ,
2

1

2112 dttstsЭ
t

t
∫=  

( ) ( )dttsts
tt

P
t

t
∫−

=
2

1

21
12

12
1 . 

 

Структурные схемы, соответствующие преобразованиям (1.21) и (1.24), 
приведены на рисунке 1.9. 
 

∫  ∑
 

∫  s(t)  p(t) Э 
s1(t) 

s2(t) 

)(tp∑  

ЭΣ(t) 

а) б) 

 Рисунок 1.9 − Реализация преобразований (1.21), (1.24) 
 

Если энергия взаимодействия равна нулю, то сигналы энергетически 
независимы, т.е. не взаимодействуют друг с другом на интервале времени 
( 1t , 2t ). Такие сигналы называются ортогональными на указанном интервале: 

( ) ( ) 0
2

1

21 =⋅∫
t

t

dttsts . (1.26) 

Взаимная энергия двух сигналов является их скалярным произведением 
и относится к фундаментальным характеристикам теории сигналов. 

 
1.3.2 Энергетические характеристики комплексных сигналов 

 
Энергетические характеристики комплексного сигнала )(tZ   выража-

ются с учетом теории комплексного переменного следующим образом: 
[ ] [ ] )()()()()()()()()( * ttstjtstjtstZtZtp 22

Z υυυ +=−⋅+=⋅=  . (1.27) 
 Мгновенная мощность комплексного сигнала равна сумме мгновенных 
мощностей действительной и мнимой частей: 

)()()( tptptp sZ υ+= . (1.28) 
Энергия комплексного сигнала определяется интегралом от произведе-

ния комплексно-сопряженных сигналов: 
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∫∫∫ +=⋅=
2

1

2

1

2

1

)()()()( 22*
t

t

t

t

t

t
Z ttsdttZtZЭ υ , 

υЭЭЭ sZ += . 
(1.29) 

Средняя мощность комплексного сигнала представляет собой сумму 
средних мощностей действительной и мнимой частей: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

−
=⋅

−
= ∫∫∫

2

1

2

1

2

1

t

t

2
t

t

2

12

t

t12
Z tts

tt
1dttZtZ

tt
1P )()()()( * υ , 

υPPP sZ += . 

(1.30) 

Таким образом, энергетические характеристики комплексного сигнала 
равны сумме энергетических характеристик вещественной и мнимой частей. 
Энергия суммы двух комплексных сигналов равна: 

( ) ( ) =+⋅+= ∫
2

1

)()()()( *
2

*
121

t

t
Z dttZtZtZtZЭ   

[ ]∫ ⋅+⋅+⋅+⋅=
2

1

)()()()()()()()( *
12

*
21

*
22

*
11

t

t

dttZtZtZtZtZtZtZtZ  , 

( )2121212121 ssssZZ ЭЭjЭ2Э2ЭЭЭ υυυυ −±+++=∑ . 

(1.31) 

Два комплексных сигнала )(1 tZ  и )(2 tZ  будут ортогональными, если 
энергия их взаимодействия равна нулю, т.е. 

0)()()()(
2

1

2

1

*
12

*
21 =⋅=⋅ ∫∫

t

t

t

t

dttZtZdttZtZ  . (1.32) 

Энергия взаимодействия сигналов, которые в общем случае могут не 
совпадать во времени, оценивается с помощью корреляционных характери-
стик: автокорреляционной и взаимной корреляционной функций. 
 

1.3.3 Корреляционные характеристики  
                    детерминированных сигналов 
 

Взаимная энергия вещественного сигнала )(ts  и его перемещающейся 
во времени копии )( τ−ts  называется автокорреляционной функцией (АКФ) 
сигнала и обозначается )(τB : 

∫
∞

∞−

−⋅= dttstsB )()()( ττ . (1.33) 

Энергия сигнала sЭ  численно равна значению АКФ в точке 0=τ :  
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∫
∞

∞−

== dttsЭB s )()0( 2 . (1.34) 

АКФ является четной функцией времени )()( ττ −= BB , т.к. 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

+⋅=−⋅ dttstsdttsts )()()()( ττ . (1.35) 

Структурная схема, демонстрирующая процесс получения АКФ со-
гласно преобразованию (1.33), изображена на рисунке 1.10. 

 
Рисунок 1.10 − Структурная схема для получения АКФ 

 
 На выходе схемы (в блоке записи и хранения) имеем АКФ в дискрет-

ные моменты времени τΔn , соответствующие неотрицательным временам 
задержки 0≥τ . 

Взаимная энергия двух разных вещественных сигналов )(1 ts  и )(2 ts , 
один из которых (первый или второй) перемещается во времени, называется 
взаимной корреляционной функцией (ВКФ) и обозначается 

)(21 τB или )(12 τB соответственно: 

∫
∞

∞−

−⋅= dttstsB )()()( 2112 ττ , (1.36) 

∫
∞

∞−

−⋅= dttstsB )()()( 1221 ττ . (1.37) 

 

)( τΔ−ts  )2( τΔ−ts  )( τΔ− nts  

)( τΔB  )0(B  )2( τΔB  )( τΔnB  

)(ts  τΔ   τΔ   τΔ   τΔ
  

Блок записи и хранения 

∫
t

 ∫
t

 
∫
t

 ∫
t
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ВКФ )(21 τB  является зеркальной копией ВКФ )(12 τB , т.е. 
)()( 1221 ττ −= BB . (1.38) 

Примеры получения АКФ и ВКФ показаны на рисунке 1.11. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                            а)                                                      б) 
 
 

Рисунок 1.11 − Построение корреляционных функций:  
                                          а) АКФ прямоугольного импульса,  

                           б) ВКФ двух импульсов разной длительности 
 

В таблице 1.3 приведены графические иллюстрации АКФ и ВКФ раз-
личных вещественных сигналов. 

Взаимная энергия комплексного сигнала )(tZ  и его перемещающейся 
во времени сопряженной копии )(* τ−tZ  называется автокорреляционной 
функцией комплексного сигнала и обозначается )(τZB : 

                                   ∫
∞

∞−

−⋅= dttZtZBZ )()()( * ττ  .                           (1.39) 
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Таблица 1.3- Примеры АКФ и ВКФ некоторых вещественных сигналов 

 

Сигнал )(tsn  Автокорреляционая 
функция (АКФ) )(τnB  

Взаимная корреляционная 
функция (ВКФ) )(τnmB  

   

   

   

   

   

   

1τ  t 0 

s1(t) 
E 12 5.1 ττ =  

1
2τE  

1τ  1τ−  τ  0 

)(1 τB  

1
2τE  

2τ  1τ−  

)(21 τB  

0 τ  

t 0 2τ  

E 
s2(t) 

2
2τE  

2τ  2τ−  

)(2 τB  

τ  0 

1
2τE  

1τ  2τ−  

)(12 τB  

0 τ  

s3(t) 

t 0 

E 

1τ  

2
12 τE

 
2τ  1τ−  

)(23 τB  

0 τ  
3
12 τE

 1τ−  1τ  τ  0 

)(3 τB  

α2

2E  
)(4 τB  

α

2E  
)(24 τB  

1/1 τα ≈
 

s4(t) 

t 0 

E 
s5(t) 

2τ  
3
22 τE

 
2τ  2τ−  

)()( 5225 ττ BB =
 

0 τ  

2
2τE  
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)(5 τB  

3
22 τE

 

τ  0 2τ  0 τ  t 0 
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2 22 τE  
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)(6 τB  
3
22 τE

 
3

2 22 τE  

3
22 τE
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1.4 Обобщенное линейное представление сигналов 
 

Исследуемый сигнал ( )ts  можно представить взвешенной суммой эле-
ментарных функций 

( ) ∑
∞

−∞=

=
n

)(tCts nnϕ , (1.40) 

где nC  – комплексный (в общем случае) коэффициент пропорциональности; 
       nϕ  – комплексная (в общем случае) элементарная функция. 

Каждая из элементарных составляющих )(tnϕ  должна быть, с одной 
стороны, функционально связана с любой другой )(tkϕ , а с другой стороны – 
обладать энергетической независимостью. То есть энергия суммы элемен-
тарных колебаний ΣЭ  должна равняться сумме энергий отдельных состав-
ляющих: 

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= ∑∫ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=
Σ dttCtCЭ

k
kk

t

t n
nn )()( **

2

1

ϕϕ   

.)()(
2

1

**∑ ∑ ∫
∞

−∞=

∞

−∞=

=
n k

t

t
knkn dtttCC ϕϕ   

(1.41) 

Энергетическая независимость (ортогональность) элементарных коле-
баний на интервале времени от 1t  до 2t  определяется следующим образом: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠

==
=∫

.,0

,,
)()(

2

*
2

1 kn

knЭ
dttt

nt

t
kn

n
ϕ

ϕϕ
ϕ 

  (1.42) 

В выражении (1.42) использовано обозначение nϕ , под которым в ма-
тематическом анализе понимают норму бесконечномерного пространства 
функций { })(tnϕ . В нашем случае норму определяют как квадратный корень 
из энергии. 

Учитывая (1.42), преобразуем (1.41) к виду: 

222 .)(.
2

1

n
nn

t

t
nn CЭdttCЭ n

 ∑∑ ∫
∞

−∞=

∞

−∞=
Σ == ϕϕ . (1.43) 

Набор ортогональных функций { })(tnϕ  называют ортогональным бази-
сом.  

Пространство функций (базис) называется метрическим, если введен 
способ определения нормы. 
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Если энергии элементарных составляющих ортогонального базиса 
n

Эϕ  

не зависят от своего порядкового номера, то их подвергают нормировке, с 
тем чтобы норма 

n
Эϕ  равнялась единице. Такой базис называют ортонор-

мированным (или ортонормальным). 
 
Коэффициент пропорциональности nC  в выражении (1.40) учитывает 

степень взаимодействия исследуемого сигнала ( )ts  и элементарного колеба-
ния )(tnϕ . Для получения математического выражения nC  умножим левую и 

правую части (1.40) на комплексно-сопряженную функцию )(* tkϕ  и проинте-
грируем в пределах от 1t  до 2t : 
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1

2

1

)()()()( **
t

t

t

t n
knnk dtttCdttts ϕϕϕ   
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(1.44) 

∫

∫
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1

2

1
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)()(1
t

t
kn
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t
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n

dtt

dttts

dtttsC

ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ





 . (1.45) 

 
Коэффициент пропорциональности nC  представляет собой отношение 

взаимной энергии сигнала ( )ts  и элементарного колебания )(tnϕ  к собствен-
ной энергии отдельного элементарного колебания )(tnϕ . 

Ряд (1.40) называется обобщенным рядом Фурье, если выполняются 
условия (1.42) и (1.45). 

Структурная схема, позволяющая получить коэффициент пропорцио-
нальности nC  для данного сигнала ( )ts  и данного базиса { })(tnϕ , является 
обобщенным анализатором спектра (рисунок 1.12). Он реализуем физически 
в случае действительного сигнала и действительного базиса. 
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Рисунок 1.12 − Обобщенный анализатор спектра 
 

Рассмотрим усеченный ряд Фурье, который называют оценкой )(tsN  
сигнала ( )ts  

∑
−=

=
N

Nn
nnN tCts )()( ϕ . (1.46) 

 
Энергию оценки )(tsN  найдем по формуле (1.43) 

∑
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=
N

Nn
nN n
ЭCЭ ϕ
2 . (1.47) 

Разность исследуемого сигнала ( )ts  и его оценки )(tsN  представляет 
собой мгновенное значение ошибки аппроксимации )(tε  

)()()( tstst N−=ε . (1.48) 
Энергия ошибки определится следующим образом: 
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(1.50) 

Энергия ошибки согласно (1.50) равна разности энергий сигнала ( )ts  
и его оценки )(tsN . Относительное значение энергии ошибки найдем как 
отношение энергий ошибки и сигнала: 
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Если при ∞→N  относительное значение энергии ошибки стремится 

к нулю ( 0→δ ), то набор  элементарных ортогональных функций  называет-
ся полным базисом. 

Реализация преобразования (1.46) показана на рисунке 1.13. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 1.13 − Блок-схема синтеза сигнала (точнее, оценки) с помощью  

заданной системы базисных функций 
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1.5 Динамическое представление сигналов 
 
Примером полной ортогональной системы функций является совокуп-

ность прямоугольных импульсов единичной амплитуды, изображенная на 
рисунке 1.14. Обобщенное представление сигналa ( )ts  в этом базисе пред-
ставлено на рисунке 1.15. 

Элементарные прямоугольные импульсы описываются разностью 
функций Хевисайда, которую будем обозначать rect(t) (от англ. rectangle – 
прямоугольник): 

)
2

()
2

()( τ
σ

τ
σ −−+= tttrect . (1.52) 

Импульсы )( τΔntrect −  имеют длительность τΔ  и сдвинуты друг от-
носительно друга по времени на интервалах τΔn , поэтому ортогональность 
базиса очевидна. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.14 − Пример                             Рисунок 1.15 − Динамическое 
ортогонального базиса                              представление сигнала функциями 

                                                             )( τΔntrect −  
 

Взвешенное суммирование элементарных функций приводит к воз-
никновению ступенчатой аппроксимации ( )tsст  аналогового сигнала ( )ts . 
Коэффициент взвешивания nC  при этом равен мгновенному значению ана-
логового сигнала ( )ts  в точке τΔ= nt , т.е. )( τΔ= nsCn : 
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Умножим и разделим правую часть уравнения (1.53) на τΔ  и перейдем 
к пределу при 0→Δτ : 

τΔ
τΔ

τΔ
τΔ

τΔ
∑
∞

−∞=→
⎥
⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −
=

n0

ntrectnsts )()(lim)( . 

 

(1.54) 

Дискретный параметр τΔn  при изменении n в бесконечных пределах и 
0→Δτ  преобразуется в непрерывный параметр τ . Малая длительность им-

пульса τΔ  переходит в качественно новый параметр – бесконечно малое 
приращение аргумента τd .  

)()(lim τδ
τΔ

τΔ
τΔ

−=
−

→
tntrect

0
. 

 
Пределом суммы по дискретному аргументу n станет интеграл по не-

прерывному параметру τ : 

∫
∞

∞−

−= ττδτ dtsts )()()(  

или 

∫
∞

∞−

−= ττδτ dtsts )()()( . 

(1.55) 

 
 Получившееся интегральное преобразование (1.55) называется “сверт-
кой”, для которой можно использовать формальное обозначение 

)()()( ttsts δ⊗= . Кроме того, преобразование (1.55) иллюстрирует фильтру-
ющее свойство δ  – функции.  Интегральное преобразование (1.55) лежит в 
основе динамического представления сигнала ( )ts  с помощью δ  – функций. 

В выражении (1.55) заменим δ  – функцию на производную от функции 
Хевисайда )()( τστδ −ʹ′=− tt  и, выполняя интегрирование по частям, найдем 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−ʹ′=−ʹ′= ττστττστ dtsdtsts )()()()()( . (1.56) 

Выражение (1.56) так же, как и (1.55), является сверткой. В (1.56) “сво-
рачиваются” сигнал ( )ts  с производной от функции Хевисайда либо произ-
водная от сигнала )(tsʹ′  с функцией Хевисайда:  

 
)()()()()( ttsttsts σσ ⊗ʹ′=ʹ′⊗= . 

 
На рисунке 1.16 имеется графическая иллюстрация интеграла свертки, 

анализ которой показывает, что верхний предел интегрирования целесооб-
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разно заменить на текущий параметр t  (полагая ∞→t ). Параметр интегри-
рования τ  находится внутри параметра t , т.е. 

∫
∞−

−ʹ′=
t

dtsts ττστ )()()( . (1.57) 

На рисунке 1.17 показано динамическое представление одностороннего 
(с разрывом в начале координат) сигнала взвешенной суммой функций Хеви-
сайда, смещенных друг относительно друга на интервал времени τΔn : 

 

∑
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−=
N

0n
ncm ntCts )()( τΔσ . 

 

(1.58) 

Весовой коэффициент nC  зависит от скорости изменения сигнала в 
момент времени τΔ= nt . Величина скачка прямо пропорциональна прира-
щению сигнала nsΔ  в точке τΔ= nt , т.е. 

 
τΔτΔΔ )(nssC nn ʹ′== , 
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(1.59) 

 
Переходя к пределу при 0→Δτ , получим 
 

∫ −ʹ′+=
t

dtststs
0

)()()()0()( ττστσ . (1.60) 

 
Разрыв в начале координат обозначен как 0sΔ  или ( )0s . Выражение 

(1.60) называют динамическим представлением сигнала ( )ts  с помощью 
функций Хевисайда. 

Суть динамического представления заключается в приближённом 
описании реального сигнала )(ts суммой некоторых элементарных сигналов, 
возникающих в последовательные моменты времени. Точное представление 
исходного сигнала получается в пределе, если длительность отдельных эле-
ментарных сигналов стремится к нулю. Динамическое представление под-
чёркивает развивающийся во времени характер процесса. 
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Рисунок 1.16 − Графическое                    Рисунок 1.17 − Динамическое пред-
ставление интеграла свертки                    представление    одностороннего 
                                                                      сигнала функциями Хевисайда 

 
1.6 Выводы 
 
Основные операции, которым могут подвергаються сигналы на первом 

этапе анализа, являются:  
а) перемещение во времени;  
б) интегрирование; 
в) дифференцирование; 
г) взвешенное суммирование; 
д) определение мгновенного значения; 
е) анализ энергии взаимодействия как основной способ сравнения сиг-

налов между собой. 
Наиболее универсальными объектами для сравнения в настоящее время 

являются δ  – функция и единичный скачок, которые, как было показано, 
легко поддаются всем видам преобразований. 

Качество аналитического представления произвольного сигнала взве-
шенной суммой ортогональных элементарных функций зависит от характе-
ристик полного ортогонального набора функций. 
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2 ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЕРИОДИЧЕСКИХ  
СИГНАЛОВ 

 
2.1 Периодические сигналы и их свойства 

 
В теории и практике радиотехники и радиоэлектроники часто встреча-

ются процессы, которые могут рассматриваться как периодические. 
Сигнал ( )ts  называется периодическим, если выполняется тождество 

( ) ( ) ( ) ( ),...2 kTtsTtsTtsts +==+=+=  (2.1) 

где T  − период; k  − любое целое число, положительное или отрицательное; 
аргумент t  меняется в бесконечных пределах. 

Периодический сигнал ( )ts  с периодом T  обладает свойством, состоя-
щим в том, что интеграл от него, взятый на интервале длиной T , не меняется 
при изменении пределов интегрирования, а именно: 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫
−

++

===

2

20

2

2

1

1

T

T

TTt

t

Tt

t

dttsdttsdttsdtts . (2.2) 

Периодический сигнал ( )ts , пример которого изображен на рисунке 
2.1, может быть представлен бесконечной суммой непериодических сигналов 
( )tsT , сдвинутых друг относительно друга по закону  

 

( ) ( )∑
∞

−∞=

+=
k

T kTtsts , (2.3) 

 
где ( )tsT  − описание периодического сигнала в пределах периода T . 

Рисунок 2.1 − Периодический сигнал ( )ts  
 

Следует помнить, что бесконечной повторяемости явлений в строгом 
смысле, определяемом выражением (2.1), не существует в действительности. 
Таким образом, периодические сигналы являются полезной абстракцией, ис-
пользуемой при решении практических задач. 

1t  0 Tt +1  t  

( )ts  

( )TtsT +  ( )tsT  ( )TtsT −  
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2.2 Гармонические колебания (гармоники) 
 

Обычно под сигналом понимают физический процесс, несущий сооб-
щение о состоянии какой-либо физической системы. Под электрическим сиг-
налом понимают изменение какой-либо электрической величины в соответ-
ствии с исходной физической величиной (механической, химической, тепло-
вой, оптической, звуковой и др.). 

Естественно рассматривать сигнал как результат некоторых измерений 
в процессе исследований, поэтому сигналами, чаще всего, являются величи-
ны, изменяющиеся во времени. Временное представление сигнала в виде 
функции s(t)  или графика – это лишь один из простых способов описания 
сигналов, которые будут обсуждаться ниже.     

Примером простейшего периодического сигнала является гармониче-
ское колебание вида 

( ) ( ) ( ) ( )111111111
2coscoscos tt
T

AttAtAts +=+=+=
π

ωϕω . (2.4) 

Сигнал ( )ts1 , описываемый тригонометрической функцией, в математи-
ке называют гармоникой с амплитудой 1A , угловой частотой 1ω , фазой коле-

бания 11 ϕω +t , начальной фазой  1ϕ  и периодом  
1

2
ω
π

=T . 

Для графического отображения гармонического колебания используют 
либо временное (рисунок 2.2) либо частотное (рисунок 2.3) представление. 
Оба представления позволяют однозначно описать гармоническое колебание. 

 

   Рисунок 2.2 − Временная модель          Рисунок 2.3 − Частотная модель 
        гармонического колебания                       гармонического колебания 
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Среднее значение гармонического сигнала на периоде T  равно нулю 

( )∫
+

=+

Tt

t

dttA
T

1

1

0cos1
111 ϕω . (2.5) 

Гармоническое колебание ( )ts1  с произвольной начальной фазой (коле-
бание общего вида) можно представить суммой косинусоидальной (четной во 
времени) и синусоидальной (нечетной во времени) тригонометрических со-
ставляющих с определенными весовыми коэффициентами. 

( ) ( )
.sincos

sinsincoscoscos
tbta

tAtAtAts

1111

111111111
ωω

ωϕωϕϕω

+=

=−=+=
 (2.6) 

Коэффициенты пропорциональности a1, b1 связаны с амплитудой A1 и 
начальной фазой ϕ1 следующими соотношениями:     
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a
barctg
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ϕ
. (2.7) 

 
2.3 Векторное и комплексное представления гармонического 

колебания 
 
Любое гармоническое колебание можно представить в виде вектора (на 

декартовой плоскости с координатами XY ), вращающегося против часовой 
стрелки со скоростью  1ω  (рисунок 2.4 а). 

 

Рисунок 2.4 − Векторное представление гармоники 
 

Мгновенное значение ( )ts1  гармонического колебания можно получить,               
спроектировав вращающийся вектор с амплитудой 1A  на ось абсцисс (рису-
нок 2.4 б). 
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Для анализа сложных электрических цепей удобно представление гар-
монического колебания в комплексной плоскости (по формуле Эйлера) сиг-
налом  ( )tZ  

( ) ( ) ( ) ( ) tj
1

tj
1111111 111 eAeAtjAtAtZ ωϕωϕωϕω  ==+++= +sincos , (2.8) 

 где     111
ϕjeAA = . (2.9) 

В выражении (2.9) комплексный множитель 1A  называется комплекс-
ной амплитудой, причем 

11 AA =  , 11 argA=ϕ . 

Комплексная функция tje 1ω  является комплексным вектором вращения 
(рисунок 2.5 а). 

Гармоническое колебание ( )ts1  можно представить полусуммой ком-

плексно-сопряженных сигналов ( )tZ  и  ( )tZ∗   

( ) ( ) ( ) ( )[ ] tjtjtjtj eCeCeeAtAts 111111 11
1

1111 2
cos ωωϕωϕωϕω −

−
+−+ +=+=+=  , (2.10) 

где ( )11 −CC   − комплексно-сопряженные коэффициенты; 

( )tjtj ee 11 ωω −  − комплексные векторы со встречным направлением вращения 
(рисунок 2.5 б). 

 

Рисунок 2.5 − Векторное представление гармонического колебания 
в комплексной плоскости с координатами X , jY  

 
Комплексно-сопряженные коэффициенты  1C  и 1−C  связаны с весовы-

ми коэффициентами 1a  и 1b  следующими соотношениями: 
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( ) ( )

( ) ( )⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+=−==

−=+==

−
− 1111111

1111111

2
1sincos

2
1

2
1

2
1sincos

2
1

2
1

1

1

jbajAeAC

jbajAeAC

j

j

ϕϕ

ϕϕ

ϕ

ϕ




. (2.11) 

Таким образом, описание гармонического колебания можно выполнить 
разными способами: 

( ) ( )
( ),argcos

sincoscos

111

tj
1

tj
111111111

CtC2

eCeCtbtatAts 11
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−

ω

ωωϕω ωω

 

(2.12) 

где  11 2CA = , 111 argarg −−== CC ϕ . 
 

(2.13) 

Тригонометрической и комплексной моделям сигнала соответствуют два 
способа частотного представления, изображенные на рисунках 2.6 и 2.7. 

 

      Рисунок 2.6 − Частотное предс-              Рисунок 2.7 − Частотное предс- 
       тавление тригонометрической               тавление  комплексной модели                    
                     модели сигнала                                               сигнала 
 

Замечание. Положительные и отрицательные частоты (рисунок 2.7)                    
позволяют отобразить встречные направления вращения комплексных векто-
ров tje 1ω±     (рисунок 2.5 б). 
 

2.4 Сложение гармонических колебаний 
 

При сложении двух и более гармоник с одинаковой частотой получают 
гармоническое колебание с той же самой частотой, но другими амплитудой и 
начальной фазой (рисунок 2.8). 
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Рисунок 2.8 − Графическое представление гармонического сигнала общего 

вида (а), его нечетной (б) и четной (в) составляющих 
 

Гармонические колебания ( )212 2cos ϕω +tA , 
( )313 3cos ϕω +tA ,……, ( )nn tnA ϕω +1cos ,……,называют соответственно  второй, 

третьей и т.д. высшей гармониками относительно основной. 
Сложение гармоник с кратными частотами 1ω , 12ω , 13ω , амплитудами 

1A , 2A , 3A  и начальными фазами 1ϕ , 2ϕ , 3ϕ  приводит к образованию перио-
дического сигнала сложной формы ( )tsΣ  с периодом T , равным периоду пер-
вой гармоники с частотой ω1. Поэтому 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ).3cos2coscos 313212111

321
ϕωϕωϕω +++++=

=++=Σ

tAtAtA
tstststs

 (2.14) 

Каждое из слагаемых ( )ts1 , ( )ts2 , ( )ts3  характеризует отдельное гармо-
ническое колебание, однако график функции ( )tsΣ  не является гармониче-
ским. 

На рисунках 2.9 и 2.10 приведены временное и частотное представления 
периодического сигнала сложной формы ( )tsΣ . 

б) 
0 t  

tb 11sinω  

в) 
0 t  

ta 11 cosω  

а) 
0 t  

( )111 cos ϕω +tA  

1t  
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      Рисунок 2.9 − Сложение гармоник                   Рисунок 2.10 − Спектральное 
                                                                                                  представление 
 

Амплитудным спектром (спектром амплитуд) называется совокупность 
амплитуд { }nA  гармонических колебаний, изображенная в виде отрезков 
прямых вдоль частотной оси в точках, кратных частоте первой гармоники. 

Фазовым спектром (спектром фаз) называется совокупность начальных 
фаз { }nϕ  гармонических колебаний, изображенная в виде отрезков прямых 
вдоль частотной оси в точках, кратных частоте первой гармоники. 
 

2.5 Энергетические характеристики гармонических колебаний 
 

Если гармоническое колебание ( )tsn  представляет собой ток или 
напряжение, то мгновенная мощность ( )tpn , выделяющаяся на сопротивле-
нии 1 Ом, определится по формуле: 

)()( 2 tstp nn = . 

Энергия n-го гармонического колебания на периоде 
1

2
ω

π=T  равна: 

( ) ( )∫ ∫
+ +

=+==

Tt

t

Tt

t
nnnn dttnAdttsЭ

1

1

1

1

1
222 cos ϕω  

( )[ ] .cos∫
+

=++=

Tt

t

2
n

n1
2
n

1

1

T
2
Adttn21

2
A

ϕω  (2.15) 

В выражении (2.15) интеграл от гармонической функции 
( )ntn ϕω 22cos 1 + , согласно (2.5), равен нулю, т.к. в интервале интегрирования 

( )333 cos ϕω +tA  

( )222 cos ϕω +tA  

( )111 cos ϕω +tA  

( )ts  

12ω  ω  0 

1ϕ  

{ }nϕ  3ϕ  

2ϕ  

13ω  1ω  

12ω  ω  0 

3A  

{ }nA  1A  

2A  

13ω  1ω  
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1
2
ω

π=T  укладывается целое число периодов интегрируемой функции 

( )12 2
2

ω
π

nT n = . Откуда 

[ ]∫
+

=+

Tt

t
n

n dttnA 1

1

02cos
2 1
2

ϕω . (2.16) 

Средняя мощность n−го гармонического сигнала определяется как 

2

2
nn

n
A

T
ЭP == . (2.17) 

Произведение двух гармонических колебаний ( )tsn  и ( )tsm  можно 
трактовать как мгновенную взаимную мощность ( )tpnm  

( ) ( ) ( )tststp mnnm ⋅= . (2.18) 

Наиболее замечательным свойством гармонических сигналов является 
тот факт, что энергия взаимодействия nmЭ   двух любых ( mn ≠ ) гармоник 
равна нулю, если интервал интегрирования равен периоду первой гармоники. 
Произведение двух высших гармоник с частотами 1ωn  и 1ωm  нетрудно пре-
образовать в сумму двух гармонических колебаний с частотами ( ) 1ωmn ± , 
интегрирование которых на интервале длиной T  приведет к нулю, поэтому 

( ) ( ) ( ) ( ) =++== ∫ ∫
+ +

dttmtnAAdttstsЭ
Tt

t

Tt

t
mnmnmnnm

1

1

1

1

11 coscos ϕωϕω  

( )[ ]

( )[ ] .0cos
2
1

cos
2
1

1

1

1

1

1

1

=−+−+

++++=

∫

∫
+

+

dttmnAA

dttmnAA

Tt

t
mnmn

Tt

t
mnmn

ϕϕω

ϕϕω

 (2.19) 

Энергия суммы гармонических колебаний ΣЭ  равна сумме энергий от-
дельных слагаемых, так как энергия взаимодействия  nmЭ   равна нулю: 

( ) ( )[ ]∫
+

Σ =+=

Tt

t
mn dttstsЭ

1

1

2  
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=
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⎤

⎢
⎢
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⎡
=
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t

N

1n

2
n
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1n
nN

1

1

T
2
AdttsЭ . (2.20) 

В курсе высшей математики системы функций, обладающие подобным 
свойством, называются ортогональными. Гармонические колебания кратных 
частот ортогональны на интервале времени, равном периоду первой гармони-
ки. 
 

2.6 Разложение произвольного периодического сигнала                 
по гармоникам 

 
Сложение гармоник приводит к образованию периодической функции с 

нулевым средним значением. Учтем в (2.14) постоянную составляющую 
(ненулевое среднее значение) введением специального коэффициента, 

например 2
oa . Получим известное из математики выражение 

( ) ( )∑
∞

=
Σ ++=

1
1cos

2 n
nn

o tnAats ϕω . (2.21) 

Перейдем к комплексной форме записи. Ненулевое среднее значение 

2
oa  обозначим коэффициентом oC . С учетом обозначений, примененных в 

(2.10), преобразуем (2.21) к виду 

∑
∞

−∞=
Σ =

n

tjn
neCts 1)( ω . (2.22) 

Уместен вопрос, всякую ли периодическую функцию ( )ts  можно ап-
проксимировать суммой гармоник ( )tsΣ ? И как рассчитать параметры гармо-
ник: амплитуду nA , частоту 1ωn , начальную фазу nϕ  и величину постоянной 

составляющей 
2
o

o
aC = ? 

Мгновенное значение погрешности аппроксимации сигнала определя-
ется разностью мгновенных значений исследуемого периодического сигнала 
( )ts  и суммы гармоник ( )tsΣ : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ∑
∞

−∞=
Σ −=−=

n

tjn
neCtststst 1ωε  . (2.23) 

Определим энергию погрешности  ( )tε  за период T  

( ) ( )∫ ∑∫
+ ∞

−∞=

+

⎥⎦
⎤
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dteCtsdttЭ
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1

1

2
2 ω

ε ε  . (2.24) 

Найдем условия, при которых энергия погрешности аппроксимации бу-
дет стремиться к нулю. Потребуем, чтобы коэффициенты nC  были выбраны 
из условия минимума энергии погрешности. Для этого продифференцируем 
правую и левую части уравнения (2.24) по переменным ko CCCC  ,...,,, 11 −  и 
приравняем их к нулю. Запишем систему уравнений, каждое из которых вы-
глядит следующим образом: 
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Выполним дифференцирование по комплексному коэффициенту kC  
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Осуществляя почленное интегрирование, найдем 
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Интегрируя комплексную функцию, получим 
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Подставляя (2.28) в (2.27), определим nC             
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1 TCdtets ω    или 

( )∫
+

−=

Tt

t

tjn
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C
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11 ω . (2.29) 

Представим комплексный коэффициент nC  суммой действительной и 
мнимой частей и сравним с (2.11): 

( ) ( )

    
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(2.30) 

( )nnn jbaC −=
2
1    ,     

⎩
⎨
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−=

=

nn

nn
C2b
C2a



Im
Re

, (2.31) 

22
2
1

2
1

nnnn baAC +== , 

n
nnn a
barctgC −== argϕ . 

 
Подводя итоги, можно сказать, что любой периодический сигнал может 

быть аппроксимирован бесконечной суммой гармонических колебаний и по-
стоянной составляющей. Энергия погрешности аппроксимации стремится к 
нулю, если количество гармоник стремится к бесконечности. 

В математической и специальной литературе разложение периодиче-
ского сигнала по тригонометрическим либо комплексным функциям (триго-
нометрическому либо комплексному базису) называют рядом Фурье. Одина-
ково широко применяются три формы записи ряда Фурье. Чаще других в 
формулах для расчета коэффициентов применяют симметричные пределы  

интегрирования 
2
T

± . Основные расчетные соотношения представлены в таб-

лице 2.1. 
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Таблица 2.1 – Ряды Фурье и расчетные соотношения для тригонометри-
ческого и комплексного базисов 

№ Формы записи ряда Фурье Формулы для расчета коэффициен-
тов 
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2.7 Анализ внутренней структуры периодического сигнала 
 

Сравнивая приведенные в таблице 2.1 формы записи ряда Фурье, ви-
дим, что каждая из них имеет свои преимущества, например: 

( )

( ) ( )
    
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tnbtnaats ∑∑
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1
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1 sincos
2

ωω . 

  ( )tsчет  − четная во времени        ( )tsнеч  − нечетная во времени 
 составляющая сигнала ( )ts            составляющая сигнала ( )ts  

 
Любой сигнал общего вида может быть представлен суммой четной и 

нечетной составляющих. Четный сигнал ( ) ( )tsts −=  в разложении будет 
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иметь только косинусоидальные составляющие. Нечетный сигнал 
( ) ( )tsts −−=  в разложении будет иметь только синусоидальные составляю-
щие. Постоянная составляющая входит только в состав четной компоненты 
сигнала. 

Если ведется компьютерный анализ, то наиболее выгодным представля-
ется комплексный ряд Фурье с универсальной расчетной формулой (2.29) для 
определения комплексного коэффициента nC .                                                

Переход к тригонометрическому ряду общего вида не вызывает про-
блем: 

( ) ( )∑
∞

=

++=
1

1 argcos2
n

nno CtnCCts  ω . (2.32) 

Расчет коэффициентов разложения существенно упрощается, если пе-
риодический сигнал имеет различные виды симметрии, представленные в 
таблице 2.2.  

Пусть математическое описание периодического сигнала удовлетворяет 
равенству 

( ) ( )2Ttsts −−= . (2.33) 

Такой сигнал обладает зеркальной симметрией, то есть повторяется че-
рез половину периода с противоположным знаком. 

 Если в математическом описании сигнала выполняется равенство 

( ) ( )2Ttsts −= , (2.34) 

то такой сигнал повторяется полностью не через интервал T , а через  2
T . 

С учетом (2.33) расчетная формула (2.29) может быть преобразована к 
виду 
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В таблицах 2.2 и 2.3 приведены модели периодических сигналов и соот-
ветствующие им расчетные формулы коэффициентов разложения для различ-
ных видов симметрии относительно двух точек: 01 =t  и 42 Tt = . 

 
2.8 Энергетические характеристики периодического сигнала 

сложной формы 
 

Если ( )ts  представляет собой напряжение или ток, то квадрат сигнала 

( )ts2  численно равен мгновенной мощности ( )tps , рассеиваемой на сопро-
тивлении нагрузки 1 Ом. 

Энергия периодического сигнала, расходуемая за период, равна 
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Средняя мощность сигнала равна отношению энергии к периоду 
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Среднюю мощность периодического сигнала, представленного рядом 
Фурье, можно оценить по спектру как сумму мощностей отдельных гармони-
ческих составляющих  
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Таблица 2.2 − Модели периодических сигналов с различными видами симметрии 

Симметрия 
относительно 

0t =  

Симметрия относительно 
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Таблица 2.3 − Коэффициенты ряда Фурье для периодических сигналов с различными видами симметрии 

Симметрия 
относительно 

0t =  

Симметрия относительно 
4
Tt =  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −≠
2
Ttsts )(  ⎟
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На практике при анализе сигналов ряд Фурье ограничивают конечным 
числом гармоник N . Сигнал, представленный усеченным рядом, называют 
оценкой ( )tsN . Средняя мощность NP  усеченного ряда Фурье или оценки 

( )tsN  равна 

∑∑
=−=

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
==

N

1n

2
n

2
o

N

Nn

2
nN A

2
1

2
aCP . (2.37) 

Абсолютная погрешность ( )tε  описания сигнала ( )ts  усеченным рядом 
Фурье ( )tsN  определяется разностью мгновенных значений сигнала и оценки 

( ) ( ) ( ) ( ) ∑
−=

−=−=
N

Nn

tjn
nN eCtststst 1ωε  . 

Средняя мощность погрешности или квадрат среднеквадратического 
значения абсолютной погрешности ( )>< t2ε   найдется по аналогии с (2.23) 
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Возводя подынтегральное выражение в квадрат и выполняя почленное 
интегрирование, получим 
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Таким образом, средняя мощность погрешности аппроксимации равна 
разности мощностей сигнала ( )ts  и оценки ( )tsN  

( ) N

N

Nn
n

N
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n PPCCPt −=+−= ∑∑
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222 2 ε . (2.38) 
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Относительное значение погрешности аппроксимации периодического 
сигнала усеченным рядом Фурье определится как 

P
PP N−

=δ . (2.39) 

Анализируя поведение погрешности в зависимости от количества сла-
гаемых ряда Фурье, можно сказать следующее: с ростом N  погрешность 
асимптотически стремится к нулю. Кроме того, погрешность всегда положи-
тельна, т.к. мощность бесконечного ряда всегда больше мощности усеченного 
ряда. 

 
2.9 Практическое приложение к второй главе 

 
2.9.1 Гармонический анализ периодической последовательности                 

униполярных прямоугольных импульсов 
 

Представим периодическую последовательность прямоугольных им-
пульсов (рисунок 2.11) суммой гармонических колебаний. Определим ампли-
туды и фазы гармоник. 

 

Рисунок 2.11 − Периодическая последовательность импульсов 
 

Заданный сигнал является четной функцией времени, т.е. в разложении 
будут присутствовать только косинусоидальные составляющие с весовыми 
коэффициентами na : 
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Произведение двух четных функций ( )ts  и tn 1cos ω  образует четную 
функцию времени. Интеграл от четной функции на симметричном интервале 
равен удвоенному значению интеграла за половину интервала интегрирова-
ния. Выполняя преобразования, получим 
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Ряд Фурье для заданного периодического сигнала в соответствии с таб-
лицей 2.1 может иметь три формы записи: 
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Отношение периода к длительности прямоугольного импульса называ-
ют скважностью q  

.
τ
Tq =  

Рассмотрим случай, когда период в два раза больше длительности, т.е. 
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τ
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Сумма гармоник, описывающая анализируемый сигнал для случая 
τ2=T , имеет вид 
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( ) ...5cos
5
23cos

3
2cos2

2 111 −+−+= tEtEtEEts ω
π

ω
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и графически изображена на рисунке 2.12. 

Рисунок 2.12 − Временное представление сигнала ( )ts  и 
усеченного ряда Фурье ( )tsN  ( 7,5,3,1=N ) 

 
На рисунке 2.12 показано, как меняется форма суммы гармонических 

колебаний с ростом количества слагаемых ряда Фурье. Чем больше учтено 
гармонических колебаний, тем лучше описываются разрывы в исследуемом 
сигнале. Кроме того, отмечаем равноволновый характер приближения к ана-
лизируемому  сигналу и уменьшение абсолютного значения погрешности. 
 

2.9.2 Частотное представление периодического сигнала 
 

Наглядность частотного представления периодического сигнала обес-
печивает построение спектральных диаграмм. На рисунке 2.13 изображена 
совокупность коэффициентов комплексного ряда Фурье { }nC , которую назы-
вают частотным спектром. На рисунке 2.14 показаны совокупность амплитуд 
гармоник { }nA , называемая спектром амплитуд, и совокупность начальных 
фаз { }nϕ , называемая спектром фаз. 

Полученные спектры являются дискретными функциями частоты. Ком-
плексные коэффициенты располагаются на всей частотной оси от ∞−  до 
∞+ . Анализируемый сигнал является четной функцией времени, поэтому 

комплексный коэффициент nC  имеет только действительную составляющую. 
 

0 

( )ts1  

E  

t  

1=N  

0 

( )ts5  

E  

t  

5=N  

0 

( )ts3  

E  

t  

3=N  

0 

( )ts7  

E  

t  

7=N  



 54 

  Рисунок 2.13 − Частотный                     Рисунок 2.14 − Спектр амплитуд { nA }  
спектр коэффициентов { nC }                   и спектр фаз { nϕ } периодической 
                                                                     последовательности импульсов 
                                                                          

Спектр амплитуд { }nA  и спектр фаз { }nϕ  располагаются только на по-
ложительных частотах от нуля до бесконечности. 

Важно отметить, что абсолютное количество гармоник, при аппрокси-
мации сигнала рядом Фурье, бесконечно, но амплитуды их падают с увеличе-
нием частоты. Ширина спектра реального сигнала – конечная величина. 

Под шириной спектра понимают эффективную область частот, в преде-
лах которой сосредоточена основная энергия сигнала. 

 
2.9.3 Распределение мощности в спектре периодического сигнала 

 
По временному представлению сигнала s(t) рассчитаем среднюю мощ-

ность периодической последовательности импульсов 
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По частотному представлению определим среднюю мощность 
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Результаты расчетов сведем в таблицу 2.4. 
 
Анализ данных таблицы 2.4 показывает, что для восстановления задан-

ного периодического сигнала по спектру можно ограничиться учетом посто-
янной составляющей и первой гармоники (рисунок 2.12 а). Относительное 
значение погрешности аппроксимации при этом не превышает 0,1. 
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Таблица 2.4 − Распределение мощности в спектре периодической                          
последовательности импульсов 

Средняя 
мощность 
сигнала P  

Средняя мощность элементов ряда Фурье  7,...,2,1,0=n  

0=n  1=n  2=n  3=n  4=n  5=n  6=n  7=n  

2

2
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⎛ oa  
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2
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2

2
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2

2
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2

2
7a  

Абс. 
знач. T

E τ2  
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2
⎟
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⎞
⎜
⎝

⎛ E  2

22
π

E  0 
2

2

9
2
π

E  0 
2

2

25
2
π

E  0 
2

2

49
2
π

E  

Норм.  %100  %50  %40  0 %5  0 %7,1  0 %1  

 
 

2.9.4 Анализ связи между длительностью импульса, периодом               
и шириной спектра 

 
Рассмотрим изменения, происходящие в спектре периодической после-

довательности прямоугольных импульсов  при изменении длительности им-
пульса и периода. В таблице 2.5 дано временное и частотное представление 
периодической последовательности прямоугольных импульсов, у которой пе-
риод не меняется, а длительность импульса изменяется. 

Поведение комплексного спектра четырех первых сигналов, представ-

ленных в таблице 2.5, определяется функцией 
2

2sin

1

1
τω

τωτ

n

n

T
ECn ⋅= . Все четы-

ре спектра затухают с ростом частоты. Обращаем внимание на пульсирую-
щий характер спектра. Первый переход через ноль  частотного спектра одно-
значно связан с длительностью импульса. Однако, по ширине главного ле-
пестка спектра, заключенного в пределах τ

π2± , не всегда можно судить о 

полосе частот, в которой сосредоточена основная часть энергии переменной 
составляющей периодического сигнала. 

Сравнивая спектральный состав первого и третьего сигналов в таблице 
2.5, видим, что у этих сигналов значительно отличаются постоянные состав-
ляющие и спектры фаз. Спектры амплитуд первого и третьего сигналов равны 
между собой, так как переменные составляющие этих сигналов отличаются 
только сдвигом во времени. 
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Таблица 2.5 − Спектры периодических последовательностей прямоуголь-
ных импульсов, у которых период  неизменен, а длительность изменяется 

N° 
Временное представление 

сигналов ( )tsn  
Спектральное представление сигналов 

{ }nC  

1   

2   

3   

4   

5 
   

 
Наиболее узкополосным из пяти представленных сигналов является 

второй сигнал, у которого длительность импульса равна половине периода. 
Пятый сигнал представляет собой периодическую последовательность 

δ−функций. Комплексный коэффициент  nC  разложения бесконечной суммы 
δ−функций в ряд Фурье равен 

( )ts  E  T75,0=τ  

T  T2  t  0 

( )ts  E  2T=τ  

T  T2  t  0 

( )ts  E  4T=τ  

T  T2  t  0 

( )ts  E  8T=τ  

T  T2  t  0 

( )ts  ,1 τ=E  0→τ  

T  T2  t  0 

( )tδ  

1ω  1ωn  

E
T

Co
τ

=  

τ
π2  

{ }nC  

1ω−  1ωn−  

1ω  1ωn  

E
T

Co
τ

=  

τ
π2  

{ }nC  

1ω−  1ωn−  

E
T

Co
τ

=  

1ωn  

τ
π2  

{ }nC  

1ωn−  1ω−  1ω  

1ωn  

E
T

Co
τ

=  

τ
π2  

1ωn−  

{ }nC  

1ω  1ω−  

{ }nC  
T

Cn
1

=  

1ωn  1ω  1ω−  1ωn−  



 57 

( )∫
−

===
2/

2/

11 1
T

T

tjn
n const

T
dtet

T
C ωδ  

Периодическая последовательность δ−функций может быть представ-
лена бесконечной суммой гармонических колебаний кратных частот с одина-
ковыми амплитудами TCA nn /22 == , т.е. 
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Таким образом, пятый сигнал характеризуется бесконечно большой полосой. 
В таблице 2.6 дано временное и частотное представление периодиче-

ской последовательности прямоугольных импульсов, у которой длительность 
импульсов не меняется, а период увеличивается. 

В таблице 2.7 систематизированы результаты гармонического анализа 
периодических сигналов с различными видами симметрии. 

Таблица 2.6 − Спектры периодических последовательностей прямоуголь-
ных импульсов, у которых длительность неизменна, а  период увеличивается 

N° 
Временное представление 

сигналов ( )tsn  
Спектральное представление сигналов 

{ }nC  

1   

2   

3   

4 
   

2ωn  2ω  2ω−  24ω  24ω−  

2TEτ  

3ωn  3ω  38ω  38ω−  

3TEτ  

0 

4ωn  416ω  416ω−  

4TEτ  

0 

( )ts1  τ21 =T  

t  1T  

( )ts2  τ42 =T  

t  2T  

( )ts3  τ83 =T  

t  3T  

( )ts4  τ164 =T  

t  4T  

1ωn  1ω  1ω−  12ω  

1TEτ  

0 12ω−  
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Таблица 2.7− Периодические сигналы с различными видами симметрии                       
и ряды Фурье  

  № Сигнал )(ts  Ряды Фурье 
1  

∑
∞

=

−
−

=
1n

11 t1n2
1n2

1E4ts ω
π

)sin()(  

2  

∑
∞

=

+
−

−
−

=
1n

1
1n

2 t1n2
1n2

1E4ts ω
π

)cos()()(  

3  

∑
∞

=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+=
1n

23 tn

4
n
4
n

2
E

4
Ets ω

π

π

cos
sin

)(  

4  

∑
∞

=

−
−

+=

=

1n
122

4

t1n2
1n2
1E4

2
E

ts

ω
π

)cos(
)(

)(

 

5  

∑
∞

=

⋅
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+=
1n

2

2

5 tn

4
n
4
n

2
E

4
Ets ω

π

π

cos
sin

)(  

s4(t) 

 t T1 

E 

 0 

E 

   t 

s1(t) 

T1 

0 

E 

   t 

s2(t) 

T1 

0 

s3(t) 
 E 

  t T2 

τ 
4 

T 2 = 
τ 

s5(t) 

 t τ 

E 

 0 

T2 

2 
T 2 = 
τ 

 E 

 E 
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6  

∑
∞

=

+−
=

1
2

1

6 sin)1(2)(
n

n

tn
n

Ets ω
π

 

7  

⎥
⎥
⎦

⎤

−

−
−

−⎢⎣

⎡ +=

∑
∞

=1n
22

n

27

tn2
1n4

1

t
42

1E2ts

ω

ω
π

π

cos)(

cos)(

 

8  

⎥
⎥
⎦

⎤

−

−
−

⎢⎣

⎡ −−=

∑
∞

=1n
22

n

28

tn2
1n4

1

t
42

1E2ts

ω

ω
π

π

cos)(

cos)(

 

9  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
−= ∑

∞

=1n
12

n
9 tn

1n4
121E2ts ω

π
cos)()(  

10  

n
tn

1n
1n

1n
1n

1
E

1
Ets

2

1n

10

ω

π

π

cos
)(
)sin(

)(
)sin(

)cos(

cos
cossin)(

⎟⎟
⎠

⎞

Θ+
Θ+

−

⎜⎜
⎝

⎛
−

Θ−
Θ−

Θ−
Θ

+

+
Θ−

ΘΘ−Θ
=

∑
∞

=

 

 
 
 

s6(t) 

T2 

  t   0 

E 

s7t) 

t T2 
 0 

E=Um 

E=Um(1-cosΘ) 

 0 

UmcosΘ 

2Um 

T2 

s9(t) 

t T1  0 

 E 

 E 

s8t) 

t T2 0 

 E 
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Анализ спектров, представленных в таблице 2.6 показывает, что огиба-
ющие комплексных спектров носят один и тот же пульсирующий характер, 
так как ни форма импульсов, ни их длительность не меняются. 

 С увеличением интервала между импульсами амплитуды гармониче-
ских колебаний уменьшаются. Частоты гармонических колебаний уменьша-
ются. Ширина спектра сигналов остается неизменной, и для ее оценки можно 

использовать половину ширины главного лепестка спектра: 
τ
π

ω
2

≈Δ  при  

2
T≤τ . С ростом периода происходит перераспределение энергии между 

постоянной и переменной составляющими сигнала: энергия постоянной 
составляющей падает, а энергия переменной составляющей растет при 
неизменной полосе. 

 
2.9.5 Пример гармонического анализа периодической 
         последовательности знакочередующихся импульсов  
         треугольной формы 

 

 
Рисунок 2.15 – Периодический сигнал с двумя видами симметрии 

 
Анализируя временное представление сигнала, изображенного на ри-

сунке 2.15, видим, что заданный сигнал является нечетной функцией времени, 
поэтому 

( ) ∑
∞

=

=
1

1sin
n

n tnbts ω . 

Кроме того, сигнал обладает зеркальной симметрией, т.е. повторяется 
через половину периода с противоположным знаком, следовательно (см. таб-
лицу 2.3) 

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅

=

=
∫ ...5,3,1   ,sin8

...6,4,2                               ,0
4

0
1 ndttnts

T

n

b T
n ω

 

 

  

  

 T  T−  

2
T  

4
T  

 E 
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Выполним математическое описание сигнала, изображенного на рисун-

ке 2.15.   

( ) 40     ,4 Ttt
T
Ets ≤<= . 

Рассчитываем весовой коэффициент nb  

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=⋅⋅= ∫∫
4

0

4
02

4

0
1

32sin48
T

T
T

n VdUUV
T
Etdtnt

T
E

T
b ω  

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫

4

0
1

1

4

0
1

12 cos1cos132
TT

tdtn
n

tn
n

t
T
E

ω
ω

ω
ω

 

( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−= 4sin1
4cos132

12
1

1
12

Tn
n

Tnt
nT

E
ω

ω
ω

ω
. 

Подставляя 
24

1 πω nTn
= , получим для нечетных n 

0
2

cos =
πn    ,   

⎩
⎨
⎧

=−

=
=

...11,7,3   ,1
...9,5,1      ,1

2
sin

n
n

nπ  

Пусть ( ) nm =−12 , где ...3,2,1=m  

( ) 11
2

sin +−= mnπ . 

( ) 2

1m

22n
1m2

1E8
2
n

n
E8b

)(
)(sin
−

−
⋅==

+

π

π

π
. 

( ) ( ) ( ) t1m2
1m2

1E8ts 1
1m

2

1m

2 ω
π

−
−

−
= ∑

∞

=

+
sin

)(
. 

 
2.10 Выводы 

 
1. Бесконечно повторяющийся во времени физический процесс может 

быть представлен периодическим сигналом, широко используемым при ре-
шении практических задач. 

2. Под гармоническим анализом понимают разложение периодического 
сигнала на сумму гармоник с частотами, кратными основной частоте повто-
рения периодической последовательности. 

3. Суммирование гармоник с определенными амплитудами и началь-
ными фазами позволяет восстановить периодический сигнал с любой задан-
ной точностью. 
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4. Под спектральными характеристиками периодического сигнала по-

нимают распределение амплитуд (и начальных фаз) по частотам и называют 
спектрами амплитуд и фаз соответственно. 

5. Временное и спектральное представления однозначно описывают 
периодический сигнал в двух разных плоскостях: мгновенное значение – вре-
мя и амплитуда – частота (начальная фаза – частота). 

6. Временное представление периодического сигнала, как правило, 
аналоговая функция времени. Спектральное представление периодического 
сигнала – дискретная затухающая функция частоты. 

7. Экспериментальное исследование изменения сигнала во времени 
осуществляется с помощью осциллографа, поэтому )(ts  называют осцилло-
граммой. Экспериментальное исследование спектрального состава сигнала 
выполняется с помощью анализатора спектра и называется спектрограммой. 

8. Форма периодического сигнала зависит не только от спектра ампли-
туд ,но и от значений начальных фаз гармоник. Если начальные фазы гармо-
ник 0 либо π, то периодический сигнал обладает четной симметрией относи-
тельно начала координат. Если начальные фазы гармоник 2

π± , то периоди-

ческий сигнал обладает нечетной симметрией относительно начала коорди-
нат. Если спектр амплитуд затухает медленно, то периодический сигнал име-
ет разрывы. Если в спектре амплитуд “исчезают” некоторые гармоники (или 
огибающая спектра амплитуд пульсирует), то это признак импульсного ха-
рактера периодического сигнала. 

9. Мощность периодического сигнала сложной формы равна сумме (в 
общем случае бесконечной) мощностей отдельных гармонических составля-
ющих. Погрешность аппроксимации периодического сигнала конечной сум-
мой гармоник равна разности мощностей сигнала и конечной суммы гармо-
ник. 
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3 ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ 
СИГНАЛОВ 

 
3.1 Предельный переход от периодических сигналов                             

к непериодическим 
 

Изложенный в главе 2 гармонический анализ периодических сигналов 
можно распространить на непериодические сигналы, если в выражении (2.3) 
период устремить к бесконечности  

( ) ( ) ( )tskTtsts T
k

T
TT

=+= ∑
∞

−∞=∞→∞→
limlim . (3.1) 

Рассмотрим изменения, происходящие в спектре периодического сиг-
нала ( )ts  при увеличении периода, на примере периодической последователь-
ности импульсов, представленной в таблице 2.6. При ∞→T  коэффициенты 
nC , а, следовательно, и амплитуды гармоник nn CA 2= уменьшаются до бес-

конечно малой величины, кроме того, расстояние ωΔ  между частотами со-
седних гармоник 1ωn  и ( ) 11ω+n  стремятся к нулю. 

Кажущееся “исчезновение” информации происходит из-за нарушения 
энергетических соотношений. Энергия периодического сигнала ( )ts  беско-
нечна, а энергия непериодического согнала ( )tsT  конечна.  

Чтобы исключить возникающее энергетическое противоречие, совме-
стим гармонический анализ и восстановление сигнала по спектру (синтез). 

Воспользуемся комплексным рядом Фурье (в таблице 2.1) 

( ) tjn

n
neCts 1ω∑

∞

−∞=

=   , где ( )∫
−

−⋅=
2/

2/

11
T

T

tjn
n dtets
T

C ω .  

Подставим  nC  в выражение для комплексного ряда 

( ) ( )∑ ∫
∞

−∞= −

− ⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅=

n

tjn

C

T

T

tjn
T edtets

T
ts

n

11
2

2

1 ωω

  


. 

Устремляя период к бесконечности и переходя к пределу, получим 

( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⋅= ∑ ∫

∞

−∞= −

−

∞→∞→ n

2T

2T

tjntjn
T

TT
11 edtets

T
1ts

/

/

limlim ωω . (3.2) 
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При ∞→T   расстояние между спектральными линиями ωΔ  уменьша-
ется до бесконечно малой величины ωd , т.е.  

π
ω

π
ω

22
lim1lim d

T TT
=

Δ
=

∞→∞→
.  

Частоты отдельных гармонических колебаний будут меняться не дис-
кретно: 1ω , 12ω , 13ω , … 1ωn , а непрерывно, образуя текущую частоту ω , т.е. 

ωω =
∞→

1lim n
T

. 

Дискретная сумма (3.2) преобразуется в интегральную сумму с беско-
нечными пределами по текущему параметру ω . В результате получается 
двойной интеграл Фурье 

( ) ( )

( ) ( )

∫ ∫
∞

∞−

⋅

=

∞

∞−

⋅− ⋅
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⋅=

∞→

ω
π

ω

ω

ω dedtetsts tj

TCS

tj
TT

n
T

  
 lim

2
1 . 

(3.3) 

Внутренний интеграл называется прямым преобразованием Фурье 
(ППФ). Формально ППФ обозначается ( )[ ]tsФ+ . Результатом применения 
ППФ к сигналу ( )ts  является спектральная плотность  )(ωS . Спектральная 
плотность )(ωS  − это комплексная функция частоты, которую можно пред-
ставить как эквивалентный вклад всех спектральных составляющих, находя-
щихся внутри частотного интервала ωd . 

( ) ( )
ω
π

ω
π

ω
d
CCCTS n

n
T

n
T


 22limlim

11
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

∞→∞→
. (3.4) 

Внешний интеграл в (3.3) называется обратным преобразованием Фурье 
(ОПФ). Формально ОПФ обозначается ( )[ ]ωSФ− . Результатом применения 
ОПФ к спектральной плотности (функции частоты) является сигнал ( )ts  – 
функция времени. 

 
3.2 Прямое и обратное преобразования Фурье 

 
Существуют два способа описания непериодического сигнала. Первый 

способ основан на математическом представлении физического сигнала 
функцией времени ( )ts . Второй способ – описание физического сигнала 
функцией частоты )(ωS . Эти два представления сигнала связаны между со-
бой преобразованиями Фурье: 
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( ) ( )[ ] ( )∫
∞

∞−

⋅−+ == dtetstsФS tjωω , (3.5) 

( ) ( )[ ] ( )∫
∞

∞−

⋅− == ωω
π

ω ω deSSФts tj
2
1 . (3.6) 

Размерность частоты ω  обратна  размерности времени t . Произведение 
параметров ω  и t  – безразмерная величина 

ft2t πω = . (3.7) 
Функции ( )ts  и )(ωS  описывают в различной форме один и тот же фи-

зический процесс. Функция  ( )ts  дает представление о состоянии системы в 
координатах “мгновенное значение – время”.  Функция )(ωS  позволяет опи-
сать поведение системы в координатах “амплитуда – частота”. 

Интересно сопоставить интегральные формулы комплексного коэффи-
циента ряда Фурье  nC   и спектральной плотности )(ωS :  

( )∫
−

−=
2/

2/

11
T

T

tjn
Tn dtets

T
C ω , 

( )∫
∞

∞−

⋅−= dtetsS tj
T

ωω)( . 

Спектральная  плотность – непрерывная функция частоты. Комплекс-
ный коэффициент  nC – дискретная функция частоты. Размерность комплекс-
ного коэффициента nC  ряда Фурье совпадает с размерностью  исследуемого      
сигнала ( )ts             

( )[ ] [ ]nCts = . 
Размерность спектральной плотности равна произведению размерности 

сигнала ( )ts  и времени 
( )[ ] ( )[ ] [ ]времяtsS ⋅=ω . 

Значения спектральной плотности, взятые в дискретных точках 
1ωω n= , с точностью до постоянного множителя T  совпадают со значениями 

коэффициентов  nC   

( )1ωnSCT n  =⋅ . (3.8) 

Сравним между собой комплексный ряд Фурье и обратное преобразо-
вание Фурье: 
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( ) ∑
∞

−∞=

=
n

tjn
neCts 1ω , 

( ) ( ) ωω
π

ω deSts tj
T

⋅
∞

∞−
∫= 

2
1 . 

Ряд Фурье представляет периодическую функцию ( )ts  суммой хотя и 
бесконечного числа гармоник, но с частотами, имеющими определенные дис-
кретные значения 1ωn . Интеграл Фурье (3.6) описывает непериодическую 
функцию )(tsT  интегральной суммой бесконечно малых по амплитуде гар-
моник с непрерывной последовательностью частот. 
 

3.3 Спектральные характеристики непериодических сигналов 
      

Спектральной характеристикой (или спектральной плотностью) непе-
риодического сигнала называют  комплексную функцию частоты )(ωS . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωϕω ωωωω jtj eSjBAdtetsS =−=⋅= ∫
∞

∞−

⋅− , (3.9) 

( ) ( ) ( )ωωω StdttsA Recos == ∫
∞

∞−

, (3.10) 

( ) ( ) ( )ωωω StdttsB Imsin =−=− ∫
∞

∞−

. (3.11) 

Модуль и аргумент спектральной плотности определяются выражениями: 

( ) ( ) ( )ωωω 22 BAS += , (3.12) 

( ) ( )
( )ω
ω

ωϕ
A
Barctg−= . (3.13) 

Модуль комплексной спектральной плотности называют амплитудно-
частотной характеристикой (АЧХ) спектра сигнала ( )ts . Часто АЧХ или 

)(ωS называют амплитудным спектром. Аргумент комплексной спектраль-
ной плотности называется фазочастотной характеристикой (ФЧХ) спектра 
сигнала ( )ts . В технической литературе ( )ωϕ  называют фазовым спектром.  
АЧХ – четная функция частоты, а ФЧХ – нечетная функция частоты, т.е. 

( ) ( )ωω −= SS  , (3.14) 
( ) ( )ωϕωϕ −−= . (3.15) 
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Пример 3.1 - Расчет спектральных характеристик одиночного прямо-
угольного импульса 

 
Одиночному прямоугольному импульсу, длительность которого τ, ам-

плитуда E  (рисунок 3.1), соответствует спектральная плотность )(ωS . 

                         а)                                                                  б) 
Рисунок 3.1 − Временное (а) и спектральное (б) представления сигнала  

( )
2

2E
j2
eeE2dtEeS

2j2j2

2

tj
ωτ

ωτ
τ

ω
ω

τωτωτ

τ

ω sin/

/
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−

==
−

−

⋅−∫ . 

 
При 0=ω  спектральная плотность численно равна площади сигнала 

( ) ( ) τEdttsS == ∫
∞

∞−

0 . 

Сигнал описывается четной функцией времени, а спектральная плот-
ность − действительной функцией частоты ( ) ( )ωω AS = . Сигнал обладает ко-
нечной энергией и конечной длительностью τ , поэтому спектральная плот-
ность затухает с увеличением частоты, и затухание носит “пульсирующий” 
характер. Переход спектральной плотности через ноль однозначно связан с 
длительностью импульса τ . По половине ширины главного лепестка спек-
тральной плотности можно оценивать полосу частот сигнала. 

Для построения спектральных характеристик (рисунок 3.2) необходимо 
рассчитать модуль и аргумент спектральной плотности: 

( ) ( )
2

2sin

ωτ

ωτ
τωω EAS ==   ,    ( ) ( )

( )
( ) }
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Рисунок 3.2 − Спектральные характеристики прямоугольного импульса: 
а) спектральная плотность − действительная функция частоты )()( ωω AS = ; 
б) ( )ωS  амплитудный спектр или амплитудно−частотная характеристика 
(АЧХ) спектра сигнала; в) ( )ωϕ  − фазовый спектр или фазочастотная харак-
теристика (ФЧХ) спектра сигнала 
 

3.4 Анализ внутренней структуры непериодического сигнала 
 

Любой произвольный сигнал ( )ts  может быть представлен суммой чет-
ной ( )tsчет  и нечетной ( )tsнеч  составляющих: 

( ) ( ) ( )tststs неччет += , (3.16) 

( ) ( ) ( )[ ]tststsчет −+=
2
1 ,          ( ) ( ) ( )[ ]tststsнеч −−=

2
1 . (3.17) 

Здесь ( )ts  − исходный сигнал, ( )ts −  − сигнал с инверсией во времени. 
Определим спектральные плотности четной и нечетной составляющих 

сигнала общего вида: 
 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]tsФtsФtsФ неччет

+++ += ,     

( )ωS  

τ
π2

 
τ
π2

−  
τ
π4

 
τ
π4

−  

τ
π6

 

ω  ω−  

τE  

( )ωS  

ω  ω−  

ω  ω−  

( )ωϕ  

π−  
 

π  
 

а) 

б) 

в) 
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( )[ ] ( ) ( ) ( )∫∫∫
∞∞

∞−

∞

∞−

+ =−=

0

cos2sincos tdttstdttsjtdttstsФ четчетчетчет ωωω , 

( )[ ] ( ) ( )∫
∞

+ ==

0

cos2 tdttsAtsФ четчет ωω , (3.18) 

( )[ ] ( ) ( ) ( )∫∫∫
∞∞

∞−

∞

∞−

+ −=−=

0

cos2sincos tdttsjtdttsjtdttstsФ нечнечнечнеч ωωω , 

( )[ ] ( ) ( )∫
∞

+ −=−=

0

sin2 tdttsjjBtsФ нечнеч ωω . (3.19) 

Любому сигналу общего вида соответствует спектральная плотность 
( ) ( ) ( )ωωω jBAS −= , причем ( )ωA  – спектральная плотность четной состав-
ляющей, ( )ωjB−  – спектральная плотность нечетной составляющей. 

( ) ( ) ( )tststs неччет += ,            ( ) ( ) ( )ωωω jBAS −= . 

( )[ ] ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−==

==

+

+

ωω

ωω

jBSjtsФ

AStsФ

неч

чет




Im

Re
 (3.20) 

Если сигнал ( )ts  представляет собой четную функцию времени, то 
спектральная плотность – действительная функция частоты. Если сигнал ( )ts  
представляет собой нечетную функцию времени, то спектральная плотность – 
чисто мнимая функция частоты. 

Применение обратного преобразования Фурье к ( )ωA  и ( )ωB  позволяет 
определить отдельно четную и нечетную составляющие сигнала общего вида: 

( ) ( ) =⋅= ∫
∞

∞−

⋅ ωω
π

ω deAts tj
чет 2

1  

( ) ( ) ( )∫∫∫
∞∞

∞−

∞

∞−

=+=

0
0

cos1sin
2
1cos

2
1 tdtAtdtAjtdtA ωω

π
ωω

π
ωω

π
  

, 
(3.21) 

( ) ( )[ ] =⋅−= ⋅
∞

∞−
∫ ωω

π
ω dejBts tj

неч 2
1  

 

( ) ( ) ( )∫∫∫
∞∞

∞−

∞

∞−

=−=

0
0

sin1cos
2
1sin

2
1 tdtBtdtBjtdtB ωω

π
ωω

π
ωω

π
  

. 
(3.22) 
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Сигнал ( )ts  – действительная функция времени, следовательно, мнимая 
часть выражений (3.21) и (3.22) должна быть равна нулю. Таким образом, 
( )ωA  должна быть четной функцией частоты, а ( )ωB  – нечетной функцией 

частоты: 
( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

−−=

−=

.
,
ωω

ωω

BB
AA

 (3.23) 

Чтобы разделить сигнал общего вида на четную и нечетную составля-
ющие, можно воспользоваться либо соотношениями (3.17), либо выражения-
ми: 

( ) ( )∫
∞

⋅=

0
чет tdA1ts ωωω

π
cos , (3.24) 

( ) ( )∫
∞

⋅=

0
неч tdB1ts ωωω

π
sin . (3.25) 

Результаты обобщения свойства четности преобразований Фурье на 
вещественные и комплексные сигналы представлены в таблице 3.1. 
 

Таблица 3.1 – Свойства четности преобразований Фурье для веще-
ственных и комплексных сигналов 

N Описание сигнала Спектральная плотность 

1 ( )tsчет  ( )ωA  

2 ( )tsнеч  ( )ωjB−  

3 ( )tjsчет  ( )ωjA  

4 ( )tjsнеч  ( )ωB  

5 ( ) ( )tsts неччет +  ( ) ( )ωω jBA −  

6 ( ) ( )[ ]tstsj неччет +  ( ) ( )ωω jAB +  

7 ( ) ( )tjsts неччет +  ( ) ( )ωω BA +  

8 ( ) ( )tjsts неччет −  ( ) ( ) ( ) ( )ωωωω −+=− BABA  

9 ( ) ( )tjsts четнеч +  ( ) ( )[ ]ωω BAj −  

10 ( ) ( )tjsts четнеч −  ( ) ( )[ ]ωω BAj +−  
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Пример 3.2 - Расчет  спектральной плотности одиночного экспоненци-
ального импульса, его четной и нечетной составляющих, изображенных на 
рисунке 3.3. 
 

Рисунок 3.3 − Экспоненциальный импульс ( )ts , его четная ( )tsчет  
 и нечетная   ( )tsнеч  составляющие 

 
Математическое описание экспоненциального импульса имеет вид 

( ) 0  , ≥= ⋅− tEets tα . 
Разделяя сигнал общего вида на четную и нечетную компоненты, получим: 

( ) ( ) ( )[ ] t
чет eEtststs ⋅−=−+= α

22
1 , 

( ) ( ) ( )[ ] ( )tsigneEtststs t
неч

⋅−=−−= α

22
1 . 

Суммирование четной и нечетной составляющих приводит к восстанов-
лению сигнала общего вида: 

( ) ( ) ( )tststs неччет += , 

( ) ( )[ ] 0   , 1
2

≥=+= ⋅−⋅− tEetsigneEts tt αα . 

Спектральная плотность экспоненциального импульса равна 
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Спектральная плотность состоит из суммы действительной и мнимой 
частей 

( ) ( )
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= jEEjE

j
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Мнимая часть спектральной плотности соответствует нечетной состав-
ляющей сигнала ( )tsнеч , а действительная часть спектральной плотности от-
носится к четной составляющей сигнала. Результаты расчетов сведены в таб-
лицу 3.2. 
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Таблица 3.2 − Временное и спектральное представления сигнала общего вида и его составляющих 
Сигналы Спектральные плотности 

Аналитическое 
представление 

Графическое 
представление 

Аналитическое 
представление 

|S(ω)| − АЧХ,ϕ(ω) − ФЧХ 
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Анализируя спектральные характеристики, замечаем: 
а) спектральная плотность в точке 0=ω  численно равна площади сигнала 

∫
∞

⋅− =

0
α

α EdtEe t ,                    ∫
∞

∞−

⋅− =
α

α EdteE t
2

,              ( )∫
∞

∞−

⋅− =⋅ 0
2

dttsigneE tα ; 

б) спектральная плотность затухает с увеличением частоты без “пуль-
саций”, т.к. исследуемые сигналы имеют конечную энергию, но бесконечную 
теоретическую длительность. 

В таблице 3.3 представлены аналитические и графические модели раз-
личных сигналов во временной и частотной областях. 

 
3.5 Энергетические характеристики непериодических сигналов 

     
Энергию непериодического сигнала можно определить как по времен-

ному, так и по спектральному представлениям: 

( )∫
∞

∞−

= dttsЭ 2 , (3.26) 

( ) ( ) ( ) ( )
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=== ∫ ∫∫ ∫
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∞
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⋅ ωω
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tjtj
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
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2
1

2
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( ) ( ) ωωω
π

dSS∫
∞

∞−

⋅= *
2
1  , 

 

( ) ( )∫∫
∞∞

∞−

==

0

22 1
2
1

ωω
π

ωω
π

dSdSЭ  . (3.27) 

Квадрат модуля спектральной плотности сигнала называется энергети-
ческим спектром ( )ωSW : 

( ) ( ) ( ) ( )2ωωωω SSSWS  =⋅= ∗ . (3.28) 

Реальные сигналы имеют не только конечную энергию, но и ограни-
ченную длительность, а, следовательно, – бесконечный спектр. На практике 
требуется не только определить полную энергию сигнала, но и оценить поло-
су частот, занимаемую сигналом. Для принятия объективного решения ис-
пользуют энергетический критерий: вводят коэффициент использования λ  
энергии сигнала. Выбирают значение коэффициента использования 

9,0=λ ÷ 99,0 . 
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Под шириной спектра понимают эффективную полосу частот ЭωΔ , в 
пределах которой сосредоточена основная часть энергии сигнала ( %90 ÷99%), 
и рассчитывают ее из уравнения 

( ) ( )∫ ∫
Δ ∞

==
Э

dSdSЭ
ω

λ ωω
π

λωω
π

0 0

22 11  . (3.29) 

Временное представление сигнала также не всегда определено конеч-
ной длительностью импульса. Например, сигнал, представляющий собой раз-
ряд конденсатора через резистор (экспоненциальный импульс), имеет беско-
нечную длительность. Поэтому для сигналов также вводят понятие энергети-
ческой (эффективной) длительности Эτ . Энергетической длительностью Эτ  
называют интервал времени, в пределах которого заключена основная часть 
энергии сигнала. Коэффициент, обозначающий учитываемую часть энергии, 
обозначим так же λ . Для расчета энергетической длительности сигнала ис-
пользуют уравнение 

( ) ( )∫ ∫
+ ∞

∞−

==
Эt

t

dttsdttsЭ
τ

λ λ
1

1

22 . (3.30) 

 
Пример 3.3 − Расчет энергетических параметров одиночного экспонен-

циального импульса 
Математическое описание экспоненциального импульса во времени и 

его спектральная плотность известны из примера 3.2. Графические модели 
имеются в таблице 3.2. Откуда 

0   ,)( ≥= ⋅− tEets tα , 

( ) ∞<<−∞
+

= ω
ωα

ω ,
j
ES . 

Учитываемая часть энергии λ составляет %90 . Для определения энер-
гетической длительности Эτ  воспользуемся уравнением (3.30): 

∫∫ ⋅−
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Для определения энергетической полосы частот ЭωΔ  воспользуемся 
уравнением (3.29): 

∫∫
Δ∞

+
=

+

Э

dEdE
ω

ω
ωαπ

ω
ωαπ

0
22

2

0
22

2 119,0 ; 

Э

arctgEarctgE
ω

α
ω

απα
ω

απ

Δ∞

⋅⋅=⋅⋅⋅

0

2

0

2 119,0 ; 

α
ω

π
ЭarctgΔ=

145,0 ; 

απαω 3,6)29,0( ≈⋅⋅=Δ tgЭ  ; αα
π

≈⋅=Δ
2
3,6

Эf . 

Энергетические параметры экспоненциального импульса показаны на 
рисунке 3.4. 
 

Рисунок 3.4 – Энергетические параметры одиночного 
        экспоненциального импульса 

 
3.6 Границы применимости преобразований Фурье                    

и возможности их расширения 
 

Преобразования Фурье описывают связь между спектральной плотно-
стью )(ωS  и непериодическим сигналом ( )tsT , полученным из периодиче-
ского при ∞→T , поэтому 

( ) 0lim =
∞→
ts

t
. (3.31) 

Результаты анализа ряда типовых интегрируемых сигналов приведены в 
таблице 3.3. 
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Таблица 3.3 − Преобразование Фурье абсолютно интегрируемых сигналов 

 Сигнал s(t) Спектральная плотность S(ω) 
 Аналитическое 

представление 
Графическое 
представление 

Аналитическое 
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Первое условие (3.31) следует трактовать как конечность переходных 
процессов в линейных системах. 

( )∫
∞

∞−

≤Mdtts  (3.32) 

Второе соотношение (3.32) свидетельствует о конечности энергии сиг-
нала или является условием его физической реализуемости. 

Условия Дирихле (3.31) и (3.32) значительно снижают класс сигналов, к 
которым применимы преобразования Фурье. Однако, точно также как к непе-
риодическим сигналам были применены ряды Фурье (и в результате получе-
ны преобразования Фурье), к периодическим сигналам применяют преобра-
зования Фурье. 

Рассмотрим изменения спектральной характеристики одиночного пря-
моугольного импульса (рисунок 3.5) в двух предельных случаях:  

во-первых, при увеличении длительности импульса до бесконечности 
(переход к постоянной составляющей); 

во-вторых, при уменьшении длительности импульса до нуля при одно-

временном сохранении площади импульса ( ) )1( ∫
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∞−

=dtts . 

К аппарату обобщенных функций, в частности к дельта – функциям, 
приходится обращаться в двух идеальных моделях: при 0→τ  и при ∞→τ . 
Только при 0→τ  дельта – функция возникает во временной области, а при 

∞→τ  дельта−функция образуется  в частотной области. 
Применяя фильтрующее свойство дельта–функций при выполнении 

преобразований Фурье, получим: 
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Спектральная характеристика дельта–функции равна 1 на всех частотах, 

т.е. полоса частот равна бесконечности. Спектральная характеристика посто-
янной составляющей равна ( )ωδπ ⋅2 , т.е. равна бесконечности при 0=ω  и 
равна нулю на всех других частотах. 
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Рисунок 3.5 − Временное и спектральное представления процесса преобразо-
вания одиночного импульса в дельта−функцию и постоянную составляющую 
 

3.7 Спектральное представление некоторых неинтегрируемых 
сигналов 

 
Условие абсолютной интегрируемости сигналов можно не нарушать, 

если предварительно преобразовать неинтегрируемый сигнал. На рисунке 3.6 
показаны неинтегрируемые ( )ts1 , ( )ts2  и интегрируемые сигналы ( )ts3 , ( )ts4 :   
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Результаты анализа ряда типовых неинтегрируемых сигналов приведе-
ны в таблице 3.4. 
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Таблица 3.4 − Преобразования Фурье сигналов, описываемых обобщенными функциями 
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Пример 3.4 −  Расчет спектральных плотностей сигналов, изображен-
ных на рисунке 3.6. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.6 − Графические модели интегрируемых и неинтегрируемых  
сигналов 

 
Применяя прямое преобразование Фурье к интегрируемому сигналу 

( )ts3 , получим 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
.22

0

tj0tj

0

tj
0

tjtjt
3

2
j
1

j
1

j
e

j
e

dtedtedteeS

ωα

α
ωαωαωαωα

ω

ωαωα

ωαωαωα

+
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−

−
=

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+==

∞+−

∞−

−

∞
+−

∞−

−
∞

∞−

⋅−⋅−
∫∫∫

 

Переходя к пределу при 0→α , найдем спектральную плотность неин-
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Функция с такими свойствами относится к дельта−образующим функ-
циям (таблица 1.1). Учитывая условие нормировки, получим 
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Спектральную плотность сигнала ( )ts2  определим таким же путем. 
Применяя прямое преобразование Фурье к интегрируемому сигналу 
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Переходя к пределу при 0→α , найдем спектральную плотность неин-
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Пример 3.5 −  Расчет спектральной плотности гармонического колеба-

ния ( )ts5  и радиоимпульса ( )ts6 , изображенных на рисунке 3.7. 
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Переходя к пределу при 0→α , получим спектральную плотность гар-
монического колебания ( ) tts oωcos5 =  
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3.8 Выводы 
 

1. Преобразования Фурье устанавливают взаимно однозначное соот-
ветствие между двумя способами описания физического процесса. Один из 
них отображает исследуемое явление в плоскости “мгновенное значение – 
время”, а второй – в плоскости “амплитуда – частота”. 

2. Переход от временного представления к частотному (спектральной 
плотности) осуществляется с помощью прямого преобразования Фурье. Если 
анализируемый сигнал периодический, то его спектр дискретный, если непе-
риодический, то его спектр сплошной. 

3. Если сигнал описывается вещественной функцией времени ( )ts , то 
спектральная плотность ( )ωS  является комплексной функцией, у которой 
действительная часть – четная функция частоты, а мнимая – нечетная функ-
ция частоты. 

4. Сигнал ( )ts  может быть четным, нечетным или общего вида. Сигнал 
общего вида равен сумме четной и нечетной составляющих. Спектральная 
плотность четного сигнала – вещественная, четная функция частоты. Спек-
тральная плотность нечетного сигнала – мнимая, нечетная функция частоты. 

5. Преобразования Фурье применимы к физически реализуемым сигна-
лам, энергия которых конечна. Расширение границ применимости преобразо-
ваний Фурье достигается с помощью обобщенных функций. 
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4 ТЕОРЕМЫ О СПЕКТРАХ 
 

4.1 Сложение сигналов 
 

Преобразование Фурье – линейная операция, поэтому взвешенное сум-
мирование сигналов 
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приводит к взвешенному суммированию спектральных плотностей 
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где nγ  − постоянный коэффициент. 
Теорема о сложении – единственная из всех в том смысле, что преобра-

зование сигнала по времени совпадает с преобразованием спектральной 
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Сложение спектральных плотностей происходит по законам комплекс-
ного представления 

∑ ∑−=
n n

nnnn BjAS .)()()( ωγωγωΣ
  (4.5) 

Суммарный сигнал )(tsΣ имеет спектральные характеристики вида: 

2

n
nn

2

n
nn BASАЧХ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
== ∑∑ )()()( ωγωγωΣ

 , (4.6) 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−==
∑

∑

n
nn

n
nn

n A

B

arctgФЧХ
)(

)(

)(
ωγ

ωγ

ωϕ . (4.7) 

 
 
 



 86 

4.2 Теорема сдвига 
 

Смещение сигнала во времени не изменяет его энергетических характе-
ристик, поэтому амплитудный  спектр не меняется (рисунок 4.1). Изменения 
произойдут только в фазовом спектре. 

[ ] ( ) ( ) ззз tjtj
з

ttj
з

tj
зз eSettdettsdtettstts ⋅−⋅−

∞

∞−

−−
∞

∞−

⋅− =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−=−=−+Φ ∫∫ ωωωω ω)()()()(   

[ ] ])([)()()( зз tjjtj
з eSeStts ⋅±⋅±+ ==±Φ ωωϕω ωω  . (4.8) 

Если сигнал перемещается по закону )( Зtt ± , то фазовый спектр )(ωϕ  
получает линейное приращение зt⋅±ω , т.е. 

[ ] зз tttsФЧХ ⋅±=±Φ= + ωωϕ )()(arg . (4.9) 
Неизменность модуля говорит о том, что амплитудный спектр не зави-

сит от положения сигнала во времени. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 4.1 − Временное и спектральное представления двух сигналов, 
один из которых (б) задержан относительно другого на 2

τ  
 

4.3 Следствие теорем 4.1, 4.2 
 

Следствием первых двух теорем является возможность сформулировать 
условия неискаженной передачи сигнала по каналу связи. 

Сигнал на выходе канала связи (рисунок 4.2) считают неискаженным, 
если, начиная с некоторого момента времени )( зtt ± , сигнал на выходе 

)(tsвых  с точностью до постоянного множителя K совпадает с сигналом на 
входе: 
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б) 
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).()( звых ttsKts ±=  (4.10) 
Спектральные плотности сигналов на входе и выходе канала связи 

имеют вид: 
[ ] )()( ωSts =Φ+ , (4.11) 

[ ] зtj
выхвых eSKSts ⋅−+ ==Φ ωωω )()()(  . (4.12) 

Отношение спектральных плотностей позволяет судить о комплексной 
передаточной функции канала связи )(ωкcK . 

зtjвых
кc Ke

S
SK ⋅−== ω

ω
ω

ω
)(
)()( 


 . (4.13) 

 
 

 
   
 
 
      
 
Рисунок 4.2 − Канал связи   Рисунок 4.3 − а) АЧХ и ФЧХ идеального канала 
                                                                            связи; 
                                                                         б) АЧХ и ФЧХ реального канала 
                                                                              связи 

Амплитудно-частотные и фазочастотные характеристики (АЧХ и ФЧХ) 
идеального канала связи изображены на рисунке 4.3а. Реальный канал связи, 
АЧХ и ФЧХ которого изображены на рисунке 4.4б, не пропускает постоян-
ный ток и “заваливает” низкочастотные составляющие спектра сигнала. В об-
ласти верхних частот сказывается инерционность элементной базы, и поэтому 
не проходят высокочастотные составляющие спектра сигнала. Идеальный ка-
нал связи все гармонические составляющие спектра задерживает на одина-
ковое время. Реальный канал связи низкочастотные составляющие “тормо-
зит”, а высокочастотные – “ускоряет”. 
 

4.4 Изменение масштаба времени 
 

Одна из основных практических задач передачи информации на рассто-
яние связана с повышением скорости передачи. Причем, в процессе обработ-
ки сигнал )(ats  либо сжимается во времени при (a>1), либо растягивается  
(при a<1). 
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[ ] ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==Φ ∫
∞

∞−

⋅−+

a
S
a

dteatsats tj ωω 1)()( . (4.14) 

Умножение аргумента t  на положительное число a  приводит к деле-
нию аргумента ω  на такое же число. Таким образом, ”сжатие” сигнала во 
времени приводит к ”растяжению” спектра и наоборот (рисунок 4.4). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 4.4 − Временное и спектральное представления сигнала при  
изменении масштаба времени 

 
4.5 Инверсия сигнала во времени 

 
На рисунке 4.5 изображены сигналы с инверсией во времени (зеркаль-

ные сигналы) и без инверсии во времени. 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рисунок 4.5 − ( ) ( ) ( )tststs 321 ,,  – сигналы без инверсии во времени, 
         )(),(),( 321 tststs −−−  – зеркальные сигналы 
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Применяя прямое  преобразование Фурье к сигналу с инверсией во вре-
мени, получим:            

[ ] { }
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[ ] ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=−Φ+

a
S

a
ats ω1)( . (4.15) 

Инверсия сигнала во времени приводит к тому, что спектральная плот-
ность становится комплексно-сопряженной функцией. 

[ ] )()()()( ωωω jBASts −==Φ+  . (4.16) 

[ ] )()()()( * ωωω jBASts +==−Φ+  . (4.17) 

Применяя рассмотренную теорему,  определим аналитические выраже-
ния для расчета спектральных плотностей  четной и нечетной составляющих 
сигнала общего вида ( )ts . Результаты анализа представлены в таблице 4.1. 

Таблица 4.1 − Аналитическое представление сигнала общего вида и его 
четной и нечетной составляющих во временной и частотной областях             
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4.6 Дифференцирование сигнала по времени 
 

Дифференцирование сигнала приводит к исчезновению постоянной со-
ставляющей (если она была), увеличению скорости изменения мгновенных 
значений сигнала во времени и расширению полосы частот. 

Преобразование сигналов и их спектров при дифференцировании по 
времени представлено на рисунке 4.6 и в таблице 4.2. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 4.6 − Временное и спектральное представления трех функционально 

связанных сигналов при дифференцировании по времени 
 

Доказательство теоремы о дифференцировании сигнала выполним, 
применяя интегрирование по частям. 
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Обобщая на случай многократного дифференцирования, получим 
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Таблица 4.2 − Преобразование сигналов и их спектров при дифферен-
цировании по времени 

 
Преобразование сигналов Преобразование спектральных плотно-

стей 
Математическое 
описание сигналов 
в пределах 2/τ≤t  

Функциональная 
связь между 
сигналами 

Функциональная связь 
между спектрами 

Спектральная 
плотность 
сигналов 
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Итак, n − кратное дифференцирование сигнала по времени приводит к 

умножению спектральной плотности на комплексный аргумент nj )( ω . 
 

4.7 Интегрирование сигнала во времени 
  

Интегрирование сигнала во времени приводит к сглаживанию быстрых 
флуктуаций сигнала и, соответственно, к сужению полосы частот.     
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)()0()(1)( ωδπω
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ττ SS
j
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ttee
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t
.  

Интегрирование во времени приводит к делению спектральной плотно-
сти на комплексный параметр )( ωj . Спектральная плотность будет содержать 
дельта − функцию в том случае, если 

0)0()(lim
||

≠=∫
∞−

=
∞→

ωττ S
t

ds
t

 .  

Повторное интегрирование сигнала приводит к делению спектральной 
плотности на комплексный параметр 2)( ωj . Дополнительное слагаемое  (про-
изводная от δ  – функции) перейдет в мнимую часть. 
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(4.20) 

В таблице 4.3 (стр. 94-95) в компактной форме представлены основные 
свойства преобразования Фурье (теоремы о спектрах). 
                                                                 

4.8 Взаимозаменяемость аргументов ω  и t  в преобразованиях 
Фурье 

 
Сравнение между собой двух преобразований Фурье, прямого и обрат-

ного, позволяет сделать заключение о дуальности времени и частоты. Если 
)(ωS  является преобразованием Фурье сигнала )(ts , то функция )(2 ωπ −⋅ s  

будет результатом прямого преобразования Фурье комплексного сигнала 

)(tS
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4.9 Перемещение спектра сигнала 

 
Использование принципа дуальности позволяет провести рассуждения, 

аналогичные теореме сдвига. Если спектральной плотности ( )ωS  соответ-
ствует сигнал )(ts , то смещенной спектральной плотности ( )oS ωω −  соответ-

ствует сигнал tj oets ω)( .    

[ ] tjtjtj
oo ooo etsdteeSS ωωωωωω

π
ωω )()(

2
1)( )( =−=−Φ −

∞
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− ∫  . (4.23) 
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π
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− =+=+Φ ∫ )()(
2
1)( )( . (4.24) 

Суммируя правые и левые части  выражений (4.23) и (4.24), получим  
[ ] [ ] ( )[ ] ( ) ( )ttseetsSS o

tjtj
oo oo ωωωωω ωω cos2)()( =+=+Φ+−Φ −−−  .  

Таким образом, умножение сигнала s(t) на быстроосциллирующую 
функцию t0cosω  приводит к раздвоению спектральной плотности ( )ωS   на 
две симметричные относительно оси ω =0 составляющие 

)(
2
1)(

2
1]cos)([ ooo SStts ωωωωω ++−=Φ+  . (4.25) 

 
4.10 Дифференцирование спектральной плотности 

 
Дифференцирование спектральной плотности по частоте приводит к 

умножению сигнала ( )ts на параметр tj ⋅− )( . 
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Первое слагаемое в выражении (4.26) равно нулю, т.к.  0)(lim
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=
∞→

ω
ω

S . 

Выполняя n – кратное дифференцирование, получим:  
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 (4.27) 

n-кратное дифференцирование спектральной плотности приводит к 
умножению сигнала s(t) на параметр nn tj )()( ⋅− . 



Таблица 4.3−Основные свойства преобразований Фурье (теоремы о спектрах) 
N Преобразование сигнала  )(ts  Преобразование спектральной плотности  )(ωS  

1 Прямое преобразование 
Фурье dtets tj∫

∞+

∞−

− ω)(  )(ωS  
Получение спектральной 

плотности )(ωS  по заданному 
сигналу )(ts  

2 
Получение сигнала )(ts по 
заданной спектральной 
плотности )(ωS  

)(ts  ωω
π

ω deS
2
1 tj∫

∞+

∞−

)(  Обратное преобразование 
Фурье 

3 Свойство симметрии 
преобразований 

)(ts  )(ωS  Взаимообратимость 
преобразований Фурье )(tS  )(2 ωπ −s  

4 Сложение сигналов )()( tsatsa 2211 +  )()( ωω 2211 SaSa  +  Сложение спектральных 
плотностей 

5 Изменение масштаба 
времени 

)(ats  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
a

S
a
1 ω  Изменение масштаба частоты 

6 Инверсия аргумента t  )( ts −  )()( * ωω SS  =−  Инверсия аргумента ω  

7 Сдвиг сигнала во времени )( 0tts −  0tjeS ωω −⋅)(  
Умножение спектральной 
плотности на комплексную 
функцию частоты 0tje ω−  

8 
Умножение  сигнала на 
комплексную функцию 
времени tje 0ω  

tj 0ets ω⋅)(  )( 0S ωω −  Смещение спектральной 
плотности по частоте 

 
 
 
 

   

94
 



  
    

9 Умножение сигнала на 
гармоническую функцию 

( )tts 0ωcos)( ⋅  )()( 00 S
2
1S

2
1

ωωωω ++−   

Перемещение спектральной 
плотности в области 
положительных и 

отрицательных частот 

10 
n-кратное 

дифференцирование 
сигнала по времени 

)(ts
dt
d
n

n
 )()( ωω Sj n ⋅  

Умножение спектральной 
плотности на параметр nj )( ω  

11 
Умножение сигнала на 

параметр nt  )(tst n  )()( ω
ω
S

d
dj n

n
n   

n-кратное 
дифференцирование 

спектральной плотности по 
частоте 

12 Интегрирование сигнала во 
времени ∫

∞−

t
dtts )(  )()()( ωδπω

ω
0SS

j
1  +  

Деление спектральной 
плотности на параметр ωj , 

если 0)()0( == ∫
∞

∞−

dttsS  

13 Свертка двух сигналов во 
времени τττ∫

∞

∞−

−=⊗ dtsststs 2121 )()()()(  )()( ωω 21 SS   
Перемножение двух 
спектральных 
плотностей 

14 Произведение двух 
сигналов )()( tsts 21  ΩΩ−Ω=⊗ ∫

∞

∞−

dSS
2
1SS 2121 )()()()( ω
π

ωω   Свертка спектральных 
плотностей по частоте 
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4.11 Свертывание двух сигналов 
 

Свертыванием (сверткой) двух сигналов называется интегральное пре-
образование вида 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−=−=⊗= ττττττ dstsdtsstststs 1121213 )()()()()()()(  (4.28) 

Формально интегральное преобразование (4.28) обозначается значком ⊗ .   

  

 
                а) 

 
 
 
 
 
б) 

 
 
 
 
 
 
в) 

 
 
 
 
 
 
 
г) 

 
 
 
 

Рисунок 4.7 − Геометрическая интерпретация процесса сворачивания двух 
сигналов: а) ;0=t  б) ;20 << t в) ;2=t г) 2>t  

На рисунке 4.7 показано несколько стадий процесса сворачивания двух 
сигналов для четырех моментов времени: ;0=t ;20 << t  ;2=t  .2>t  
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Взаимное расположение сигналов ( )τ1s  и ( )τ−ts2  меняется. Интервал 
взаимодействия сначала растет, а затем остается постоянным. В результате 
интегрирования произведения двух функций ( )τ1s  и ( )τ−ts2  возникает новая 
функция ( ).3 ts  Возможные значения функции ( )ts3  численно равны заштри-
хованной площади, изображенной на рисунке 4.7. 

Применяя прямое преобразование Фурье к свертке двух сигналов и ме-
няя порядок интегрирования местами, получим произведение спектральных 
плотностей. 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

⋅−+ =⋅−=⊗ dtedtsststs tj
2121

ωτττΦ )()()]()([  

  



  
 )()(

)()()()(

ω

τω

ω

ω ττωτττ

ωτ 1j
2 S

j
12

eS

tj
21 desSddtetss ∫∫∫

∞

∞−

⋅−⋅−
∞

∞−

∞

∞−

=−=

−

. 
(4.29) 

)()()]()([ 2121 ωω SStsts =⊗+Φ . (4.30) 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 4.8 − Графическое представление двух сигналов )(),( 21 tsts                  
и результата их свертки )(3 ts  во временной и частотной областях 
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На рисунке 4.8 показаны сворачиваемые сигналы и результат свертки 
во временной и частотной областях. В результате свертки прямоугольного 
импульса с односторонней экспоненциальной функцией во временной обла-
сти произошло сглаживание импульса, исчезли разрывы. В частотной области 
перемножение спектральных плотностей привело к уменьшению эффектив-
ной ширины спектра прямоугольного импульса. 

 
 

4.12 Произведение двух сигналов 
 

Нетрудно показать, что преобразование Фурье от произведения двух 
сигналов равно свертке спектральных плотностей 
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  



  





 

)()()]()([ 2121 ωω SStsts  ⊗=+Φ . (4.31) 

 
 
4.13 Взаимная корреляционная функция сигналов 

 
Взаимной корреляционной функцией (ВКФ) двух сигналов называется 

интегральное преобразование вида: 

∫
∞

∞−

−= τττ dtstsB )()()( 2112 , 

∫
∞

∞−

−= τττ dtstsB )()()( 1221 . 

 

ВКФ характеризует энергию взаимодействия двух сигналов, один из 
которых сдвигается по закону (t − τ). 

Применяя прямое преобразование Фурье к ВКФ, получим: 
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(4.32) 
 

 
4.14 Автокорреляционная функция сигнала 

 
Автокорреляционной функцией (АКФ) называется интегральное преоб-

разование вида: 

∫
∞

∞−

−= τττ dtstsB )()()( . (4.33) 

АКФ характеризует энергию взаимодействия сигнала и его копии, 
сдвинутой во времени.  

Применяя преобразование Фурье к АКФ, получим 

[ ]

.)()()()()(

)()()()()(

**

)(*

2SSSdtetsS

dtdetstsddtetstsB

tj

eS
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ωωωω

τττττΦ
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  


===
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∫

∫∫∫ ∫

∞

∞−

⋅−

∞

∞−

−
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−

−  (4.34) 

Спектральная плотность АКФ, равная квадрату модуля спектральной 
плотности сигнала, называется энергетическим спектром детерминирован− 
ного сигнала и обозначается W )(ω . 

 
[ ] )()()()( * ωωωτ SSWB ==Φ+ . (4.35) 

 
Таким образом, автокорреляционная функция )(τB  и энергетический 

спектр W )(ω  связаны между собой преобразованиями Фурье.   
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(4.36) 
 

Полная энергия сигнала может быть определена по АКФ при условии, 
что 0=τ . 

( ) ( )∫
∞

∞−

== dttsВЭ 20 . (4.37) 

Расчет полной энергии можно выполнить по энергетическому спектру  

( ) ( )∫
∞

∞−

= ωωω
π

dSSЭ *
2
1  . (4.38) 

Нетрудно показать, что (4.37) и (4.38) дают один и тот же результат: 
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 (4.39) 

 
 

4.15 Выводы 
 

1. В функциональных узлах канала связи сигналы подвергаются раз-
личным линейным и нелинейным преобразованиям. К линейным преобразо-
ваниям относят суммирование, усиление, дифференцирование, интегрирова-
ние, задержку во времени и свертку во времени. В результате нелинейных 
преобразований сигналов происходит свертка спектральных плотностей, пе-
ремещение спектров сигналов из одной области частотной оси в другую и т.п. 
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2. Теоремы о спектрах устанавливают взаимно однозначное соответ-
ствие между изменениями сигналов во временной области и преобразования-
ми их спектров в частотной. Таким образом, существует возможность по из-
менениям сигналов во временной области судить об изменениях их спектров 
в частотной (и наоборот). Кроме того, частотный подход к анализу сигналов 
связан с использованием того же математического аппарата, который приме-
няется при анализе цепей. 

3. Линейные преобразования сигналов сопровождаются перераспреде-
лением энергии между существующими спектральными составляющими. 
Например, при дифференцировании сигнала по времени происходит перерас-
пределение энергии в сторону высоких частот, при интегрировании – наобо-
рот. 

4. Задержка произвольного сигнала во времени не связана с изменени-
ем энергетических соотношений. Это идеальное математическое преобразо-
вание, т.к. его реализация на практике зависит от физических возможностей 
обеспечения одинаковой задержки всех спектральных составляющих на всех 
текущих частотах.    

5. Центральное положение среди линейных преобразований занимает 
свертка сигналов во времени, при которой в частотной области происходит 
перемножение спектральных плотностей. 

6. При нелинейных преобразованиях сигналов в частотной области, 
кроме уже существующих спектральных составляющих, возникают новые, в 
другой области частотной оси. Нелинейные преобразования сопровождаются 
переносом части энергии из одной области частотной оси в другую. 
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5 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 
 

5.1 Двустороннее преобразование Лапласа 
 

С помощью преобразований Фурье, несмотря на применение обобщен-
ных функций , не удается проанализировать экспоненциальные сигналы вида: 

tets ⋅±= α)(  , ∞<<∞− t . (5.1) 

Кроме того, применение преобразований Фурье для анализа линейных 
электрических цепей и прохождения сигнала произвольной формы представ-
ляет большие, подчас непреодолимые математические трудности. Сигналы, 
как правило, разрывные, а дифференциальные уравнения электрического рав-
новесия имеют достаточно высокий порядок. Это приводит к n-кратному 
дифференцированию дельта–функций и последующему применению началь-
ных условий для отыскания решения. Эти проблемы устраняются с перехо-
дом от действительной частоты ω , меняющейся в бесконечных пределах, к 
комплексной частоте p , характеризующейся своим положением в p - плоско-
сти. Рассмотрим переход от действительной частоты ω  к комплексной часто-
те p . 

 
 
 
 
 
 
 

=)(ts  )(ts+ , ∞<≤ t0  
)(ts− , −∞>≥ t0 . (5.2) 

 
 
 
 

 

=)(tη  
tce 1−  , ∞<≤ t0  (5.3) 
tce 2−  , −∞>≥ t0 . 

Здесь 01 >c  , 02 <c . 

 
Рисунок 5.1−Произвольный сигнал )(ts  и вспомогательная функция )(tη  

 
Перемножим  произвольный сигнал )(ts  и вспомогательную функцию 

)(tη  (рисунок 5.1). Результирующий сигнал )()( tts η  будет удовлетворять 
условиям Дирихле (3.31) и (3.32) для любых неинтегрируемых сигналов (в 
том числе и экспоненциальных), т.к. число c  можно выбрать сколь угодно 
большим, но конечным. Применим к сигналу )()( tts η⋅  прямое преобразова-
ние Фурье. 
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∫∫
∞
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+

∞−
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−+ +=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

0

)(
0

)( 12 )()()( dtetsdtetsetsФ tjctjctc ωω . 

                      )( ωjcS +                )( 2 ωjcS +−
                )( 1 ωjcS ++

  

)()()( 12 ωωω jcSjcSjcS +++=+ +−
 . (5.4) 

Обозначая pjc =+ ω , 11 pjc =+ ω , 22 pjc =+ ω , получим двустороннее 
преобразование Лапласа, состоящее из двух односторонних:   

)()()( 12 pSpSpS +− += . (5.5) 
Правостороннее преобразование Лапласа определяется для положи-

тельных времен на интервале интегрирования от 0  до ∞ : 

∫
∞

−
+ =

0
1 1)()( dtetspS tp . (5.6) 

Левостороннее преобразование Лапласа определяется для отрицатель-
ных времен на интервале интегрирования от ∞−  до 0 : 

∫
∞−

−
− =

0

2 2)()( dtetspS tp . (5.7) 

Новые функции )( pS , )( pS + , )( pS −  называются изображениями по 
Лапласу. )( pS  − результат двустороннего преобразования Лапласа. )( pS +  и 

)( pS − − результаты односторонних преобразований. Изображение по Лапласу 
рассматриваются в p  − плоскостях. Представленные на рисунке 5.2              
p− плоскости характеризуется декартовыми осями координат. Ось ординат – 
мнимая ωjp =)Im( , ось абсцисс – действительная cp =)Re( .   
 
 
 
 
 
 
 
 
а) 21 )Re( cpc >>  

∞<<∞− t  

 
 
 
 
 
 
 
 

б) 1)Re( cp <  
0>>∞ t  

 
 
 
 
 
 
 
 

в) 2)Re( cp >  
0<<∞− t  

Рисунок 5.2 − а)  p  − плоскость двустороннего преобразования Лапласа, 
                         б) и в) p  − плоскости односторонних преобразований Лапласа 
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 jω 

 c2 



 104 

Если )Re( p  равна нулю, то комплексная частота p  равна чисто мнимой 
величине ωj , и двустороннее преобразование Лапласа переходит в преобра-
зование Фурье. Таким образом, преобразование Лапласа можно рассматри-
вать как обобщение преобразований Фурье. 

Зная изображение сигнала по Лапласу )( pS , можно восстановить сиг-
нал )(ts  подобно тому, как это делается по Фурье. 

Проведем рассуждения для правостороннего преобразования Лапласа. 
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⋅−
+ += ωω

π
ω dejcSets tjtc )(

2
1)( 11  . 

Выполняем замену переменных ωjcp += 11 . 

.)(

)()()( )(

∫

∫
∞+

∞−

−

∞

∞−

−+−
+

=

=
+

+=

jc

jc

1tctp
1

1tctcj
1

tc

1

1

11

111

j
dpeepS

2
1

j
cjdeejcS

2
1ets

π

ω
ω

π
ω

 

Сокращая правую и левую части на функцию tce 1− , получим обратное 
преобразования Лапласа: 

∫
∞+

∞−

+ =

jc

jc

tp dpepS
j

ts
1

1

1 11)(
2
1)(
π

,  

где ωjcp += 11 , 1)Re( cp < . 

(5.8) 

Проведя аналогичные рассуждения для левостороннего преобразования 
Лапласа, запишем: 

∫
∞+

∞−

− =

jc

jc

tp dpepS
j

ts
2

2

2 22 )(
2
1)(
π

,  

где ωjcp += 22  , )Re(2 pc < . 

(5.9) 

Объединяя выражения (5.8) и (5.9), получим двустороннее обратное 
преобразование Лапласа. 

=+= −+ )()()( tststs  

.)()( ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+=

jc

jc
2

tp
2

jc

jc
1

tp
1

2

2

2
1

1

1 dpepS
j2
1dpepS

j2
1

ππ
 (5.10) 
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Замечание. В специальной литературе двустороннее преобразование 
Лапласа применяется без пояснительных индексов. Прямое двустороннее 
преобразование Лапласа: 

∫∫
∞−

−
∞

− +=
0

0

)()()( dtetsdtetspS ptpt . 

Обратное двустороннее преобразование Лапласа: 
 

∫
∞+

∞−

=
jc

jc

pt dpepS
j

ts )(
2
1)(
π

. (5.11) 

 
Изображение )( pS  чаще всего представляет собой дробно-

рациональную функцию )(
)(

pB
pA . Корни уравнения 0)( =pB , называемые 

полюсами, в общем случае являются комплексными:  
kkk jp ωα += . 

Знак реальной части )Re( kp  однозначно определяет тип односторонне-
го преобразования Лапласа. Если реальные части всех полюсов имеют одина-
ковые знаки, то имеет место одностороннее преобразование Лапласа, если 
разные – то двустороннее. 

На рисунке 5.3. изображено расположение полюсов в трех p - плоско-
стях полюсов. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

а) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

б) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

в) 
Рисунок 5.3 − Расположение полюсов в двустороннем (а),  

правостороннем (б), левостороннем (в) преобразовании Лапласа 
 
Большее распространение получила запись выражения (5.11) в форме 

криволинейного (или контурного) интеграла комплексной переменной p : 

∫=

l

pt dpepS
j2
1ts )()(
π

 ,  

 jω 

с 
-α-jω0 

-α+jω0 
 -β 

 с1 с 

 jω 

α+jω0 

α-jω0 

β с2 

jω 

-α-jω0 

-α+jω0 
 -β 

α+jω0 

α-jω0 

β с 
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где  l − обозначает контур, изображенный на рисунке 5.2а двойной штрихов-
кой (контур лежит в пределах области сходимости 21 )Re( cpc >> ). 

Двустороннее преобразование Лапласа универсально. Возможностями 
двустороннего преобразования во всей их полноте пользуются довольно ред-
ко (анализ электромагнитных полей, решение краевых задач, расчет характе-
ристик стационарных и случайных нестационарных процессов и т.д.). Боль-
шинство задач при расчетах цепей, анализе систем и сигналов решаются в 
рамках одностороннего преобразования Лапласа. Наиболее широко применя-
ется правостороннее преобразование Лапласа для изучения переходных про-
цессов, поскольку последние равны нулю при 0<t  (так как отклик не может 
опережать воздействие). 

 
5.2 Свойства правостороннего преобразования Лапласа 

 
5.2.1 Основные определения 

 
Прямое и обратное преобразования Лапласа (ППЛ и ОПЛ) связаны 

между собой парой интегральных преобразований: 

[ ] ∫
∞

−+ ==

0

)()()( dtetstsLpS pt , (5.12) 

[ ] ∫
∞+

∞−

− ==
jc

jc

pt dpepS
j

pSLts )(
2
1)()(
π

. (5.13) 

Сравнивая (5.6) и (5.12), а так же (5.8) и (5.13), отмечаем, что преобра-
зования Лапласа формально не изменились, за исключением того, что  в обо-
значениях опущены индексы. Преобразования Лапласа устанавливают взаим-
но однозначное соответствие между оригиналами )(ts  и изображениями 

)( pS . 
Сигнал )(ts  называется оригиналом, если выполняются три условия: 

1) сигнал )(ts  односторонний, т.е. 
)()()( ttfts σ= ;  

2) сигнал )(ts  увеличивается с ростом t не быстрее, чем 
tcMets 0)( < ,  

где 0>M  − любое конечное число, 00 ≥c - показатель роста; 
3) сигнал )(ts  может иметь разрывы первого рода, причем, количество 
разрывов конечно на каждом интервале конечной длины. 
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Замечание. К пространству оригиналов нельзя отнести разрывную 

функцию ttf 1)( =  или функцию 
2

)( tetf = , т.к. они не удовлетворяют ука-

занным условиям. 
Аналитическая  дробно-рациональная функция )( pS называется изоб-

ражением, если для произведения )( pSpn  справедливо предельное соотно-
шение вида:  

∞→
=

p
pS

Re
0)(lim  , где 0=n .  (5.14) 

Выполняя в (5.12) интегрирование по частям и переходя к пределу при 
∞→pRe , получим для произвольного значения 1≥n : 

 

0Re
)(lim)(lim

+→∞→
=
tp

tsppS , 

(5.15) 
 

)(lim)(lim
0Re

2 ts
dt
dpSp

tp +→∞→
= , 

)(lim)(lim 1

1

0Re
ts

dt
dpSp n

n

tp

n
−

−

+→∞→
= . 

Свойства (5.14) (5.15) помогают установить, что та или иная функция 
аргумента p  не представляет собой результат преобразования Лапласа от не-
которого  исходного оригинала. 

 
5.2.2 Сложение сигналов 

 

[ ] ∑∑∑ ==
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++

i
i

ii
i pStsLtsL )()()( . (5.16) 

Сложению оригиналов соответствует сложение изображений. 
 

5.2.3 Изменение масштаба времени 
 

[ ] ∫∫
∞ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅−∞
−+ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛===

00

1)()(1)()(
a
pS

a
atdeats

a
dteatsatsL

at
a
p

pt . (5.17) 

Умножение параметра t  на константу 0>a  в области оригиналов при-
водит к делению параметра p  на константу 0>a  в области изображений. 
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5.2.4 Сдвиг во времени 

 

[ ] ∫
∞

−+ =−=−

0

)()( dtettsttsL pt
Зз  

( ) ( )∫
∞

−+−− =−−=

0

)()( ззз pt
з

tttз
з epSttdetts . 

(5.18) 

Замена переменных в оригинале зtt −  вызывает умножение изображе-

ния на экспоненциальную функцию зpte− ( оператор сдвига ). 
 

5.2.5  Умножение оригинала на экспоненциальную функцию 
 

[ ] )()()()(
0

)(

0

αααα +=== ∫∫
∞

+−
∞

−−−+ pSdtetsdteetsetsL tppttt . (5.19) 

Умножению оригинала на экспоненциальную функцию te α−  соответ-
ствует замена переменных в изображении )( α+pS .  

 
5.2.6 Дифференцирование оригинала 

 
Перед доказательством следует уточнить, о дифференцировании какой 

функции идет речь. Оригиналом называется односторонний сигнал, получен-
ный в результате перемножения произвольной функции  )(ts  и единичного 
скачка )(tσ . Дифференцированию подвергается функция )(ts  (а не произве-
дение )()( tts σ ) в предположении, что она непрерывно дифференцируема на 
отрезке ),0( ∞ . Требуется определить изображение оригинала вида 

)()( tts σʹ′ (при условии, что )()( tts σʹ′  обладает свойствами оригинала). 

[ ] ∫∫
∞

−−
∞

−+ =−−
∞

=ʹ′=ʹ′

00

)()(
0

)()()()( dtetspetsdtetsttsL ptptptσ  

)0()()()(lim
0

sppSppSts
t

−=+−=
+→

, откуда 

[ ] )0()()( sppStsL −=ʹ′+ , где )(lim)0(
0
tss

t +→
=  (5.20) 

                                                или )(lim)0( ppSs
p ∞→

= .  
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Повторное дифференцирование приводит к следующим результатам: 
[ ] )0()0()()( 2 spspSptsL ʹ′−−=ʹ′ʹ′+ , (5.21) 

                                   где )(lim)(lim)0( 2
0

pSptss
pt ∞→+→

==ʹ′ . 

Выполним n−кратное дифференцирование оригинала: 
[ ] )0(......)0()()( )(01)( nnnn spsppSptSL −−−= −+ . (5.22) 

Достоинством одностороннего преобразования Лапласа является “авто-
матический учет” ненулевых начальных условий. При n−кратном дифферен-
цировании оригинала происходит умножение изображения на np  и прибав-

ление дополнительных слагаемых )0()(mmn sp − , отражающих ненулевые 
начальные условия. 

 
5.2.7 Дифференцирование изображения 
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ππ
. 

[ ] )()()( tstpSL −=ʹ′− . (5.23) 
Выполнение n−кратного дифференцирования изображения вызывает 

умножение оригинала на параметр nt )(− . 

[ ] )()()()( tstpSL nn −=− . (5.24) 
 

5.2.8 Интегрирование оригинала 
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         0 
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⎡

∫+ ττ . (5.25) 

Выполнение n-кратного интегрирования оригинала приводит к делению 
изображения на параметр np . 

n

t x

p
pSdsL )()(....

0 0
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⎢
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∫ ∫+ ττ . (5.26) 
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В таблице 5.1 (стр. 116) в компактной форме представлены свойства 
преобразований Лапласа.  

 
5.2.9 Интегрирование изображения 

 
Нетрудно показать, что интегрированию изображения соответствует 

деление оригинала на параметр t . 

t
tsdzzSL

p

)()( =

⎥
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⎤
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⎣

⎡

∫
∞

− . (5.27) 

Однако, применять это правило можно лишь в том случае, если ориги-

налом является не только функция )(ts , но и функция 
t
ts )( , т.е. 

∞≠
+→ t

ts

t

)(lim
0

.  

 
5.2.10 Свертка оригиналов 

[ ] ∫∫
∞

−+ =−=⊗

0 0
2121 )()()()(

t
pt dtedtsststsL τττ  

∫∫∫ −
∞

− =−=
t

ppt
t

despSdtdetss
0
12

0
2

0
1 )()()()( τττττ τ , 

                                              τpepS −)(2                       )(1 pS  при ∞→t  

[ ] [ ] )()()()()()( 211221 pSpStstsLtstsL =⊗=⊗ ++ . (5.28) 
 

5.2.11 Свертка оригиналов, один из которых является производной 
Полагая       )()(1 tsts = , )()(2 thts ʹ′= , получим 

[ ] ∫∫
∞

−+ =−ʹ′=ʹ′⊗

0 0

)()()()(
t

pt dtedthsthtsL τττ  

[ ])0()()()()(
00

hppHpSdtdeths pt
t

−=−ʹ′= ∫∫
∞

− τττ . 

                                       [ ] τpehppH −− )0()(  
Дифференцирование одного из сворачиваемых оригиналов )(th  приво-

дит к следующим преобразованиям в области изображений: 



 111 

[ ] )()0()()()()( pShpSppHthtsL −=ʹ′⊗+ , где )(lim)0(
0
thh

t +→

= . (5.29) 

Выполнив дифференцирование второго оригинала, найдем 
[ ] )()0()()()()( pHspSppHthtsL −=⊗ʹ′+ , где )(lim)0(

0
tss

t +→

= . (5.30) 

Обращаем внимание на одинаковые слагаемые )()( pSppH  в  выраже-
ниях (5.29) и (5.30) и, учитывая коммутативность свертки, получим четыре 
формы записи , называемые формулами Дюамеля: 

 [ ]=− )()( pSppHL  

∫ −ʹ′+
t

dthstsh
0

)()()()0( τττ , 

(5.31) 
∫ ʹ′−+
t

dhtstsh
0

)()()()0( τττ , 

∫ −ʹ′+
t

dthsths
0

)()()()0( τττ , 

∫ −ʹ′+
t

dhtsths
0

)()()()0( τττ . 

 
5.2.12 Предельные соотношения 

 
Если )(th  и )(thʹ′ −оригиналы, то [ ] )0()()( hppHthL −=ʹ′+ .  
Применяя для анализа изображений при ∞→p  свойство (5.14), получим 

[ ] [ ] 0)0()(lim)(lim =−=ʹ′
∞→

+

∞→
hppHth

pp
.       Откуда следует 

)(lim)(lim thppH
0tp +→∞→

= ; 

Переходя к пределу при 0→p , найдем 
(5.32) 
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 (5.33) 

Сравнивая правые части выражения (5.33), нетрудно установить 
 

)(lim)(lim
0

thppH
tp ∞→→

= . (5.34) 
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5.3 Обратное преобразование Лапласа 
 

В процессе перехода от преобразований Фурье к преобразованиям 
Лапласа было получено соотношение для обратного преобразования Лапласа. 

[ ] ∫
∞+

∞−

− ==
jc

jc

pt dpepS
j

pSLts )(
2
1)()(
π

. 

С помощью этого интеграла решают задачу восстановления оригинала 
)(ts  по известному изображению )( pS . На  практике при отыскании ориги-

налов обращаются к таблицам, связывающим оригиналы и изображения, 
например, к таблице 5.3 (стр. 130). Либо моделируют оригинал из имеющихся  
функций. Для этого стараются преобразовать подынтегральное  выражение 
так, чтобы можно было использовать уже известные интегралы. Самый рас-
пространенный путь – это представление изображения )( pS  в виде ряда 

∑
∞

=

=
0

)()(
n

n pSpS , 

сходящегося в некоторой полуплоскости 0)Re( cp >  
1) Рассмотрим первый случай − разложение  по понижающим степеням p  
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apS . (5.35) 

Если формально выполнить переход к оригиналу, то получим ряд 
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 (5.36) 

Сопоставляя члены рядов (5.35) и (5.36) между собой и используя свой-
ство дифференцирования оригиналов, получим выражение для определения 
n−го слагаемого ряда (5.36) 
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∞

=

− =
0n

nn tt
n
apSL )(
!

σ , (5.37) 
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− . (5.38) 

 
2) Рассмотрим второй случай − разложение изображения )( pS на част-

ные дроби.  
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Изображение )( pS  представляет дробно-рациональную функцию            
вида 

n
n

m
m
pbpapbb
papapaa

pB
pApS

++++

++++
==

........

........
)(
)()( 2

210

2
210 . (5.39) 

Причем, степень полинома )( pB  больше степени полинома )( pA , 
т.е. mn > . 

Полином )( pB  имеет корни 1p , 2p ,...., ip  как простые, так и кратные 
(или можно сказать, что изображение )( pS  имеет полюса простые и крат-
ные). Рассмотрим случай простых корней. 

n

n

n

n

n

pp
A

pp
A

pp
A
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A

pp
A

pppppp
pApS

−
+

−
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−
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−
=

=
−−−

=

−

−

1

1

3

3

2

2

1

1

21

......

)).......()((
)()(

  (5.40) 
, 

 где 1p , 2p ,...., np  - простые корни )( pB ; 
       1A , 2A ,... , nA - набор констант, называемых вычетами. 

Изображению (5.40) можно поставить в соответствие оригинал 
)(.....)()()( 21 21 teAteAteAts tp

n
tptp n σσσ +++= . (5.41) 

Из выражения (5.40) можно определить любой из коэффициентов nA .  
Умножая правую и левую части (5.40) на скобку )( npp − и переходя к 

пределу при npp→ , получим 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++

−

−
+

−

−
=−

→→
.........lim))((lim

2
2

1
1 n

nn
pp

n
pp

A
pp
ppA

pp
ppApppS

nn
, 

n
n pp

nppnn pp
pB
pApppSA

=
= −=−= )(

)(
)())(( . (5.42) 

 
Нетрудно показать, что умножение на скобку ( npp − ) эквивалентно 

дифференцированию знаменателя по p , а именно: 

n
n pppB

pAA
=ʹ′

=
)(
)( . (5.43) 

Сопоставляя члены рядов (5.40) и (5.41) между собой и учитывая (5.42), 
получим выражение для определения n−го слагаемого ряда (5.40). 

[ ] )())((lim tepppS
pp

AL pt
n

ppn

n

n
σ−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

− →

− . (5.44) 

Учитывая (5.43), преобразуем (5.44) к виду 
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n

pt

n
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pp

te
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pA
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AL

=⎥
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σ . (5.45) 

3) Рассмотрим третий случай − разложение изображений с кратными корнями. 
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 (5.46) 

Проводя рассуждения, аналогичные предыдущим, а так же учитывая, 
что дифференцирование изображений приводит к увеличению степени зна-
менателя, получим для любого слагаемого ряда (5.46) 

[ ]ptk
nk

k

ppk
n

n epppS
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kpp
pAL
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1
)(
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→

− . (5.47) 

Выражение (5.47) является наиболее общим, т.е. включает формулы (5.38) 
и  (5.44) и (5.45), как частные случаи, и называется вычетом sRe  функции 

ptepS )(  в особой точке npp = . Для определения оригинала по известному 
изображению достаточно найти сумму  вычетов во всех особых точках l , коли-
чество которых зависит от числа полюсов (кратных и некратных) 

[ ] [ ]∑∑
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−
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==
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i

ptk
lk

k

pp

l

i

pt
i epppS

dp
d

k
epSsts

l1
1

1

1
))((lim

)!1(
1)(Re)( . (5.48) 

В таблице 5.2 (стр. 118) приведены формулы Дюамеля и формулы раз-
ложения изображений. 
 

5.4 Применение преобразований Лапласа к обобщенным 
      функциям 

 
Применим  прямое преобразование Лапласа к δ  − функциям и ее про-

изводным. Используя фильтрующее свойство δ  − функций, получим: 

[ ] ∫
∞

− ==

0

1)()( dtettL ptδδ ; 

[ ] pdtettL pt∫
∞

− =ʹ′=ʹ′

0

)()( δδ ; 

[ ] nptnn pdtettL ∫
∞

− ==

0

)()( )()( δδ . (5.49) 
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Хотелось бы обратить внимание на получение дельта функций и их 
производных в результате применения обратного преобразования Лапласа. 

Пусть некоторая функция )( pF  представляет собой неправильную 
дробь. Причем, )()(lim pMpF

p
=

∞→
 (а не нулю), следовательно из )( pF  необ-

ходимо выделить целую часть )( pM  путем деления полинома числителя 
)( pA  на полином знаменателя )( pB . 

)()()( pSpMpF += ,  

[ ] [ ] [ ])()()( pSLpMLpFL −−− += . 
Если целая часть )( pM  равна постоянной величине 0M , то: 

[ ] ∫
∞+

∞−

− ==
jc

jc
0

pt
00 tMdpeM

j2
1ML )(δ
π

. (5.50) 

Если целая часть )( pM  представляет собой полином повышающихся 
степеней p , то:  

                   .......)( 2
210 +++= pMpMMpM  

[ ] ......)()()()( 210 +ʹ′ʹ′+ʹ′+=− tMtMtMpML δδδ  (5.51) 
 

5.5 Анализ связи между преобразованиями Лапласа                          
и преобразованиями Фурье 

 
Преобразования Лапласа являются обобщениями преобразований 

Фурье, следовательно спектральную плотность сигнала )(ts  можно получить 
из изображения по Лапласу )( pS . 

Если изображение по Лапласу )( pS  не содержит полюсов, равных ну-
лю, или полюсов, реальная часть которых равна нулю, то оригинал является 
абсолютно интегрируемой функцией. Его спектральная плотность может 
быть найдена из изображений по Лапласу )( pS  путем замены p  на ωj , т.е. 

)()( ωω jpSS ==  (смотри таблицы 5.4  и 5.5). 
Если изображение содержит полюса, лежащие на мнимой оси,  можно 

искусственно сместить их влево заменой параметра p  на α+p . Затем перей-
ти к спектральной плотности, полагая ωjp = . Далее разделить полученную 
спектральную плотность на действительную и мнимую части и перейти к 
пределу в каждом из  них отдельно при 0→α . 



Таблица 5.1 – Свойства преобразований Лапласа 
N Преобразование оригиналов Преобразование изображений 

1 Прямое преобразование 
Лапласа ( )∫

∞
−

0

pt dtets  ( )pS  Получение 
изображения 

2 Получение оригинала ( )ts  ( )∫
∞+

∞−

jc

jc

ptdpepS
jπ2
1  

Обратное 
преобразование 

Лапласа 

3 Сложение оригиналов ( ) ( )tbstas 21 +  ( ) ( )pbSpaS 21 +  

 
Сложение изображений 

4 Изменение масштаба 
времени ( )ts α  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
αα
pS1  

Изменение масштаба 
комплексной частоты 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
α
p  

5 Дифференцирование 
оригинала 

( )tsʹ′  ( ) ( )+− 0sppS  
Умножение 

изображения на np   
при ( )( ) 001 =+

−ks  

( )ts ʹ′ʹ′  ( ) ( ) ( )++ ʹ′−⋅− 002 ssppSp  

( )( )ts n  
( ) ( )( )∑

=
+

−− ⋅−
n

k

kknn sppSp
1

1 0
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6 Интегрирование 
оригинала 

( )∫
t

ds
0

ττ  ( )
p
pS  Деление изображения 

на p 

7 Умножение интеграла 
на t−  ( )tts−  ( )pS ʹ′  Дифференцирование 

изображения 

8 Деление оригинала на t ( )
t
ts  ( )∫

∞

p
duuS  Интегрирование 

изображения 

9 Теорема сдвига 
оригинала во времени ( )τ−ts  ( ) τpepS −⋅  

Умножение 
изображения на pte−  

10 
Умножение оригинала 

на te α−  ( ) tets α−  ( )α+pS  Замена аргумента р на 
( )α+p  

11 Свертка двух 
оригиналов 

( ) ( )∫ −
t

dtss
0

21 τττ  

( ) ( )∫ −
t

dtss
0

21 τττ  

( ) ( )pSpS 21 ⋅  

Умножение 
изображений 

( ) ( )pSpS 21 ⋅  
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Таблица 5.2 – Формулы Дюамеля и формулы разложения 

1 Прямое преобразование Лапласа ( ) ( )∫
+∞

−⋅=
0

ptdtethpH           ( ) ( )∫
+∞

−⋅=
0

ptdtetspS  

2 Обратное преобразование Лапласа ( ) ( )∫
∞+

∞−

⋅⋅=
jc

jc

ptdpepH
j

th
π2
1         ( ) ( )∫

∞+

∞−

⋅⋅=
jc

jc

ptdpepS
j2
1ts
π

 

3 Предельные соотношения ( ) ( )ppHh
p ∞→

+ = lim0                ( ) ( )ppHh
p 0
lim
→

=∞  

4 Формулы Дюамеля 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫ −ʹ′+=−
t

dthsthspHppSL
0

0 τττ  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫ −ʹ′+=−
t

dtshthspHppSL
0

0 τττ  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫ −ʹ′+=−
t

dthshtspHppSL
0

0 τττ  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫ −ʹ′+=−
t

dtshhtspHppSL
0

0 τττ  

5 

            Формулы разложения: 
1) случай простых корней 
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 2) случай кратных корней 
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1) Рассмотрим изображение единичного скачка 
p

pS 1)(1 = . Изображение 

)(1 pS  содержит один полюс 1p , лежащий на мнимой оси 01 =p . Сместим по-
люс влево , т.е. рассмотрим изображение )(2 pS .     

 )()( 12 α+= pSpS  или 
α+

=
p

pS 1)(2 , где )(lim)( 2
0

1 pSpS
→

=
α

. 

Определим спектральную плотность по изображению )(2 pS  со сме-
щенным полюсом. 

ωα
ω

j
S

+
=

1)(2 . 

Разделим )(2 ωS  на действительную и мнимую части и перейдем к пре-
делу при 0→α . 

22222 )(Im)(Re)(
ωα

ω

ωα

α
ωωω

+
−

+
=+= jSjSS .                                              

=
+

=
→→ 2200
lim)(Relim

ωα

ω
ω

αα
S    0  , 0≠ω  

, т.к.  )(ωδπ ⋅  , 0=ω  

π
ππ

α
ω

α
ω

α
ω

ω
ωα

α
=+=

∞−

∞
⎟
⎠

⎞
⎜
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⎛=⎟
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⎞
⎜
⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+

=
+ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
22

1

1
222 arctgdd . 

ωωα

ω
ω

αα

1lim)(Imlim 2200
−=

+
−=

→→
S . 

Таким образом, спектральная плотность исходного сигнала (единичного 
скачка) равна: 

ω
ωπδ

ω
ωπδω

j
jS 1)(1)()(1 +=−= . 

2) Рассмотрим изображение линейно нарастающей функции 

[ ] 2p
1ttL =+ )(σ . Изображение содержит один полюс 01 =p  с кратностью по-

люса, равной 2. Сместим полюс влево. 

22
)(

1)(
α+

=
p

pS . 

Выполняя замену переменных p= ωj , определим спектральную плот-
ность. Разделим спектральную плотность на действительную и мнимую части 
и, переходя к пределу при 0→α , получим: 
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222222
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= j
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2222
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0
2

0

1
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lim)(Relim
ωωα

ωα
ω

αα
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+

−
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→→
S ; 

 

=
+

−=
→→ 2220

2
0 )(

2lim)(Imlim
ωα

αω
ω

αα
S  0 , 0≠ω  

)(ωδπ ʹ′⋅− , 0=ω . 
Из прошлого примера знаем, что  

)(lim 220
ωπδ

ωα

α

α
=

+→
. 

Продифференцировав по ω  правую и левую части, получим 

)(
)(

2lim 2220
ωδπ

ωα

ωα
α

ʹ′=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−

→
. 

Таким образом, спектральная плотность сигнала )(ttσ  равна 

[ ] 2
1)()(
ω

ωδπσ −ʹ′⋅=+ ttФ . 

Дальнейшие переходы выполним, применяя свойства преобразований 
Лапласа. В таблицах 5.4 и 5.5 (стр. 132−135) представлены разнообразные 
сигналы и их изображения по Лапласу и по Фурье. 

 
5.6 Практическое приложение к пятой главе 

 
5.6.1 Математическое описание простейших односторонних сигналов          

и расчет изображений по Лапласу 
  
На рисунке 5.3 показаны сигналы (оригиналы), представляющие собой 

произведение линейно нарастающей функции и единичных скачков 
Выполним математическое описание шести сигналов с помощью эле-

ментарных составляющих и установим связь между всеми сигналами: 

)()(1 tt
t
Ets
o

σ⋅⋅= ; 

)()()()()()()( 102 tEtstEtt
t
Ettt

t
Ets

oo
σσσσ −=−⋅=⋅−⋅= ; 

)()()()( 13 ooo
o

ttstttt
t
Ets −=−⋅−⋅= σ ; 
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);()()()()()()( oo1ooo
o

o
o

4 ttEttsttEtttt
t
Ettt

t
Ets −+−=−⋅+−⋅−=−⋅⋅= σσσσ

)()()()()()( 115 ooo
oo

ttststttt
t
Ett

t
Ets −−=−−−⋅⋅= σσ ; 

[ ] )()()()()()()( 416 tststtt
t
Ett

t
Etttt

t
Ets o

oo
o

o
−=−⋅⋅−⋅⋅=−−⋅⋅= σσσσ . 

Рисунок 5.3 – Графическое представление сигналов 
 

Анализ полученных математических моделей показывает, что редкий 
сигнал описывается единственным способом. Как правило, существует не-
сколько вариантов математического описания, каждое из которых имеет свои 
достоинства. Полезно видеть разные подходы, т.к. это позволяет сравнивать 
их, выбирать кратчайший путь решения задачи, а также исключать промахи. 

Применяя прямое преобразование Лапласа и его свойства, найдем изоб-
ражения шести сигналов: 
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При расчете изображений шести сигналов только один раз выполнялось 
интегрирование по частям. В остальных случаях были использованы связи 
между сигналами, которые применялись при расчете изображений. 

      
5.6.2 Расчет изображений по Лапласу односторонних затухающих  
         гармонических колебаний 

     На рисунке 5.4 представлены сигналы ( )ts2  и ( )ts3 , затухающие по 
экспоненциальному закону ( )ts1 . 

Рисунок  5.4 − Односторонние сигналы, затухающие по экспоненциальному 
закону 

 
Математические модели сигналов описываются следующим образом: 
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Определим изображения трех сигналов: 
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Представление сигналов суммой экспоненциальных составляющих 
привело к существенному упрощению расчета изображений.    

 
5.6.3 Расчет изображений по Лапласу односторонних незатухающих 

гармонических колебаний 

     На рисунке 5.5 показаны модели сигналов, представляющих собой 
произведение гармонических колебаний и единичных скачков. 

Рисунок 5.5 – Модели сигналов, полученных из незатухающих 
 гармонических колебаний 

Выполним математическое описание шести сигналов, изображенных на 
рисунке 5.5: 
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Используя свойства преобразований Лапласа, определяем изображения 
шести сигналов: 
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Основу анализа затухающих и незатухающих односторонних гармони-
ческих колебаний составляют две теоремы: взвешенное суммирование ориги-
налов и умножение оригинала на экспоненциальную функцию. 
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5.6.4 Дифференцирование сигналов и определение изображений 
 

На рисунке 5.6 показано 5 сигналов: два сигнала описываются непре-
рывными на бесконечном интервале времени функциями ( )tf1  и ( )tf2 ; три 
сигнала – односторонними функциями.    

Рисунок 5.6 −Графическое представление дифференцирования аналитической 
функции )(1 tf  и оригинала ( ) ( )ttf σ⋅1  

При дифференцировании сигналов нужно помнить, что оригиналом од-
ностороннего преобразования Лапласа является произведение функции ( )tf  и 
единичного скачка ( )tσ . Следует различать, подверглась дифференцирова-
нию функция ( )tf  или оригинал ( ) ( )ttf σ⋅ . Запишем математические модели 
сигналов, изображенных на рисунке 5.6: 
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При дифференцировании оригинала ( ) ( )ttf σ⋅1  кроме производной от 
функции ( ) ( )ttf σ⋅ʹ′1  может появиться дополнительное слагаемое ( ) ( )tf σ⋅01 , 
если 0)(lim 10

≠
→

tf
t

. 

5.6.5  Интегрирование сигналов и определение изображений 

Математическое описание сигналов, изображенных на рисунке 5.7, 
имеет вид:  
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( ) ( )tts δ=1  ( )ts2  ( )ts4  ( )ts3  

o o o o t t t t 
Рисунок  5.7 – Графическое представление четырех оригиналов, из которых 

каждый последующий получен путем интегрирования предыдущего 
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Определим изображения сигналов, используя прямое преобразование 
Лапласа и его свойства: 
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Интегрирование оригиналов приводит к делению изображений на пара-
метр р. 

 
5.6.6 Изображение свертки 

 
Рассчитаем свертку и  изображение свертки одностороннего экспоненци-

ального сигнала ( )ts3  с различными функциями (оригиналами) 
( ) ( ) ( ) ( )tstststs 4321 ,,, , изображенными на рисунке 5.8. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
Рисунок  5.8 − Геометрическая интерпретация свертки четырех  оригиналов 

 ( ) ( ) ( ) ( )tstststs 4321 ,,, с одностороннего экспоненциального сигнала ( )ts3  
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Сворачивая сигналы, получим: 
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Изображения сверток определим, применяя свойства преобразований 
Лапласа: 
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Свертка оригиналов приводит к перемножению изображений. 
 
 
5.7 Выводы 

1. Преобразования Лапласа устанавливают взаимно однозначное соот-
ветствие между пространством оригиналов и пространством изображений. 
Оригиналом называется односторонний сигнал, который растет с увеличени-
ем времени не быстрее положительной экспоненциальной функции и имеет 
конечное число разрывов первого рода на конечном интервале времени. 

Изображением является аналитическая дробно-рациональная функция 
комплексного аргумента p , которая стремится к нулю, если реальная часть p  
стремится к бесконечности. 
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2. Преобразования Лапласа представляют собой  обобщение преобразо-
ваний Фурье и применяются как к интегрируемым, так и односторонним не-
интегрируемым сигналам, снимая ограничения Дирихле. От изображения по 
Лапласу заменой аргумента p  на ωj  можно перейти к спектральной плотно-
сти в том случае, если сигнал относится к физически реализуемым сигналам. 
Изображения по Лапласу для физически реализуемых сигналов отличаются 
тем, что особые точки, называемые полюсами, лежат левее мнимой оси, т.е. 
реальная часть полюсов – конечная отрицательная величина. 

Если изображение по Лапласу содержит полюса, лежащие на мнимой 
оси (т.е. реальная часть полюса равна нулю), то реализуется замена аргумента 
p  на ωα j+  с последующим разделением спектральной плотности на дей-
ствительную и мнимую части и предельным переходом при 0→α . 

 
3. Свойства преобразований Лапласа можно рассматривать как обобще-

ние теорем о спектрах. Теоремы о спектрах отличает глубокая физическая 
трактовка. Преобразования Лапласа и их свойства – это более совершенный и 
простой в применении математический аппарат. Особенно широкое распро-
странение получили формулы Дюамеля и обратное преобразование Лапласа, 
выполняемое с помощью теории вычетов. 



Таблица 5.3−Связь между изображениями и оригиналами при одностороннем преобразовании Лапласа 
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Таблица 5.4  − Сигналы и изображения по Фурье и Лапласу 
 

 
Сигнал (оригинал) s(t) 

Изображение по Фурье 
)(S ω  Изображение по Лапласу S(p) 

 
1 ( ) ( )tts δ=   1)(S =ω  1)( =pS  

 
2 
 

( ) ( )tts σ=   ( )
ω

ωπδω
j
1)(S +=  p

pS 1)( =  

 
3 

( )
⎩
⎨
⎧

>

≤
=

2/||,0
2/||,1

τ

τ

t
t

ts   ( )
2

2sin
ωτ

ωτ
τω =S  

( )

2

2
2

2

1)( 2/2/

τ

τ
ττ

ττ

p

pshpsh
p

ee
p

pS pp

==

=−= −

 

 
4 ( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

≥≥−

≤≤

=

2/||,0
2/0,1
2/0,1

τ

τ

τ

t
t
t

ts   ( )
4

4sin2

ωτ

ωτ
τω jS =  

( )

4

4
4

4

1

21)(

2
2

2
44

2/2/

τ

τ
ττ

ττ

ττ

p

pshpsh
p

ee
p

ee
p

pS

pp

pp

==

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

=+−=

−

−

 

s(t) 

t 0 

0 

s(t) 

t 

1 

s(t) 

t 

1 

0 
2

τ  2
τ−  

s(t) 

t 0 
2

τ  

2
τ−  

1 
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5 ( ) )(tets tσα⋅−=   

ωα
ω

j+
=

1)(S  
α+

=
p

pS 1)(  

 
6 

( ) )(ttts σ=   2
1)()(S
ω

ωδπω −ʹ′= j  

 

2
1)(
p

pS =  

7 ( ) )(ttets tσα⋅−=   
( )2

1)(S
ωα

ω
j+

=  
( )2
1)(
α+

=
p

pS  

 
8 
 

( ) ( ) ( )ttts σω0cos1−=   ( ) ( )

( )o

o

o

o
j

ωωπδ

ωωπδωπδ

ωωω

ω
ω

+−

−−−+

+
−

=

2
1

2
1

)(
)(S 22

2


 

)(
)( 22

2

o

o
pp

pS
ω

ω

+
=  

0 

s(t) 

t 

s(t) 

0 t 

0 

s(t) 

t 

1 

t 0 To 2To 

s(t) 2 
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Таблица 5.5 − Сигналы и изображения по Фурье и Лапласу (продолжение) 

 

 Сигнал (оригинал) s(t) 
Изображение по Фурье 

( )ωS  Изображение по Лапласу S(p) 

 
1 ( ) ( ) ttts oωσ sin=   

( )

( ) ( )[ ]oo

o

j

j

ωωδωωδπ

ωω

ω
ω

−−+−

−
+

=

2
1

)(S
22

0

 

22)(
o

o

p
pS

ω

ω

+
=  

 
 

2 
( ) ( ) ttets o

t ωσα sin−=   22)(
)(S

o

o

j ωωα

ω
ω

++
=  

 
( ) 22)(

o

o

p
pS

ωα

ω

++
=  

 
 

3 
( ) ( ) ttts oωσ cos=   

( ) ( )[ ]oo

oj
j

ωωδωωδπ

ωω

ω
ω

−+++

+
+

=

2
1

)(
)(S 22



 

22)(
op

ppS
ω+

=  

 
 

4 
( ) ttets o

t ωσα cos)(−=   
22)(

)(S
oj

j
ωαω

αω
ω

++

+
=  

 
 
 

( ) 22)(
op

ppS
ωα

α

++

+
=  

t 0 

s(t) 1 

t 

s(t) 1 

0 

0 

s(t) 

t 

1 

t 0 

s(t) 1 
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5 

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤−
=

2
||,0

2
||,

2/
||1

τ

τ
τ

t

tt

ts   ( )
2

4

4sin

2 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

ωτ

ωττ
ωS  

 

( )
2

2
2

2

2/2/
2

4

4
24

8

22)(
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⎠

⎞
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⎛
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τ

τ
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τ
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p
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6 
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⎪
⎪
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⎪⎪
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⎧
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≤
=
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o
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7 

( ) ( )

( ) )](2

[
2
1

ttt

ttts

o

o

δδ

δ

−−+

++=
 

 

2sin2

1cos)(S
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t
t

⋅−=

=−⋅=

ω

ωω
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ptsh
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⎪⎪
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⎧
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=
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⎛
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6 ЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ  
И ИХ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

 
6.1 Математическое описание линейной электрической             

цепи (ЛЭЦ)  
 

Система называется линейной, если сигналы в  ней подвергаются ли-
нейным преобразованиям. Линейные системы отличаются тем, что хотя бы 
теоретически можно решить любую задачу о преобразовании сигнала такой 
системой. 

Линейная система состоит из линейных функциональных блоков и про-
стейших линейных элементов, математические модели которых приведены в 
таблице 6.1. 

Токи ( )ti и напряжения ( )tu  в элементах электрической цепи и сигналы 
на входе ( )tx и выходе )(ty функциональных блоков связаны между собой ли-
нейными интегрально-дифференциальными уравнениями либо линейными 
алгебраическими уравнениями в зависимости от способов описания сигналов. 

При анализе работы ЛЭЦ учитывают законы Кирхгофа и ограничения, 
обусловленные физической природой изменения токов и напряжений. Ток в 
катушке индуктивности и напряжение на емкости не могут изменяться скач-
ком 
        

)0()0( +=− ii  и )0()0( +=− uu . (6.1) 
 

Первый закон Кирхгофа для токов: алгебраическая сумма направлен-
ных токов, притекающих к любому узлу цепи, равна нулю 
                                               

( ) 0
1

=∑
=

N

n
n ti . (6.2) 

 
Второй закон Кирхгофа для напряжений: алгебраическая сумма 

направленных напряжений вдоль любого замкнутого контура цепи равна ну-
лю. 

( ) ( ) 0
11

=+∑∑
==

M

k
k

N

n
n ttu υ . (6.3) 

                                        
Соответственно и методы анализа влияния внешнего воздействия 

( )tkυ на линейную цепь разделяются на метод контурных токов и метод узло-
вых потенциалов. 
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Таблица 6.1 – Математические модели элементов линейной 
электрической цепи (ЛЭЦ) 
Линейный элемент 
электрической цепи  

Преобразования 
мгновенных значений 
произвольных сигналов 

Преобразования 
комплексных амплитуд 
гармонических сигналов 
(или спектральных 
характеристик сигналов)  

 
 
 
 

Сопротивление 

( ) ( )

( ) ( )tiRtu
R

tuti

⋅=

=  
mm

mm

IRU
R

UI




⋅=

=  

 
 
 
 

Емкость 

( ) ( )

( ) ( )∫
∞−

⋅=

⋅=

t
di

C
tu

dt
tduCti

ττ
1

 
Cj

IU

UCjI

mm

mm

ω

ω




=

⋅=
 

 
 
 
 

Индуктивность 

( ) ( )

( ) ( )
dt
tdiLtu

du
L

ti
t

⋅=

⋅= ∫
∞−

ττ
1

 

mm

mm

ILjU
Lj

UI





⋅=

=

ω

ω  

 
 
 
 
Масштабный усилитель 

( ) ( )txAty ⋅=  
           

( ) ( )ωω XAY  ⋅=  
           

 
 
 

Интегратор 

( ) ( )∫
∞−

=
t

dxty ττ  ( ) ( )ω
ω

ω X
j

Y  ⋅=
1  

 
 
 
Элемент задержки 

( ) ( )Ttxty −=  
 ( ) ( ) TjeXY ωωω −⋅=   

 
 
 
 
 

Сумматор 

( ) ( ) ( )txtxty 21 +=  ( ) ( ) ( )ωωω 21 XXY  +=  

( )tx  ( )ty  
A  

( )tx
 

( )ty
 ∫

 

( )tx  ( )ty  
T  

( )tu  
( )ti  

R  

( )ti  
( )tu  C  

( )tu  ( )ti  L  

( )tx1  ( )ty  

( )tx2  

∑  
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На основании первого и второго законов Кирхгофа составляется 
линейное дифференциальное уравнение электрического равновесия, которое 
связывает между собой мгновенные значения сигналов на входе  )(tx  и 
выходе )(ty линейной цепи 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ),11

1
1

11

1
1

tyty
dt
dty

dt
dty

dt
d

txtx
dt
dtx

dt
dtx

dt
d

om

m
mm

m
m

on

n
nn

n
n

⋅+⋅++⋅+⋅=

=⋅+⋅++⋅+⋅

−

−

−

−

−

−

ββββ

αααα

…

…
 (6.4) 

                     
где nα  и mβ  - постоянные коэффициенты, выражающиеся через параметры цепи. 

Пример 6.1 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 6.1   

Для цепи, изображенной на рисунке 6.1, уравнение электрического 
равновесия имеет вид                                  

( ) ( ) ( )tydTydxA
tt

=−+⋅ ∫∫
∞−∞−

ττττ ,  

( ) ( ) ( )Ttyty
dt
dtxA −−=⋅ .  

Получено дифференциальное уравнение первого порядка. 
Пример 6.2  
Для цепи, изображенной на рисунке 6.2, составление уравнения 

электрического равновесия можно разбить на 4 этапа. 
 

 
 
 
 
           

 
Рисунок 6.2 

( )tx  ( )ty  
A  ∑  ∫  

T  

( )tx  

R  

C  

( )tu  K−  ( )ty  
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1) Обойдем внешний контур ЛЭЦ по второму закону Кирхгофа. При 
составлении уравнения учтем, что ток )(ti через емкость равен току, 
протекающему через сопротивление R , так как входной ток масштабного 
усилителя равен нулю из-за бесконечного входного сопротивления. 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞−

⋅−⋅−=
t

di
C

Rtitxty ττ
1 .  

 
2) Обходя входной контур ЛЭЦ, выразим напряжение ( )tu  на входе 

масштабного усилителя и ток ( )ti  через резистор  
   

( ) ( ) ( ) Rtitxtu ⋅−= ,  

( ) ( ) ( )[ ]tutx
R

ti −=
1 .  

                             
3) Учитывая свойства масштабного усилителя, свяжем между собой 

напряжения на входе и выходе 

                                ( ) ( )tuKty ⋅−=  или ( ) ( )ty
K

tu 1
−= . 

4) Составим уравнение электрического равновесия  
                                 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞−

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ⋅+⋅⋅−⋅−=
t

dy
KR

x
RC

ty
K

ty τττ
1111 ,  

( ) ( ) ( )∫∫
∞−∞−

⋅−=⋅+⋅
+

tt
dx

RC
d

RC
y

K
ty

K
K

τττ
τ 111 ,  

( ) ( ) ( )tx
RCRC

ty
Kdt

tdy
K
K

⋅−=⋅+⋅
+ 111 .  

 
Получено дифференциальное уравнение первого порядка. Если 

коэффициент передачи К масштабного усилителя много больше единицы,   
например К=100, то предыдущие уравнения упрощаются к виду: 

 

( ) ( )∫
∞−

⋅−=
t

dx
RC

ty ττ
1 ,  

( ) ( )tx
RCdt

tdy
⋅−=

1 .  

 



 140 

Пример 6.3  
 
В заключение рассмотрим цепь, изображенную на рисунке 6.3 . 

      
 
 
 
 
 
                     
                                

Рисунок 6.3 
 
Запишем уравнение Кирхгофа  для двух обозначенных узлов. 
1) Для токов, вытекающих из первого узла, получим  

  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] 0111
111 =−⋅+⋅+−⋅ ∫

∞−

tytu
R

u
R

dxu
L

t
ττττ .  

 
2) Для токов, вытекающих из второго узла, найдем 

        

( ) ( )[ ] ( ) 011
1 =⋅+−⋅ ∫

∞−

t
dy

L
tuty

R
ττ ,  

( ) ( ) ( )∫
∞−

⋅+=
t

dy
L
Rtytu ττ1 .  

                 
3) Составляем уравнение электрического равновесия  

                   

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∫∫
∞−∞− ∞−∞−

⋅=+⋅+
tt tt

dx
L
Rdy

L
Rdy

L
Rty ττττττ 2

23 ,  

( ) ( ) ( ) ( )tx
dt
d

L
Rty

L
Rty

dt
d

L
Rty

dt
d

⋅=⋅+⋅+ 2

2

2

2
3 .  

    
Получено дифференциальное уравнение второго порядка. 

  
 
 

( )tu1  ( ) ( )tytu =2  

1 2 
( )tx  ( )ty  
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6.2 Методы алгебраизации дифференциального уравнения  
      электрического равновесия 

 
6.2.1 Метод комплексных амплитуд (МКА) 

 
Суть метода заключается в том, что вместо произвольных 

вещественных сигналов )(tx  и )(ty  на входе и выходе ЛЭЦ рассматриваются 
комплексные гармонические сигналы )(tx и )(ty вида 

        
( )

( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⋅=

⋅=

tj
m

tj
m

eYty

eXtx
ω

ω




, (6.5) 

    
где mX  и mY  - комплексные амплитуды гармонических сигналов 
произвольной частоты ω . 

   

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⋅=

⋅=

y

x

j
mm

j
mm

eYY

eXX
ϕ

ϕ




. (6.6) 

        
Подставляя в дифференциальное уравнение (6.4) комплексные модели 

(6.5), получим алгебраическое уравнение  
             

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] ,tj

m
m

m
2

21o

tj
m

n
n

2
21o

eYjjj

eXjjj
⋅

⋅

⋅⋅⋅++⋅+⋅+=

=⋅⋅⋅++⋅+⋅+

ω

ω

ωβωβωββ

ωαωαωαα

…

…
 (6.7) 

  где 

( ) ( ) ( ) tj
m

tj
m eXjeX

dt
dtx

dt
d ωω ωααα ⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅  111 ;  

( ) ( ) ( ) tj
m

n
n

tj
mn

n
nn

n
n eXjeX

dt
dtx

dt
d ωω ωααα ⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅  .  

                
Таким образом, n-кратное дифференцирование комплексного 

гармонического сигнала по времени приводит к умножению комплексной 
амплитуды mX  на множитель ( )njω . Комплексная функция tje ω входит в 
качестве сомножителя в правую и левую части алгебраического уравнения и 
не оказывает влияния на решение. 

Выразим отношение комплексных амплитуд через параметры цепи. 
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      ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )ω
ωβωβωββ

ωαωαωαα K
jjj
jjj

X
Y

m
mo

n
no

m

m 
…

…



=
⋅++⋅+⋅+

⋅++⋅+⋅+
= 2

21

2
21 . (6.8) 

Получившаяся комплексная функция )(ωK называется системной 
функцией ЛЭЦ. Системная функция цепи )(ωK связывает комплексные 
амплитуды гармонических сигналов на входе и выходе линейной цепи 
          

( ) mm XKY  ⋅= ω . (6.9) 
            

)(ωK зависит не только от частоты, но и от параметров электрической 
цепи, входящих в постоянные коэффициенты nα , mβ . 

Если сигналы )(tx и )(ty представляют собой одноразмерные 
комплексные модели гармонических напряжений, то функция частоты 

)(ωK называется комплексной передаточной функцией. 
В инженерных расчетах комплексную передаточную функцию 
)(ωK находят методами теории цепей, не прибегая к составлению 

дифференциальных уравнений.  
 
Пример 6.4   

 
Применяя метод комплексных амплитуд, рассчитаем комплексную 

передаточную функцию ЛЭЦ, изображенной на рисунке 6.2 
1) Обходя внешний контур ЛЭЦ, получим алгебраическое уравнение 

вида  

mmmm I
Cj

RIXY 
ω
1

−−= .  

2) Обходя входной контур ЛЭЦ, установим связь комплексными 
амплитудами 

RIXU mmm  −= ,  
 

( )mmm UX
R

I  −=
1 ,  

3) Учтем инвертирующий характер масштабного усилителя 

mm UKY  ⋅−=  или mm Y
K

U  1
−= .  

4) Составим алгебраическое уравнение электрического равновесия, 
связывающее между собой комплексные амплитуды сигналов на входе и 
выходе ЛЭЦ. 
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−−= mmmm Y
K

X
CRj

Y
K

Y  111
ω

,  
 

mm X
CRjCRKjK

Y 
ωω
1111 −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+ ,   

( )
( ) 11

1
−+

−==
RCjK

K
X
XK
m

m
ω

ω 


 .  

Представим комплексную передаточную функцию в показательной  
форме, связывающей между собой модуль и аргумент, называемые в теории 
цепей амплитудно-частотной (АЧХ) и фазочастотной (ФЧХ) 
характеристиками ЛЭЦ. 

 
( ) ( ) ( )ωϕωω ieKK ⋅=  ,  

где   ( )
( ) ( )2211 RCK

KK
ω

ω
++

=  − АЧХ,  

( ) ( ) RCKarctg ωωϕ 1+=  − ФЧХ.  

На рисунке 6.4 изображены амплитудно-частотные характеристики 
линейной цепи (рисунок 6.2), содержащей масштабный усилитель с 
различными коэффициентами усиления 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 6.4 – Амплитудно-частотная характеристика ЛЭЦ,  

изображенной на рисунке 6.2 
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6.2.2 Частотный метод 
 

Частотный метод базируется на представлении входного и выходного 
сигналов их спектральными плотностями. 

В основе метода лежит применение  прямого преобразования Фурье к 
правой и левой части дифференциального уравнения (6.4). 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),)(

)(
2

21

2
21

ωωβωβωββ

ωωαωαωαα

Yjjj

Xjjj
m

mo

n
no

……

……

⋅+⋅++⋅+⋅+=

=⋅+⋅++⋅+⋅+
  (6.10) 

 
где   

( )[ ] ( )ωXtx =Φ - спектральная плотность входного сигнала; 
( )[ ] ( )ωYty =Φ - спектральная плотность выходного сигнала. 

В результате применения теорем о спектрах получены соотношения 
  

( ) ( ) ( )ωωαα Xjtx
dt
d  ⋅⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡Φ 11 ,   

 ( ) ( ) ( )ωωαα Xjtx
dt
d n

nn

n
n  ⋅⋅=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Φ .  

 
Алгебраическое уравнение (6.10) связывает между собой спектральные 

плотности входного и выходного сигналов. 
                          

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )mmo

n
no

jjj
jjjXY
ωβωβωββ

ωαωαωαα
ωω

⋅++⋅+⋅+

⋅++⋅+⋅+
⋅=

…

…
2

21

2
21 . (6.11) 

 
Спектральная плотность сигнала на выходе линейной цепи )(ωY равна 

произведению спектральной плотности сигнала на входе )(ωX на 
комплексную передаточную функцию цепи )(ωK . 
                         

( ) ( ) ( )ωωω XKY  ⋅= .  (6.12) 
  

Частотный метод можно рассматривать как предельный переход от 
рядов Фурье к преобразованиям Фурье. 
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6.2.3 Операторный метод 
 

Операторный метод основывается на представлении входного и 
выходного сигналов их изображениями по Лапласу. 

Суть метода состоит в применении прямого преобразования Лапласа к 
правой и левой части дифференциального уравнения (6.4) 

( )

( ),)(

)(
2

21

2
21

pYppp

pXppp
m

mo

n
no

⋅+++++=

=⋅+++++

……

……

ββββ

αααα
    (6.13) 

 
где ( )[ ] ( )pXtxL =  − изображение по Лапласу входного сигнала; 
     ( )[ ] ( )pYtyL =   − изображение по Лапласу выходного сигнала; 
 

( ) ( )ppYty
dt
dL 11 αα =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ;  

( ) ( )pYpty
dt
dL n

nn

n
n αα =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
.  

 
 Алгебраическое уравнение (6.13) связывает между собой изображения 

по Лапласу двух сигналов на входе и выходе ЛЭЦ. Изображение по Лапласу 
сигнала на выходе ЛЭЦ )(pY  равно произведению изображения сигнала на 
входе )(pX на передаточную функцию цепи )(pK  в операторной форме 
записи  
                                   

( ) ( ) ( )pKpXpY ⋅= , (6.14) 
          
где )(pK - передаточная функция ЛЭЦ  в операторной форме записи. 

( )
……

……

+++++

+++++
= m

mo

n
no
ppp
ppppK

ββββ

αααα
2

21

2
21   (6.15) 

                               
Пример 6.5  
 
Применяя прямое преобразование Лапласа, определим передаточную 

функцию ЛЭЦ, изображенной на рисунке 6.3 

( ) ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣

⎡=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++ ++ tx

dt
d

L
RLty

L
Rty

dt
d

L
Rty

dt
dL 2

2

2

2
3 ,    
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( ) ( )pXp
L
R

L
Rp

L
RppY ⋅=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++⋅ 2

2
2 3 ,    

( ) ( ) ( )pXpKpY ⋅= ,   

( )

2

2
2 3

L
Rp

L
Rp

p
L
R

pK
++

= .   

 
 

6.3 Анализ взаимодействия линейной цепи с сигналами,  
      описываемыми обобщенными функциями  

 
Представим себе линейную систему с нулевыми начальными 

условиями. Кроме того, положим, что сигналы на входе и выходе системы 
одноразмерны. 

Рассмотрим в качестве входных сигналов идеальные обобщенные 
модели: дельта-функцию )(tδ и единичный скачок )(tσ (рисунок 6.5).  
 

6.3.1 Импульсная характеристика цепи  
 

Отклик линейной системы с нулевыми начальными условиями на 
воздействие δ -функции называется импульсной характеристикой )(tg . На 
рисунке 6.5 формально изображены две линейные системы, безразмерная 
передаточная функция каждой из них равна )(pK . 
   
 
 
 
          
                                      а)             б) 

 
Рисунок 6.5 – Представление импульсной  (а) и переходной (б) 

                                                     характеристик   
 

Импульсная   характеристика   –   такая   же  идеализация,  как  и  
порождающая  ее    δ  − функция.  Размерность импульсной характеристики 
совпадает с размерностью δ −функции, т.е. обратна размерности  времени. 

С физической точки зрения импульсная характеристика приближенно 
отображает реакцию системы на входной импульсный сигнал единичной 
площади при условии, что эффективная длительность δ  − образующей 

( )tδ  ( )tg  
( )pK  ( )tσ  ( )th  ( )pK  
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функции много меньше эффективной длительности импульсной 
характеристики системы. 

Изображение по Лапласу импульсной характеристики совпадает с  
передаточной функцией )(pK , так как изображение δ − функции равно 1. 

Таким образом, импульсная характеристика )(tg  и передаточная 
функция цепи )(pK  связаны между собой прямым и обратным 
преобразованиями Лапласа: 

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( )
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

==

==

∫

∫
∞+

∞−

−

∞
−

jc

jc

pt

pt

dpepK
j

pKLtg

dtetgtgLpK

π2
1

0 .   6.16 

 
 
6.3.2. Переходная характеристика цепи  

 
Отклик линейной системы с нулевыми начальными условиями на 

воздействие единичного скачка называется переходной характеристикой )(th . 
Единичный скачок – функция безразмерная, поэтому переходная 

характеристика также безразмерна. 
Изображение по Лапласу входного единичного скачка равно p1 .        

Переходная характеристика  )(th , ее изображение )(pH  и 
передаточная функция цепи )(pK  связаны между собой следующим образом: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

==

∫

∫
∞+

∞−

−

∞
−

jc

jc

pt

pt

dpe
p
pK

jp
pKLth

dteth
p
pKpH

π2
1

0 .   6.17 

 
Изображения по Лапласу и оригиналы испытательных сигналов и 

соответствующих им временных характеристик представлены в таблице 6.2 . 
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Таблица 6.2 – Испытательные сигналы и временные характеристики 
ЛЭЦ (изображения и оригиналы) 

             Название Изображение по Лапласу          Оригинал 

δ  − функция ( )[ ] 1=tL δ  ( ) [ ]1−= Ltδ  

Единичный скачок ( )[ ] ptL 1=σ  ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= −
pLt 1σ  

Импульсная 
характеристика ( )[ ] ( )pKtgL =+  ( ) ( )[ ]pKLtg −=  

Переходная 
характеристика ( )[ ] ( )

p
pKthL =+  ( ) ( )

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= −

p
pKLth  

 
Переходная и импульсная характеристики существуют только при 

0≥t , так как отклики не могут опережать воздействия. Переходная и 
импульсная характеристики связаны между собой так же, как и входные 
воздействия, а именно:  

( ) ( )

( ) ( ) ⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=

= ∫
∞−

t
dt
dt

dt
t

σδ

ττδσ
         (6.18);                      

( ) ( )

( ) ( ) ⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=

= ∫
∞−

th
dt
dtg

dgth
t

ττ
.              (6.19) 

В заключение, пользуясь свойствами преобразований Лапласа, запишем 
предельные соотношения, связывающие между собой передаточную 
функцию )(pK  и переходную характеристику )(th . 

( ) ( ) ( ) ( )thdehdehpK
t

p
p

t
p

t

pp ∞→

−

→

−

→→
=⋅ʹ′=⋅ʹ′= ∫∫ limlimlimlim

0
00

00
ττττ ττ ,  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

==⋅

==⋅

→∞→∞→

∞→→→

thpKpHp

thpKpHp

tpp

tpp

0

00

limlimlim

limlimlim
. (6.20) 
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6.3.3 Передаточная функция цепи  
 

Сравнивая между собой выражения )(pK и )(ωK (соответственно 
формулы (6.15) и (6.8)), необходимо заметить, что это не просто замена 
переменных pj =ω , а переход  с мнимой оси ( ωj ) на всю плоскость 
комплексных частот ωjcp += . 

Передаточная функция )(pK представляет собой отношение полиномов 
целых положительных степеней p , где nm≥ . 

( ) ( )
( )pB
pApK = .  

Корни уравнения 0)( =pA называют нулями передаточной функции и 
обозначают 1op , 2op , 3op … . Корни уравнения 0)( =pB называют полюсами 
передаточной функции и обозначают 1p , 2p , 3p … . Функция )(pK аналитична 
на всей плоскости p , за исключением конечного числа точек, являющихся 
корнями знаменателя )(pB , то есть полюсами. 

Преобразовав числитель )(pA  и знаменатель )(pB , получаем нуль-
полюсное представление передаточной функции 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )N

oLoo
o pppppp

ppppppMpK
−−−

−−−
⋅=

…
…

21

21 ,  

где  L  − число нулей; 
       N  − число полюсов. 

 
6.4 Практическое приложение к шестой главе 

 
6.4.1 Расчет передаточных функций линейных цепей 

 
Рассмотрим три простейшие цепи, изображенные на рисунке 6.6 

 
 
 
 
 
 
 

 
    a)         б)     в) 

 
Рисунок 6.6 − Простейшие цепи: а)−интегрирующая; б)−дифференцирующая; 

в)−последовательный колебательный контур 
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Запишем передаточные функции трех цепей с учетом обозначений        
τ=RC , α2=L
R , 

LCp 1=ω ,  

( )
1

1
1 +

=
τp

pK , при ∞→τ  ( ) τppK 11 ≈ ,  

( )
12 +

=
τ
τ

p
ppK , при 0→τ  ( ) τppK ≈2 ,  

( ) 223
2
2

рpp
ppK

ωα

α

++
= , где pωα << .  

     На рисунке 6.7 показано расположение нулей и полюсов на p-плоскости 
для трех передаточных функций  
 
 
     
 
 
 
 
 
 
 

    a) α−=1p    б) α−=1p    в) 22
2,1 рp ωαα −±−=  

                            01 =op          01 =op  
 

Рисунок 6.7 − Полюсы (×) и нули (0) трех передаточных функций 
)(p1K , )(p2K , )(p3K  

 
Коэффициенты nα и mβ  передаточной функции )(pK  вещественны, 

поэтому нули и полюса либо вещественны, либо образуют комплексно-
сопряженные пары. Для случаев, когда нули и полюсы располагаются на 
действительной оси, существует графоаналитический прием – метод Боде, 
позволяющий изобразить АЧХ и ФЧХ линейной цепи с помощью графиков 
функции ( )ωK10log20 ⋅ .  

Однако, в настоящее время этим методом практически не пользуются, 
так как применение компьютерной техники позволяет рассчитать и построить 
АЧХ и  ФЧХ любой цепи. В таблицах 6.3 и 6.4 приведены частотные и 
временные характеристики простейших электрических цепей. 
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6.4.2 Расчет временных характеристик линейных цепей 
 

При определении импульсной характеристики необходимо проверить, 
удовлетворяет ли передаточная функция требованиям, предъявляемым к 
изображениям по Лапласу (5.12) . 

 
( ) 0lim =

∞→
pK

p
.  

Это условие может не выполняться (например, для фильтров верхних 
частот), т.е. 
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⎩
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=⋅= −
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o
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o
p M
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>
.  

В этом случае из передаточной функции следует выделять целую часть 

( ) ( ) ( )
( )pB

pBMpAMpK o
o

−
+= .  

Применяя обратное преобразование Лапласа к первым двум 
передаточным функциям, получим 

( ) ( )[ ] ( )te
p

LpKLtg
t

στ
τ

τ τ ⋅⋅=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+
==

−−− 1
1

1
11 ,  

( ) ( )[ ]

[ ] ( ) ( ). 1
1

1
1

1

1
1

122

tet
p

LL

p
L

p
pLpKLtg

t
στδ

τ

τ

τ

τ

τ

τ ⋅⋅−=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+
−=

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+
−=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+
==

−−−

−−−

  

Третья передаточная функция имеет два комплексно-сопряженных полюса  

02 22 =++ ppp ωα ,  

свp jp ωαωαα ±−=−±−= 22
2,1 ,  

 

где 22 αωω −= рсв , т.е 222 αωω += свp .  
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Таблица 6.3 – Частотные и временные характеристики простейших 
ЛЭЦ (математические модели) 
Электрическая 

Цепь 
Частотные характеристики 

ЛЭЦ 
Временные характеристики 

ЛЭЦ 

Наименование 
Передаточная функция ( )pK , 

АЧХ и ФЧХ 
( )ωK   ( )ωϕ  

Переходная ( )th  и 
импульсная ( )tg  
характеристики 

Интегрирующа
я цепь 

( )
τ

τ
1p

1
pK     

+
=  

( )
( ) 221

1
K  

ωτ

τω
+

=  

 
( ) ωτωϕ arctg  −=  

( ) ( )te1tg
t
στ
τ−

⋅=  

 

( ) ( )te1th  
t

στ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−
 

Дифференциру
щая цепь 

( )
τ

1p
ppK     
+

=  

( )
( ) 221

K  
ωτ

ω
ω

+

=  

 

( ) α
ωπ

ωϕ arctg
2

  −=  

( ) ( ) ( )te1ttg
t
στδ τ−

⋅−=  

 

( ) ( )teth  
t

στ ⋅=
−

 

Избирательная 
цепь 
(последователь
ный 
колебательный 
контур)  
 

( )

( )

1
2

1K

p2p
p2pK   

22
р

2

2
р

2

+⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −

=

++
=

ωα

ωω

ω

ωα

α

  

 

( ) ( )
ωα

ωω
ωϕ 2arctg

2
р

2 −
−=  

( ) ( )

( )Ψω

σ
ω

αω α

−×

×−= −

t

te
2

tg

св

t

св

р

sin
 

 

( ) ( )

22         

sin2

αωω

σω
ω
α α

−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

рсв

св
t

св
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 153 

Таблица 6.4 − Частотные и временные характеристики простейших ЛЭЦ 
(графические модели) 
Электрическая цепь Частотные 

характеристики ЛЭЦ 
Временные 

характеристики ЛЭЦ 
Схема АЧХ и ФЧХ  Переходная и импульсная 

характеристики 
 
τ=RC  

  

 
τ=RC  

  

 

L
R
2

=α  

LCр
1

=ω  

  

 
 

R  
C  

C  
R  

R  

C  

L  

0 

0 

ω 

ω 

t 

t 

g(t) 

h(t) 

0 

ω 

ω 

0 

0 
ϕ(ω) 

( )ωK  
1 

2/π−  

0 
ϕ(ω) 
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1 

2
π  

0 t 

h(t) 

0 t 

g(t) 

0 
t 

0 
t 

g(t) 

h(t) 
1 

τ
1  

τ
1  

ω 

ω 0 

0 
ϕ(ω) 

( )ωK  

рω−  рω  

1 
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Импульсная характеристика для третьей передаточной функции равна 
сумме двух комплексно-сопряженных вычетов или удвоенной реальной части 
одного из них (при сложении двух комплексно-сопряженных полюсов 
мнимые части сокращаются). 

( )
( )( )

[ ]
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pLtg =+=⎥
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1
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ω
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e
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где α
ωсвarctg=Ψ , 

 

( ) ( ) ( )tteg св
t

св

p
t σω

ω

αω α ⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ψ−⋅⋅−= ⋅− sin

2
3 .  

 
Используя (6.17), рассчитаем переходные характеристики трех 

линейных цепей. 
Переходная характеристика интегрирующей цепи равна 

( ) ( ) ( ) ( )te
pp

L
pp

L
p
pKLth t σ

ατ
τ α ⋅−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−=⎥

⎦

⎤
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⎣
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+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ⋅−−−− 111

)1(
11

1  

Дифференцирующая цепь описывается переходной характеристикой 
вида 

( ) ( ) ( )te
p

L
p
pKLth t σ

τ
τ ⋅=⎥
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+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −−−

1
12

2 . 

Переходная характеристика избирательной цепи определится 
следующим образом: 

 

( ) ( )
( )( )

[ ]

( ) ( ).)
2
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21221

1
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3
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−
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6.4.3 Расчет частотных и временных характеристик параллельного  
         избирательного контура 
 
Схема параллельного избирательного контура и его частотные 

характеристики изображены на рисунке 6.8. 

Рисунок 6.8 – Схема (а) параллельного контура и частотные (б)  
характеристики (АЧХ и ФЧХ) 

 
На входе действует ток ( )ti , на выходе имеем напряжение ( )tu , поэтому 

системная функция цепи имеет размерность сопротивления [ ]Ом . Определим 
входное сопротивление цепи в операторной форме записи. 

( )

( )22 2
2

1

1
)(

pppC
p

pCRpL

RpLpCpZ
ωα

α

++⋅

+
=

++

+⋅
= , 

где L
R
2=α  − коэффициент затухания контура, 

LCp 1=ω  − резонансная 

частота. 
Перейдем от ( )pZ  к комплексной функции частоты ( )ωZ , заменив p  на 

ωj  и разделив числитель и знаменатель на общий множитель ωα2j . 

( )

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅+

⋅−
⋅=

ω

ω

ω
ω

ω

ω

ω
p

p

p

рез

jQ

Q
j

RZ

1

11
 , 

где α
ω
2

pQ =  − добротность контура, C
QR

pрез ω=  − резонансное 

сопротивление. 
Частотные характеристики, а именно модуль (АЧХ) и аргумент (ФЧХ) 

комплексного входного сопротивления, определим по формулам 

)(ti  

L  

R  

C  )(tuк  

а) б) 

 1  0 

 АЧХ 

 pωω  

 ФЧХ 

 2π−  

 R  
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( ) ( )

( )[ ]2
2

11

11

Qnn

Qn
RnZ рез

⋅−+

+
⋅= , 

( ) ( )[ ]QnnarctgQnarctgnZ ⋅−−−= 11arg  , 

где 
p

n ω
ω= . 

На рисунке 6.8  изображены частотные характеристики параллельного 
контура для добротности 10=Q . 

Для расчета импульсной ( )tg  и переходной ( )th  характеристик 
резонансного контура воспользуемся изображениями по Лапласу 

( )[ ] ( )pZtgL =  ( )[ ] ( )
p
pZthL =  

Применим обратное преобразование Лапласа (5.11) и теорему о вычетах 
(5.48). Найдем полюсы функции )(pZ ,приравнивая знаменатель к нулю. 

( )( )
,

,

, св21

21
2
p

2

jp

0ppppp2p

ωα

ωα

±−=

=−−=++
 

где 22 αωω −= pсв  − частота свободных (собственных) колебаний контура. 

Полюсы 1p  и 2p  представляют собой комплексно−сопряженную пару, 
поэтому вычеты будут комплексно−сопряженными функциями, 
суммирование которых приводит к удвоению реальной части и сокращению 
мнимой. 

[ ]121 ReRe2ReRe sss =+ . 
Будем рассчитывать только один вычет (любой из комплексно-

сопряженной пары). 
Представим ( )pZ  в виде 
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2
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+
=

α , 

( )( )
( )

( )
( )

,
22

2
2

2limRe

22
22

21

1

1
21

1

1

1

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −Ψ+
⋅−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −Ψ+
⋅−

+−

=

⋅=⋅
+

=

=
⋅

+
=

−

+
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅

−−
+

=

π
ω

α
π

ω
α

ωα

ω

ω

ω

ωα

ω
ωαα

α

tj
t

св

ptj
t

св

св

tj

св

свtp

pt
pp

свсв

св

ee
C

ee
C

e
jC
je

ppC
p

epp
ppppC

ps

 

где α
ωсвarctg=Ψ . 
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Импульсную характеристику определим, взяв удвоенную реальную 
часть 1Re s . 

( ) ( ) ( ) ( )tteRte
C

tg св
t

рез
св

p
св

t

св

p σω
ω

ω
αω

ω

ω αα ⋅Ψ+⋅=Ψ+⋅= ⋅−⋅− sin2sin , 

14

2
222 −

=
−

=
Q

Q

p

p

св

p

αω

ω

ω

ω
,             14 2 −= Qсв

α
ω , 

( ) ( ) ( )tte
Q

QRtg св
t

рез σωα α ⋅Ψ+⋅
−

⋅= ⋅− sin
14

22
2

. 

Проведем расчет переходной характеристики параллельного контура 
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⎤
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Анализируя знаменатель, видим, что, кроме двух комплексно − 
сопряженных полюсов 1p  и 2p , появился третий 03 =p . 
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[ ] ( )Ψω
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α 2te
C
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1 +−= ⋅− sinReRe , 

( ) ( ) 2220
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2
2limRe

3 p

pt

ppp C
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pppC
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α
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⎢
⎢

⎣

⎡
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Объединяя  вычеты, получим 

( ) ( ) ( )tte
CC

th св
t

свp
σω

ωω

α α ⋅
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
Ψ+−= ⋅− 2sin12

2
. 

Замечание. Обращаем внимание, что на размерностях импульсной и 
переходной характеристик отразилась размерность системной функции 
контура (сопротивления) 

( )[ ]
сек
Омtg =  ( )[ ] Омth =  

На рисунке 6.9 изображены временные характеристики параллельного 
избирательного контура 
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Рисунок 6.9 – Импульсная (а) и переходная (б) характеристики параллельного 
избирательного контура 

 
В заключение проверим выполнение предельных соотношений: 

( ) 0lim
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=
→
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ω
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6.4.4 Расчет частотных и временных характеристик последовательного  
         избирательного контура 

 
Схема последовательного избирательного контура и его частотные 

характеристики изображены на рисунке 6.10. 

Рисунок 6.10 – Схема (а) последовательного контура и частотные (б)  
характеристики 
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( ) ( )
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Здесь L
R
2=α , 

LCp 1=ω , 
p

n ω
ω= , α

ω
2

pQ = . 

Перед расчетом импульсной характеристики обращаем внимание на то, что 
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Разделив числитель на знаменатель, выделим из ( )pK  целую часть 
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Учтем, что ( )( )21
22 2 pppppp p −−=++ ωα , а 1p  и 2p  − комплексно− 
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Подставляя 222
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где α
ωсвarctg=Ψ , 

( ) ( ) ( ) ( )ttettg св
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p σω
ω

ω
δ α ⋅Ψ−+= ⋅− 2sin

2

2
. 

Расчет переходной характеристики не вызывает затруднений 
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где α
ωсвarctg=Ψ . 

Проверим выполнение предельных соотношений: 
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Проверим правильность связи между переходной и импульсной 
характеристиками 
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ʹ′
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На рисунке 6.11 изображены временные характеристики 
последовательного контура 

( ) α
ω

ω
22sinlim

2

0
−=Ψ−=

+→ св

p

t
tg . 
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Рисунок 6.11  – Импульсная (а) и переходная (б) характеристики  
последовательного контура 

 
В таблице 6.5 представлены аналитические выражения передаточных 

функций и временных характеристик простейших изобразительных цепей. 
В таблице 6.6 показаны модули частотных коэффициентов передачи, а 

также импульсные и переходные характеристики этих же цепей. 
 

6.5 Выводы 
 

1. В линейной цепи сигналы подвергаются линейным преобразованиям. 
Мгновенные значения сигналов на входе и выходе ЛЭЦ связаны между собой 
линейным дифференциальным уравнением с постоянными коэффициентами. 

2.   Частотный коэффициент передачи линейной цепи представляет 
собой дробно-рациональную функцию частоты и может быть определен как 
отношение комплексной амплитуды гармонического сигнала на выходе к 
комплексной амплитуде гармонического сигнала на входе ЛЭЦ. 

3.  Спектральная плотность выходного сигнала является произведением 
частотного коэффициента передачи и спектральной плотности сигнала на 
выходе линейной цепи. 

4. Реакция линейной цепи на воздействие дельта-функции (или 
единичного скачка) называется временной характеристикой ЛЭЦ −  
импульсной (или переходной). 

5.  Частотный коэффициент передачи  и импульсная характеристика 
цепи связаны парой преобразований Фурье. 

6. Применение преобразования Лапласа к дифференциальному 
уравнению электрического равновесия позволяет определить передаточную 
функцию ЛЭЦ в операторной форме записи. 

7. Переход к операционному исчислению существенно упрощает 
расчеты временных характеристик. Особенно это проявляется при анализе 
колебательных цепей.  

а) 
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Таблица 6.5 – Передаточные функции и временные характеристики простейших избирательных цепей 

 Схема контура 
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функция ( )pK , ( )pZ  
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Условные обозначения и связь между ними: 
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Таблица 6.6 – Графическое представление частотных и временных характеристик простейших 
избирательных цепей 
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7 ПРОХОЖДЕНИЕ СИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ 
 

7.1 Анализ прохождения периодических сигналов  
     через линейные цепи (метод комплексных амплитуд) 

 
Периодический сигнал, проходя через ЛЭЦ, не теряет своей 

периодической природы, поэтому сигналы на входе и выходе линейной цепи 
можно представить бесконечной суммой непериодических сигналов, 
сдвинутых друг относительно друга на период: 

∑
∞

−∞=

+=
n

T nTtsts )()(  

(7.1) 

∑
∞

−∞=

+=
n

выхTвых nTtsts )()(  

Применяя для описания сигналов тригонометрическую форму записи 
ряда Фурье, получим: 

∑
∞

=

++=
1n

n1n
0 tnA
2
ats )cos()( ϕω  

(7.2) 

( )∑
∞

−∞=

++⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

n
выхn1выхn

вых

o
вых tnA

2
ats ϕωcos)(  

Используем для расчета параметров выходного периодического сигнала 
метод комплексных амплитуд, считая, что комплексная передаточная 
функция )(ωK  известна: 

)1(
)1()1(

ωϕ
ωω

nj
enKnK ⋅=  . (7.3) 

Постоянная составляющая на выходе прямо пропорциональна значению 
коэффициента передачи при 0=ω . Амплитуды гармонических колебаний 
умножаются на значения модуля комплексной передаточной функции на 
частотах 1nωω = . Начальные фазы гармонических колебаний суммируются 
со значениями фазочастотной характеристики ЛЭЦ на частотах 1nωω = . 

)(0K
2
a

2
a o

вых

o =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ , 

(7.4) )( 1nвыхn nKAA ω⋅= , 
)( 1nвыхn nωϕϕϕ += . 
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Периодический сигнал на выходе ЛЭЦ описывается рядом 

          [ ]. ntnnKAKats
n

nn
o

вых ∑
∞

=

++⋅⋅+=
1

1110
2

)(cos)()()( ωϕϕωω  (7.5) 

Частотный метод анализа, использованный в данном случае, позволяет 
получить ясное представление о том, каким образом изменяется спектр вы-
ходного периодического сигнала. 

Например, при прохождении периодического сигнала через ФНЧ энер-
гия выходного сигнала будет сосредоточена в низкочастотной области, т.е. 
происходит увеличение амплитуд  гармоник в области нижних частот отно-
сительно верхних. 

 
Пример 7.1  
Произведем сравнительный анализ ширины спектра периодической по-

следовательности  прямоугольных импульсов на входе и выходе интегриру-
ющей RC   - цепочки, изображенной на рисунке 7.1 . 

Сигнал на входе опишем суммой гармонических колебаний общего вида: 

( ) ( ),2cos
2
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22cos
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1 πω
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nnгде τ2T = . 
Найдем комплексную передаточную функцию RC - цепи и ее частот-

ные характеристики АЧХ и ФЧХ. 

RCj1
1

Cj
1R
Cj

1
K

ω
ω

ω
ω

+
=

+
=)( .  

Полагая 1ωω n= , 5.01 =RCω , получим: 
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+
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ω
ω , 

21
)5.0(1

1)(
n

nK
+

=ω , 

narctgn 5.0)( 1 −=ωϕ . 
Сигнал на выходе RC - цепи определим как сумму гармонических ко-

лебаний, амплитуды и начальные фазы которых определяется по формулам 
(7.4): 

[ ]n50arctg2tn
2n
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n501

E
2
Ets 1

1n
2вых .cos
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+
+= ∑

∞

=
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π

π
. 

Спектральные диаграммы сигналов на входе и выходе ЛЭЦ изобразим 
на рисунке 7.1. 
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а) 
 
 
 
 
 

б) 
 
 
 
 
 
 

в) 
 
 
 
 

Рисунок 7.1− Прохождение периодического сигнала через ФНЧ: 
а) спектр прямоугольных импульсов на входе ФНЧ; 

                          б) амплитудно-частотная и фазочастотная характеристики ФНЧ; 
             в) спектр сигнала на выходе ФНЧ 
 
В таблице 7.1 представим численные значения амплитуд гармоник 

входного и выходного сигналов. 
Таблица 7.1−Спектры амплитуд на входе и выходе ЛЭЦ 

n  1 3 5 7 9 11 13 
nA  1 0.333 0.200 0.143 0.111 0.09 0.077 

)( 1ωnK  0.9 0.555 0.374 0.275 0.217 0.179 0.155 

выхnA  0.9 0.185 0.074 0.039 0.024 0.016 0.012 
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Сравнивая скорость затухания спектров по таблице 7.1 и оценивая ши-
рину спектра по пороговому критерию, видим, что полоса выходного сигнала 
приблизительно в три раза меньше полосы входного. 

Рассмотренный метод позволяет исследовать качественные и оценить 
количественные изменения, происходящие в спектре сигнала. 

Чтобы изучить изменения формы необходимо выполнить суммирова-
ние бесконечного количества гармоник с определенными амплитудами и 
начальными фазами. 

 
7.2 Операторный метод расчета отклика на выходе линейной          

  цепи при произвольном непериодическом воздействии 
 

В основе этого метода лежит проведенная в параграфе 6.2 алгебраизация 
дифференциального уравнения электрического равновесия с помощью прямого 
преобразования Лапласа. Возвращаясь к привычным обозначениям сигналов на 
входе )(ts  и на выходе )(tвыхs , перепишем уравнение (6.14) в виде 

)()()( pKpSpвыхS ⋅= . 
Если передаточная функция цепи )(pK  известна, то решение разбива-

ется на 3 этапа: 
1) расчет изображения входного сигнала )(pS  

[ ])()( tsLpS = ; 
2) расчет изображения выходного сигнала )(pвыхS      

)()()( pKpSpвыхS ⋅= ; 
3) расчет оригинала отклика на выходе ЛЭЦ 

[ ])()()( pKpSLtвыхs ⋅−= . 
Если на входе линейной системы действует произвольный непериоди-

ческий сигнал, меняющий математическое описание несколько раз, то изоб-
ражение будет представлять собой сумму изображений элементарных состав-
ляющих.  

При исследовании прохождения сигналов через линейные системы сле-
дует помнить о принципе суперпозиции или о принципе независимости дей-
ствия. Согласно этому принципу, входной сигнал сложной формы можно 
представлять суммой элементарных воздействий и определять отклик на каж-
дое элементарное воздействие отдельно. Суммирование элементарных откли-
ков даст выходной сигнал. 

Следовательно, входной сигнал целесообразно разбивать на элементар-
ные составляющие. Умножение изображения элементарной составляющей 
входного сигнала )( piS на передаточную функцию линейной цепи )(pK  
позволяет определить изображение элементарной составляющей выходного 
сигнала )( piвыхS . 
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Обратное преобразование Лапласа позволит перейти от изображения 
элемента выходного сигнала к оригиналу. 

∫
∞⋅+

∞⋅−
⋅⋅⋅=

jc

jc
dpptepKpiSj

tiвыхs )()(
2
1)(
π

. 

Пример 7.2  
На вход цепи, состоящей из последовательно соединенных сопротивле-

ния R  и емкости C , подается непериодический сигнал треугольной формы, 
изображенный на рисунке 7.2 .  
     Определим аналитическое выражение напряжения на емкости при выпол-

нении условий ( 250.=ατ ,1 ,4) , где 
RC
1

=α . 

 
 
 
 
 

Рисунок 7.2 
Аналитическое описание сигнала, изображенного на рисунке 6.5, пред-

ставляет собой следующее выражение:  

=)(ts  
tE2
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τ
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2
t0 τ
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)( τ−⋅ t
T
E2  , ττ
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Изображение входного сигнала по Лапласу найдем, применяя ППЛ. 

).221(2
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2
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p
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Анализ изображения показывает, что входной сигнал можно предста-
вить взвешенной суммой трех одинаковых сигналов, сдвинутых друг относи-
тельно друга во времени. 
 Здесь: )()( tt

T
Ets1 σ= ; 

            )()()( 2t2t
T
E2ts2 τστ −−−= ; 

           )()()(3 τστ −−= tt
T
Ets . 

Рисунок 7.3 – Разложение треугольного сигнала на элементарные составляющие 
 

R 

C s(t) sвых(t) 

s(t) 

 t 

E 

 0  τ 

s(t) 

 t 

E 

 0  τ 

s1(t) s3(t)= s1(t-τ) 

s2(t)= -2s1(t-τ) 



 169 

Выполним поинтервальное описание входного сигнала с помощью эле-
ментарных составляющих  

( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

≥−+−−

<≤−−

<≤

=

.          ,22)(
,2                   ,22)(
,20                                         ),(

)(

111

11

1

τττ

τττ

τ

ttStStS
ttStS

ttS
tS  

Определим передаточную функцию линейной цепи. 

α
α
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=
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=
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=
p1pRC

1
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1R
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pK )(  , где RC
1=α . 

Определим изображение элементарного выходного сигнала )( p1выхS : 
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Определим элементарный отклик. 

∑
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Подынтегральное выражение содержит две особые точки, называемые 
полюсами: 
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Первый полюс 01p =  имеет кратность 21k = , второй полюс α−=2p - 
простой, т.е. кратность его равна 1 . Определим вычеты в двух точках:  
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Суммируя вычеты, получим 

[ ] 0t , )1(2
21)(1 ≥⋅−−−⋅⋅

⋅
⋅

=+= tetEResRestвыхs αα
τα

. 



 170 

Выполним математическое описание отклика с помощью функции 
Хевисайда. 

[ ] (t))1(2)(1 σαα
τα

⋅⋅−−−⋅⋅
⋅
⋅

= tetEtвыхs . 

 
Поинтервальное представление суммарного отклика запишем, приме-

няя взвешенное суммирование и сдвиг во времени. 
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Переходя к аналитическим выражениям и проведя преобразования, по-

лучим:  
 

=)(tвыхs  

[ ]
2

t0 , )( ταα
τα

≤≤⋅−−−⋅⋅
⋅
⋅ te1tE2  

τττα
τα

α
τ

α
≤≤+−⋅−⋅

⋅
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
− ⋅−

⋅
ttE tee

2
 , )()(12 221  

  τ
τα

τα
τ

αατ
≥⋅

⋅
⋅ −⋅−

⋅−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅  t, 8 )(22

4
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Анализ рисунка 7.4 показывает, что если постоянная времени цепи мно-

го меньше длительности импульса, то напряжение на емкости повторяет 
напряжение на входе (цепь не искажает). Если постоянная времени цепи мно-
го больше длительности импульса , то цепь сглаживает быстрые изменения 
входного сигнала (т.е. интегрирует) . 

Важно помнить, что сигнал на выходе линейной цепи содержит вынуж-
денную и свободную компоненты. 

Вынужденная компонента равна сумме вычетов относительно полюсов 
изображения входного сигнала )( pS .  

Свободная компонента равна сумме вычетов относительно полюсов пе-
редаточной функции цепи )( pK . 

При расчете отклика цепи после окончания действия входного импуль-
сного сигнала полезно учесть, что вынужденная компонента равна нулю, а  
свободная компонента определяется полюсами передаточной функции цепи. 
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Рисунок 7.4 – Варианты откликов при различных соотношениях между 

длительностью импульса и постоянной времени цепи 
 
Пример 7.3 
В условиях примера 7.2 определить напряжение на емкости при τ≥t  
  
1) Изображение входного импульсного сигнала преобразуем к виду 
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2) Изображение сигнала на выходе цепи )( pSвых  равно 
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3) Отклик цепи после окончания действия входного сигнала равен вы-
чету в точке α−=1p . 
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Анализ полученного выражения показывает, что после окончания вход-
ного сигнала отклик цепи содержит только свободную составляющую, кото-
рая представляет разряд емкости через сопротивление. 

 
7.3 Операторный метод определения установившейся 
      реакции линейной цепи на включение периодического 
      сигнала 

 
Одностороннее входное воздействие )(ts  описывается бесконечной 

суммой непериодических сигналов )(tTs , сдвинутых друг относительно дру-
га на интервал времени, кратный периоду.  

( )∑
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=
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0
)(
n

nTtTsts . (7.6) 

Применим прямое преобразование Лапласа к входной последователь-
ности и, сворачивая геометрическую прогрессию, получим 
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Изображение выходного сигнала равно произведению изображения 
входного сигнала )(pS  и передаточной функции цепи )(pK . 

)(
1

)(
)( pKpTe

pTSpвыхS ⋅
−−

= . (7.8) 

Полная реакция цепи на включение периодической последовательности 
представляет собой сумму вынужденной (установившейся) компоненты и 
свободной составляющей. 

( ) ( )tсвstустspKpTe1

pTSLtвыхs +=⋅
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⎥
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⎢
⎢
⎣

⎡
)(

)(
)( . (7.9) 

Вынужденная компонента ( )tустs  равна сумме вычетов относительно 

полюсов, содержащихся в изображении входного воздействия 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −− pTepTS 1)( . 

Свободная составляющая ( )tсвs  равна сумме вычетов относительно 
полюсов передаточной функции цепи )(pK . 

Число полюсов изображения входного воздействия бесконечно велико, 

так как уравнению 01 =−− pTe  соответствует бесконечное множество кор-
ней: Tjnnp

π2=  (где n  - целые числа ). 

Бесконечная сумма вычетов – не что иное как комплексный ряд Фурье, 
который свидетельствует о периодическом характере установившейся компо-
ненты выходного сигнала. 

Важно понимать, что  свободная составляющая )(tсвs  представляет 
собой затухающую функцию времени, так как реальная линейная цепь имеет 
потери. Установившаяся компонента )(tустs  представляет собой периоди-
ческую функцию времени, и ее форма не меняется от периода к периоду, т.е. 

( )∑
∞

=
−=

0
)(
n

nTtустT
stустs , (7.10) 

где )(tустT
s  - описание установившегося решения на периоде. 

На рисунке 7.5 изображены модели входной периодической последователь-
ности )(ts , полной реакции цепи )(tвыхs , а также двух составляющих полного 
отклика: свободной )(tсвs  и вынужденной (или установившейся) )(tsуст . 

Полная реакция цепи на любом периоде, начиная с первого, содержит 
установившуюся компоненту и свободную составляющую. 

 
)()()( tсвstустT

st
1выхs += . (7.11) 
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Рисунок 7.5 − Графическое представление входного (а) и выходного (в) 
сигналов, а также свободной и вынужденной (б) составляющих отклика 

 
Поэтому описание установившейся компоненты на любом периоде 

можно получить путем вычитания свободной составляющей из полной реак-
ции цепи на прохождение первого же непериодического сигнала )(tTs  из 
входной периодической последовательности )(ts : 
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где  M - количество полюсов передаточной функции )( pK . 
 

Пример 7.4  
Расчет установившейся реакции при включении периодической после-

довательности прямоугольных импульсов на вход RC - цепи (рисунок 7.6), 
передаточная функция которой равна )()( αα += ppK . 
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Рисунок 7.6 

 
1) Выполняем математическое описание входного сигнала  
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2) Определяем изображение первого одиночного импульса )(tTs  
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3) Определяем изображение первого одиночного импульса на выходе 
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5) Определяем изображение периодической последовательности им-
пульсов  
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6) Определяем изображение периодической последовательности на вы-
ходе ЛЭЦ 
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7) Определяем свободную составляющую отклика на выходе ЛЭЦ 
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8) Определяем установившуюся реакцию )(tустT
s  на периоде  
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9) Определяем минимальное, максимальное и среднее значение устано-
вившегося режима:  

EE 438.0min = , EE 562.0max = , EEср 5.0= . 
 
7.4 Временные методы анализа (интегралы Дюамеля) 

 
7.4.1 Операторный подход 

 
Сигнал на выходе ЛЭЦ может быть найден в результате применения 

обратного преобразования Лапласа к произведению изображения сигнала 
)( pS  и передаточной функции цепи )( pK , что соответствует свертке ориги-

налов во времени.  
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Разделив и умножив подынтегральное выражение на p , получим: 
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∫
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π

, 

где )( pH - изображение переходной характеристики.  
Множитель p  может быть отнесен либо к )( pS , либо к )( pH . Следо-

вательно, при сворачивании дифференцируется любой из оригиналов )(ts  
или )(th . 

)()()()()( thtsthtstвыхs ʹ′⊗=⊗ʹ′= . (7.17) 
Учитывая односторонность временных характеристик ЛЭЦ, запишем 

интегралы свертки в виде: 
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где )(lim)( ts0s
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где )(lim)( th0h
0t +→

= . 

В выражениях (7.19) и (7.20) функции )(ts  и )(th  аналитичны во всех 
точках при ∞<< t0 , кроме 0t = . Ненулевые начальные условия приводят к 
появлению дополнительных слагаемых в уравнении (7.19) и (7.20). 

 
7.4.2 Временной подход 

 
Динамическим представлением называется описание произвольного 

сигнала с помощью обобщенных функций (глава 1, п.1). Различают две раз-
новидности динамического представления. 

В первом случае входной сигнал представляется совокупностью (инте-
гральной суммой) прямоугольных импульсов длительностью τd , возникаю-
щих в последовательные моменты времени τ , причем амплитуды импульсов 
пропорциональны мгновенным значениям входного сигнала )(τs  в эти мо-
менты времени. 

∫ −=
t

0

dtsts ττδτ )()()( . (7.21) 
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Во втором случае входной сигнал представляется интегральной суммой 
ступенчатых функций (единичных скачков), возникающих через равные мо-
менты времени τd . Высота каждой ступеньки равна приращению сигнала на 
интервале τd , которое определяется скоростью изменения входного сигнала. 

∫ −ʹ′+=
t

dtststs
0

)()()()0()( ττστσ . (7.22) 

Подобное интегральное описание сигналов называют динамическим 
представлением, т.к. оно позволяет подчеркнуть развивающийся во времени 
характер сигнала. 

В линейной цепи интегральная сумма дельта - функций преобразуется в 
интегральную сумму импульсных характеристик цепи с теми же коэффици-
ентами пропорциональности. 

∫ −=
t

вых dtsts
0

)()()( ττγτ . (7.23) 

Интегральная сумма ступенчатых функций в линейной цепи преобразу-
ется в интегральную сумму переходных характеристик цепи с теми же разме-
рами ступеней. 

∫ −ʹ′+=
t

вых dthsthsts
0

)()()()0()( τττ . (7.24) 

Произведя замену переменных, формулы (7.23) и (7.24) можно преобра-
зовать к виду: 

∫ −=
t

вых dtsts
0

)()()( ττγτ ; (7.25) 

∫ −ʹ′+=
t

вых dhtsthsts
0

)()()()0()( τττ . (7.26) 

Применение формул Дюамеля для расчета отклика цепи не вызывает за-
труднений в том случае, если входной сигнал не меняет аналитического описания 
на интервале от некоторого начального момента времени до бесконечности. 

Рекомендуется следующий порядок расчета сигнала на выходе линей-
ной цепи методом временного интегрирования. 

Вначале, пользуясь известными методами, рассчитывают передаточную 
функцию цепи, переходную и импульсную характеристики. При выборе фор-
мулы временного интегрирования исходят, как правило, из возможности до-
стижения результата наиболее простым путем, при этом анализируют свой-
ства сигнала и временных характеристик линейной цепи. 
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Затем выбирают расчетную формулу, уяснив смысл входящих в нее вы-
ражений. Выявляют “механизм работы” данной формулы, увязывая вид вре-
менного представления воздействия с нужной временной характеристикой 
цепи. И, наконец, вычисляют отклик цепи. 

Если входной сигнал меняет аналитическое описание на интервале 
представления, то возникает необходимость в наложении решений. Наложе-
ние решений может быть выполнено двумя способами.  

Во-первых, можно разложить входной сигнал на элементарные состав-
ляющие, каждая из которых не меняет аналитическое описание на интервале 
от момента включения и до бесконечности. Затем найти отклик на каждую 
составляющую и, наложив решения, составить поинтервальное описание вы-
ходного сигнала.  

Во-вторых, можно, составив поинтервальное описание входного сигна-
ла, находить выходной сигнал сначала на первом интервале, затем на втором 
интервале, накладывая на него решение, полученное на первом, затем на тре-
тьем интервале, накладывая на него решения, полученные на первом и вто-
ром, и так далее. 

Подобную методику наложения рассмотрим на примере. Составим ма-
тематическую модель реакции цепи, переходная характеристика которой рав-
на )(th . 

 Внешнее воздействие задается функцией, графическое представление 
которой изображено на рисунке 7.7. 

При 0t <  отклик цепи равен нулю, т.к. реакция не может опережать 
воздействие. 

На интервале 1tt0 <<  функция )(ts1  непрерывна, поэтому реакция це-
пи находится непосредственно по формуле (7.24) с учетом ненулевых началь-
ных условий: 

[ ] ∫∫ −ʹ′+=−ʹ′+=
t

0
1

t

0
1вых dthsh0sdths0sts ττττττττδ )()()()()()()()()( , 

где 1tt0 ≤≤ . 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рисунок 7.7−Произвольный сигнал )(ts и его производная )(tsʹ′   
с параметрами: )()( 0s0s 1=Δ , )()()( 11121 tststs −=Δ , )()( 222 tsts −=Δ  

s(τ) 

t1 t2 0 τ 

sʹ′(τ) 

τ 0 

 sʹ′1(τ) 

sʹ′2(τ) 
Δs(0)δ(τ) 

Δs(t1)δ(τ-t1) 

Δs(t2)δ(τ-t2) 
 s1(τ) 

 s2(τ) 
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На интервале 21 ttt <<  сигнал )(ts  задан функцией )(ts2 . В точке 1tt =  
имеет место разрыв сигнала )(ts , величина которого равна [ ])()( 1112 tsts − . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
а) 1tt0 <≤          б) 21 ttt <≤               б) 2tt ≥  
Рисунок 7.8 −  Взаимодействия производной сигнала )(tsʹ′  и переходной 
характеристики )(th  в процессе прохождения сигнала через ЛЭЦ 

 
Для расчета отклика на интервале 21 ttt << разбиваем интервал инте-

грирования  [ ]t0,  на два промежутка: [ ]1t0,  и [ ]21 tt , . С учетом реакции на два 
разрыва получим: 

[ ] +−ʹ′+= ∫
1

0
11 )()()()0()(

t

вых dthsthsts τττ  

                        [ ] [ ]∫ −ʹ′+−−+
t

t

dthstthtsts
1

)()()()()(( 211112 τττ . 

При расчете отклика на интервале 2tt ≥  следует учитывать, что в ин-
тервал интегрирования попадает еще один разрыв )(ts  в точке 2tt = , величи-
на которого равна [ ])( 22 ts0 − . 

[ ] +−−+−ʹ′+= ∫ )()()()()()()()( 11112

t

0
11вых tthtstsdthsth0sts

1

τττ  

( )[ ] )()()( 222

t

t
2 tthts0dths

2

1

−−+−ʹ′+ ∫ τττ  , 2tt ≥ . 

sʹ′(τ) 

0 τ 0 0 

h(t-τ) 

0 τ 

h(t-τ) h(t-τ) 

 t t τ t 

t1 t2 

0 τ 0 0 t1 t2 

sʹ′(τ) sʹ′(τ) 

sʹ′(τ)h(t-τ) sʹ′(τ)h(t-τ)  sʹ′(τ)h(t-τ) 

τ 

 t 

 t 

t1 

t2 

t1 

t2 
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На рисунке 7.8 представлена графическая интерпретация процесса 
наложения решений. 

Пример 7.5 
Применяя формулы интегрирования Дюамеля, рассчитать прохождение 

сигнала, изображенного на рисунке 7.9, через дифференцирующую 
−RC цепь. Передаточная функция и временные характеристики анализируе-

мой цепи приведены в таблице 6.3. 

α+
=
p
ppK )( ,  )()( teth tσα−= ,  )()()( ttetg t δσα α +−= − . 

Рассмотрим первый способ наложения решений. Для этого представим 
данный сигнал суммой элементарных составляющих: 

)()()()( TtTt
T
Ett

T
Ets −−−= σσ . 

 
 

 
 
 
 
 

 
Рисунок 7.9  

 
Для расчета отклика цепи на воздействие первой составляющей целесо-

образно воспользоваться формулой (7.19), т.к. дифференцирование сигнала 
приводит к упрощению выражения, а именно: 

)()( )( tt
t

0

t
1вых e1

T
E

0
t

e1e
T
Ede

T
Ets αατατα

αα
ττ −−−− −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=

ʹ′

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡= ∫  , 0t ≥ . 

Вторая составляющая воздействия отличается знаком и сдвинута на ин-
тервал времени T , поэтому без расчета записываем вторую составляющую 
отклика 

)()( )( Tt
2вых e1

T
Ets −−−−= α
α

 , Tt ≥ . 

Объединяя решения, составляем поинтервальное описание выходного 
сигнала: 

=)(tвыхs  
)()( t

1вых e1
T
Ets α
α

−−=  , Tt0 ≤≤ , 

)(
21 )1()()( TtT

выхвых ee
T
Etsts −−−−=+ αα

α
, Tt ≥ . 

s(t) R 

C 

sвых(t) 

0 T t 

E 

 sвых(t) 

s(t) 
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Рассмотрим второй способ наложения решений. Для этого воспользу-
емся поинтервальным описанием входного воздействия. 

=)(ts  t
T
E  , Tt0 ≤≤  

E , Tt ≥  
Учитывая нулевые начальные условия, определяем отклик на интервале 

времени Tt0 ≤≤ . 

)()( )( tt
t

0

t
вых e1

T
E

0
t

e1e
T
Ede

T
Ets αατατα

αα
ττ −−−− −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=

ʹ′

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡= ∫ , Tt0 ≤≤ . 

Рассчитываем отклик на интервале времени Tt ≥ . 

∫∫ −−−− ʹ′+
ʹ′

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡=
t

T

t
T

0

t
вых deEde

T
Ets τττ τατα )()( )()(  , Tt ≥ . 

Второе слагаемое в условиях этой задачи равно нулю, поэтому 

( ) )()1(
0

1 TtTt
вых ee

T
ET

ee
T
Ets −−−− −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅= ααατα

αα
 , Tt ≥ . 

Таким образом, решение задач методами временного интегрирования 
позволяет получить результат более коротким путем. 

 
7.5 Практическое приложение к седьмой главе 

 
7.5.1 Расчет реакции дифференцирующий RC - цепи на включение  
         гармонического сигнала 
 
Расчет реакции дифференцирующей RC−цепи на включение гармони-

ческого сигнала 
)cos()()( ooo ttAts ϕωσ +⋅= . 

1) Определяем изображение входного сигнала. 

.sincossinsincoscos

)cos()(

2
o

2
ooo

o
0

pt
ooo

0

pt
ooo

0

pt
ooo

p
pAdtetAdtetA

dtetApS

ω

ϕωϕ
ωϕωϕ

ϕω

+

−
=⋅−⋅=

=+=

∫∫

∫
∞

−
∞

−

∞
−

 
2) Находим передаточную функцию дифференцирующей RC−цепи 

τ
11)(

+
=

+
=

p
p

pCR
RpK , 

где RC=τ . 
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3) Рассчитываем изображение сигнала на выходе цепи 

)()()( pKpSpSвых ⋅= . 
4. Определяем оригинал (отклик цепи на гармоническое воздействие) 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+
⋅

+

−
= −

)1()(
)sincos()( 22

τω

ϕωϕ

p
p

p
pALts

o

ooo
oвых . 

 
Приравнивая нулю знаменатель, находим полюса 

0)1)(( 22 =++ τω pp o , 

022 =+ op ω ,     ojp ωα ±−=2,1 , 

01 =+ τp ,  τ
13 −=p . 

 
Решение представляет собой  сумму трех вычетов, два из которых пред-

ставляют собой комплексно – сопряженные функции, т.е. 
[ ] 31321 ReReRe2ReReRe)( ssssstsвых +=++= . 

С другой стороны, выходной сигнал равен сумме свободной и вынуж-
денной составляющих 

)()()( tststs свуствых += , 
где [ ]1уст s2ts ReRe)( = , 3Re)( stsсв = . 

 
Расчет вынужденной составляющей отклика 
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где τωoarctg=Ψ ; 

)sin(
)(

)( Ψϕω

τω

ω
−+

+
−= oo22

o

o
oуст t

1
Ats . 

Получили вынужденную (установившуюся) составляющую отклика, 
расчет которой можно проверить методом комплексных амплитуд: 
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Расчет свободной составляющей отклика. 
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где  τωoarctg=Ψ . 
Суммируя свободную и вынужденную составляющие, получим 

[ ])sin()cos(1
)1(

)(
)( 022

Ψ−+−Ψ−⋅
+

= − ϕωωϕτ
τω

σ τ tetAts oo
t
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o

o
вых . 

 
7.5.2 Расчет реакции параллельного контура на включение 
         гармонического сигнала 

 
Рассчитать реакцию параллельного контура на прохождение гармони-

ческого сигнала (тока), математическая модель которого имеет вид 
)cos()()( ooo ttAts ϕωσ +⋅⋅= . 

Системная функция и изображения сигналов на входе и выходе цепи 
известны: 

22
sincos)(
o

ooo
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p
pApS

ω

ϕωϕ

+

−
= ; 

)2(
2)( 22

oppC
ppZ

ωα

α

++

+
= ; 

)()()( pZpSpSвых ⋅= . 
Применим формулы обращения, учитывая, что полюсы изображения 

сигнала и системной функции цепи образуют комплексно-сопряженные пары: 
022 =+ op ω ,   ojp ω±=2,1 ; 
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02 2
0

2 =++ ωαpp ,   свjp ωα ±−=4,3 ; 
22

0
2 αωω −=св . 

Реакция цепи в общем случае представляет собой сумму свободной и 
вынужденной составляющих 

)()()( tststs свуствых += . 
 

Вынужденная составляющая отклика, определяемая суммой вычетов в 
полюсах изображения входного сигнала )(pS , равна 

( )121уст s2ssts ReReReRe)( =+= . 
 

Свободная составляющая отклика, определяемая суммой вычетов в по-
люсах системной функции цепи )(pZ , равна 

( )343 ReRe2ReRe)( ssstsсв =+= . 
 

Расчет вынужденной составляющей отклика. 
 

,
)2(

)2(
2

)sincos(

)(
)2(

)2(
))((
)sincos(limRe

22

221
1

tj

poo

o

o

oooo

pt
o

poo

oooo

jpp

o

o

e
j
j

j
j

C
A

ejp
pp

p
jpjp

p
C
As

ω

ω

ωαωω

ωα
ω

ϕϕω

ω
ωα

α
ωω
ϕωϕ

++−

+−
=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

++
+

+−

−
=

==

 

 
)()cos()( ttAts устooустуст σϕϕω ⋅++= , 

 

где 
2
o

222
o

2
p

2
o

2
o

уст
4

2
C2
AA

ωαωω

ωα

+−

+
=

)(

)(
,  

2
o

2
p

oo
уст

2arctg
2

arctg
ωω

αω
α
ω

ϕ
−

−= . 

Расчет свободной составляющей отклика. 
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где   
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Реакция цепи в общем случае равна 
[ ] )()cos()cos()( tteAtAts свсв

t
свустooуствых σϕωϕϕω α ⋅+⋅⋅+++⋅= ⋅− . 

Реакция контура на гармоническое воздействие представляет собой 
сумму двух односторонних гармонических колебаний с разными амплитуда-
ми, частотами и начальными фазами, причем свободная составляющая зату-
хает по экспоненциальному закону. Запишем результирующее колебание, 
суммируя составляющие (по правилу параллелограмма для векторного пред-
ставления)  

[ ] )()(cos)()( ttttAts oвых σω ⋅Ψ+⋅= ΣΣ , 
 

[ ],)(cos2)( 222
свустoсвo

t
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t
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+−⋅++⋅
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Σ )(cos)cos(
)(sin)sin(

)( . 

Математическое описание отклика существенно упрощается, если огра-
ничить полосу пропускания контура, т.е. рассмотреть только высокодоброт-
ные избирательные цепи, у которых потери малы, т.е.  

pωα << ,      свp ωω ≈ , 
 

.
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Наконец, исключая расстройку, т.е. приравнивая частоту сигнала oω   
резонансной частоте контура pω , получим 

( ) )(cos)1()( tteRAts oo
t

резoвых σϕωα ⋅+⋅−⋅= ⋅− , 

где 
C

Rрез α2
1

= . 

Графики откликов при 0≠Δω  и 0=Δω  показаны на рисунке 11.7                   
(стр. 249). 
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7.6  Выводы 
 
1. Спектральная плотность сигнала на выходе линейной цепи равна 

произведению спектральной плотности сигнала на входе и частотного коэф-
фициента передачи. 

2. Изображение выходного сигнала по Лапласу равно произведению 
изображения сигнала на входе и передаточной функции цепи в  операторной 
форме  записи. 

3. Сигнал на выходе линейной цепи представляет собой свертку вход-
ного сигнала и импульсной характеристики цепи. 

4. Сигнал на выходе линейной цепи можно рассчитать любым из четы-
рех методов: 

методом дифференциальных уравнений (классический переход);  
частотным методом (основанном на преобразованиях Фурье);  
операторным методом (использующим преобразования Лапласа); 
временным методом (с применением формул Дюамеля). 
5. При анализе прохождения периодических сигналов через линейные 

цепи чаще других применяют частотный метод (метод комплексных ампли-
туд). 

6. При расчете отклика линейной цепи на импульсные сигналы широко 
используют интегралы свертки (формулы Дюамеля). 

7. Разнообразие задач, решаемых операторным методом, обуславлива-
ется простотой свойств преобразований Лапласа и доступностью таблиц ори-
гиналов и изображений. 
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8 СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ АМПЛИТУДНО-
МОДУЛИРОВАННЫХ СИГНАЛОВ 

 
8.1 Основные определения 

 
В процессе модуляции принимают участие два колебания: управляю-

щее )(tsy и несущее )(tso . Модулированное колебание )(tsм  является резуль-
татом. 

Управляющие сигналы, поступающие от источников сообщения (мик-
рофон, телевизионная камера и др.), представляют собой относительно “мед-
ленные” процессы, энергия которых сосредоточена в низкочастотной части 
спектра. Их нельзя излучить, так как длина волны несоизмерима с размерами 
антенны, кроме того, они не обладают способностью распространяться на 
расстояние, преодолевать препятствия и т.д. 

Несущее колебание, легко излучаемое и хорошо распространяющееся  
на расстояние, используется в качестве переносчика управляющего сигнала.  

Процесс преобразования несущего колебания, суть которого заключает-
ся в изменении одного или нескольких параметров несущего колебания в со-
ответствии с управляющим сигналом, называется модуляцией. 

Модулированные колебания − это высокочастотные узкополосные сиг-
налы, которые можно представить в виде 

)(cos)()( ttAtsм Ψ⋅= . (8.1) 
Здесь )(tA −медленно изменяющаяся по сравнению с )(cos tΨ  функция, назы-
ваемая огибающей, а ( )tΨ  − обобщенная фаза. 

За интервал времени, в течение которого )(tΨ  изменится на 2π, функ-
цию )(tA можно считать постоянной. 

Если положить oott ϕω +=Ψ )( , а oAtA =)( , то сигнал (8.1) преобразу-
ется в высокочастотное гармоническое колебание, обычно используемое в ка-
честве несущего колебания 

)(cos)cos()( tAtAts oooooo Ψ=+⋅= ϕω . (8.2) 
Амплитудной модуляцией называется изменение амплитуды несущего 

колебания в соответствии с управляющим сигналом. При амплитудной моду-
ляции огибающая амплитудно-модулированного сигнала (АМ–сигнала) полу-
чается в результате суммирования амплитуды несущего колебания oA  и 
взвешенного управляющего сигнала ( )tsy  (рисунок 8.1). 

( ) ( )tskAtA yамo ⋅+= , (8.3) 

где амk  − коэффициент пропорциональности, зависящий от параметров ам-
плитудного модулятора. 
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Если oA  и )(tsy  одноразмерные величины, то амk  − безразмерный ко-

эффициент. Для АМ−сигнала общее выражение (8.1) можно заменить следу-
ющим: 

( ) ( )[ ] ( )ooyамoам ttskAts ϕω +⋅⋅+= cos . (8.4) 

 
Рисунок 8.1 – Реализация амплитудной модуляции 

с помощью перемножителя 
 

Чтобы огибающая )(tA сохраняла однозначную связь с управляющим 
колебанием )(tsy , необходимо выполнение условия 

0)( ≥tA , или )(tskA yамo ⋅≥ . (8.5) 

Если амплитуда несущего колебания oA  меньше )(tsk yам ⋅ , возникает явле-

ние, называемое “перемодуляцией”.  
На рисунке 8.2 изображены модулированные колебания  для двух слу-

чаев: )(1 tskA yo ⋅≥  и )(2 tskA yo ⋅< . 

Рисунок 8.2 − Амплитудно-модулированные колебания: 
а) 0)( ≥tA  неискаженная амплитудная модуляция; б) ”перемодуляция” 
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Перемодуляция приводит к появлению искажений огибающей АМ-
сигнала. 

 
8.2 Тональная амплитудная модуляция гармонического  
      несущего колебания 
 
 Несущее и управляющее колебания описываются гармоническими мо-

делями вида: 
)cos()( yy tBts ϕ+Ω= ; 
)cos()( oooo tAts ϕω += . 

Здесь oA , B  − амплитуды; oω , Ω  − частоты; oϕ , yϕ  − начальные фазы. 
Амплитудно-модулированное колебание получим, используя (8.3) и 

(8.4). 
[ ] )cos()cos(1)( ooyoам ttMAts ϕωϕ +⋅+Ω⋅+= , (8.6) 

где M − коэффициент амплитудной модуляции (иногда называют глубиной 
модуляции). 

 
o

ам
A
BkM ⋅

= . (8.7) 

При неискаженной модуляции ( 1≤M ) амплитуда модулированного ко-
лебания меняется в пределах от максимальной maxA  до минимальной minA  
(при ( ) 1cos ±=+Ω yt ϕ  соответственно) 

⎭
⎬
⎫

−=

+=

)1(
)1(

min

max
MAA
MAA

o

o . (8.8) 

Анализируя временное представление АМ−сигнала, можно рассчитать пара-
метры oA  и M  

minmax

minmax
AA
AAM

+

−
= , (8.9) 

( )maxmax2
1 AAAo += . (8.10) 

Раскрывая скобки в выражении (8.6) и используя формулы тригономет-
рических преобразований, получим сумму трех гармонических колебаний 

[ ] [ ]yoo
o

yoo
o

oooам

tMAtMA
tAts

ϕϕωϕϕω

ϕω

−+Ω−⋅+++Ω+⋅+

++⋅=

)(cos
2

)(cos
2

)cos()(
. (8.11) 

Первое слагаемое в (8.11) представляет собой несущее колебание, два 
других (продукты модуляции) имеют равные амплитуды и симметричные от-
носительно oω  частоты, которые называют верхней боковой частотой 

)( Ω+oω  и нижней боковой частотой )( Ω−oω . На рисунке 8.3 изображено 
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временное и спектральное представления АМ−сигнала при тональной моду-
ляции. 

 

Рисунок 8.3 − Временное (а) и спектральное (б) представления тональной  
амплитудной модуляции 

 
Анализируя временное представление, отмечаем однозначную связь 

между управляющим сигналом )(tsy  и огибающей АМ−сигнала. Если глуби-

на модуляции 0=M  (или 0)( =tsy ), то АМ−сигнал превращается в несущее 

колебание. Если 1=M , то наступает 100% модуляция, при которой 
oAA 2max = , 0min =A . 

Обсуждая спектральное представление, обращаем внимание на четную 
симметрию спектра амплитуд относительно несущего колебания. Амплитуды 
боковых колебаний равны между собой. Максимальное значение амплитуды 
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1tt =  

бокового колебания не превышает 2
oA . Ширина спектра АМ−сигнала равна 

удвоенной частоте управляющего сигнала 
Ω=Δ 2ω . 

Иногда полезно представление АМ−сигнала с помощью суммы векто-
ров, вращающихся в комплексной плоскости. 

Рисунок 8.4 − Временные диаграммы однотонального АМ−сигнала: 
а) 0=t ;   б) 0≠t  

 

На рисунке 8.4 изображены векторные диаграммы суммы трех гармо-
нических колебаний. Для простоты восприятия вектор несущего колебания 
находится в покое, а вращается комплексная плоскость по часовой стрелке. 
Мгновенное значение АМ−сигнала образуется в результате проекции сум-
марного вектора на вращающуюся ось абсцисс. 

На рисунке 8.5 показаны характерные состояния векторных диаграмм 
для пяти моментов времени, обозначенных на осциллограмме АМ-сигнала 
(рисунок 8.3а). 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 8.5 − Векторные диаграммы, фиксирующие четыре характерных           
состояния огибающей ( oA , minA , oA , maxA ) за период управляющего сигнала 
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Достоинством векторного представления является возможность анализа 

огибающей (а не мгновенного значения). 
 
8.3 Энергетические характеристики АМ−сигнала 

 
Средняя мощность периодического АМ−сигнала зависит от выбранного 

интервала усреднения. 
Если интервал усреднения равен периоду управляющего сигнала, то все 

три гармонические составляющие ортогональны (т.е. энергетически незави-
симы). В этом случае средняя мощность АМ−сигнала равна сумме средних 
мощностей отдельных гармонических составляющих. 

Если 0A  представляет амплитуду напряжения или тока, то мощность 
несущего колебания, выделяющаяся на сопротивлении 1 Ом, равна 

2
2
1 oo AP = . (8.12) 

Мощность любого бокового колебания равна 
2

22
1 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= MAP oб . (8.13) 

Мощность АМ−колебания при тональной модуляции равна 

)5,01(2)5,01(2 222 MAMPPPP ooбo +=+=+= . (8.14) 

С передачей информации связана только одна боковая составляющая 

,
)5,01(4 2

2

M
M

P
Pб

+
==η  

где η  - относительная доля мощности, связанная с передачей информации, 
максимальное значение которой при 1=M  не превышает 1/6 

%6,16%100
6
1

max =⋅≤η . 

АМ-колебание вызывает разные тепловые потери в активном режиме 
( 0≠M ) и в режиме “молчания” ( 0=M ).Чтобы учесть возможные перегруз-
ки, рассчитывают значение мощности при интервале усреднения, равном пе-
риоду несущего колебания. 

∫ +⋅=
oT

oo
o

dtttA
T

tP
0

22 )(cos)(1)( ϕω .  

За период oT  огибающая )(tA  практически не меняется, поэтому 
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2
1)(cos)()( 2

0

2
2

tAdtt
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oT

oo
o

=+≈ ∫ ϕω . (8.16) 
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Обычно принимают во внимание максимальное и минимальное значе-
ния мощности: 

222
max )1()1(

2
1 MPMAP oo +=+= ; (8.17) 

222
min )1()1(

2
1 MPMAP oo −=−= . (8.18) 

Отношение 375,04
5,1

max
==

o

o
P

P
P

P  указывает на плохое использование 

мощности передатчика, так как его рассчитывают на максимальную 
мощность maxP . 
 

8.4 Амплитудная модуляция произвольным периодическим  
      и непериодическим сигналами 

 
Математическую модель периодического управляющего сигнала 

сложной формы можно представить тригонометрическим рядом вида 

∑
∞

=

+Ω⋅=
1

)cos()(
n

nny tnBts ϕ . (8.19) 

Запишем АМ−сигнал и получим его спектральный состав: 
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где 
o

ам
n A

kBM ⋅
=  − парциальные (частичные) коэффициенты модуляции; 
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 (8.21) 

В выражении (8.21) первое слагаемое – несущее колебание с частотой 
oω , второе и третье – суммы колебаний с частотами Ω+ noω  (верхняя боко-

вая полоса) и Ω− noω  (нижняя боковая полоса). Нижняя боковая полоса 
(НБП) представляет зеркальное отображение верхней боковой полосы (ВБП) 
(рисунок 8.6). Каждая спектральная составляющая управляющего сигнала 
формирует две боковые частоты в спектре АМ−сигнала.  
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Рисунок 8.6 – Временное и спектральное представления радиосигнала при 

амплитудной модуляции периодическим управляющим сигналом 
 

Практическая ширина спектра АМ−сигнала равна удвоенной макси-
мальной частоте (учитываемой в спектре управляющего сигнала) 

Ω=Ω= maxmax 22 nПпракт . 
В случае модуляции непериодическим сигналом ( )tsy  со спектральной 

плотностью ( )ωyS  огибающую ( )tA  и модулированное колебание ( )tsам  со-
гласно (8.3) и (8.4) можно записать в виде: 

( ) ( )tskAtA yамo ⋅+= ; 
( ) ( )[ ] ( )ooyамoам ttskAts ϕω +⋅⋅+= cos . 

Спектральную плотность модулированного колебания ( )ωамS  найдем с 
помощью прямого преобразования Фурье. Используем теорему о сложении и 
применим дельта–функции для описания спектральной плотности неинтегри-
руемых сигналов. 
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На рисунке 8.7 изображено временное и спектральное представления 
сигналов при амплитудной модуляции непериодическим сигналом. 

Рисунок 8.7 – Временное и спектральное представления непериодического  
управляющего, несущего и модулированного сигналов (при 0=oϕ ) 

 
8.5 Балансная и однополосная модуляция 

 
Кроме обычной АМ, применяется амплитудная модуляция с подавлени-

ем несущей – балансная модуляция (БМ). 
Балансно−модулированное колебание (БМ-колебание) можно записать как 
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 (8.23) 

Здесь )()( tsAktA yoбмбм ⋅⋅= −огибающая модулированного колебания (8.23); 

бмk  − коэффициент пропорциональности.  
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Если управляющий сигнал )(tsy  и несущее колебание )(tso  однораз-
мерные величины, например напряжения (или токи), то 

[ ] ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
А
1 или   1

B
kбм . 

Пусть ).cos()( yy tBts ϕ+Ω=  Полагая 2/0 πϕϕ −== y , представим БМ-
колебание в виде 

],)cos[()cos(
)2/cos()2/cos()(

00

00

πωω

πωπ

−Ω++Ω−=

=−⋅−Ω⋅⋅⋅=

tAtA
ttBAkts

бмбм

бмбм       (8.24) 

где бмA = kбм А0 В - амплитуда боковой составляющей. 
Для сравнения на рисунке 8.8 изображены временные диаграммы и 

спектральный состав двух сигналов )(tsам  и )(tsбм  при модуляции гармони-
ческим управляющим сигналом )(tsу . 

 
Рисунок 8.8 – Временное (а) и спектральное (б) представления  радиосигнала 

при выполнении АМ и БМ 
 

Главным достоинством простой амплитудной модуляции является то, 
что форма огибающей точно повторяет закон изменения )(tsy  (информатив-
ный сигнал). Поэтому для детектирования такого сигнала достаточно приме-
нить однополупериодный диодный детектор.  

Спектральную плотность БМ-колебания )(ωбмS , так же как и АМ-
колебания при модуляции произвольным непериодическим сигналом )(tsy , 
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можно выразить через спектральную плотность огибающей. Полагая, что 
сигналу )(tsy  соответствует спектральная плотность )(ωyS , получим 

[ ])()(
2
1)( oyoyoбмбм SSAkS ωωωωω ++−⋅=  . (8.25) 

Таким образом, спектр модулирующего сигнала в результате модуля-
ции “раздваивается”, т.е. смещается по оси частот на oω± . Ширина спектра 
БМ-колебания увеличивается в 2 раза по сравнению с шириной спектра 
управляющего сигнала. 

При балансной модуляции нарушается однозначная связь между управ-
ляющим сигналом и огибающей. В частности (при гармоническом управля-
ющем сигнале), на выходе БМ возникают "биения" в результате сложения 
двух гармонических колебаний с близкими частотами ( )Ω±0ω . Период "бие-
ний" в два раза меньше периода управляющего сигнала.  

При БМ увеличивается относительная доля мощности, связанная с пе-
редачей информации до 50%. Это связано с тем, что БМ позволяет сократить 
расход мощности на передачу колебания несущей частоты. Если модулиру-
ющий сигнал )(tsy  содержит постоянную составляющую, то в спектре БМ-
колебания возникает компонента несущей частоты. 

Дальнейшее снижение энергозатрат связано с применением однополосной 
амплитудной модуляции, для осуществления которой подавляют, помимо не-
сущего колебания, одну из боковых полос в спектре БМ−сигнала (рисунок 8.9). 
 

Рисунок 8.9 – Реализация балансной и однополосной модуляции с помощью 
перемножителя и полосового фильтра (ПФ) 

 
Для восстановления модулирующего сигнала достаточно сохранить в 

спектре модулированного сигнала лишь одну боковую полосу: либо верх-
нюю, либо нижнюю. Для передачи боковых полос требуется только половина 
полосы частот ( ωΔ  вместо ωΔ2 ). Такой способ передачи, называемый одно-
полосной амплитудной модуляцией (ОМ) с подавлением несущей, позволяет 
максимально сократить полосу частот, занимаемую сигналом. 

При приеме ОМ-колебаний необходимо восстанавливать колебание не-
сущей частоты ( tA oo ωcos ) и нижнюю боковую полосу частот (НБП), что 
усложняет приемник. Затруднения устраняются с развитием элементной базы 
(схемы восстановления несущего колебания, схемы восстановления НБП). 

( )ts м0  

tA oωcos0  

( )tsy  ( )tsбм  
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8.6 Амплитудно-импульсная модуляция 
 

Если в качестве несущего колебания (переносчика) выбрана периодиче-
ская последовательность прямоугольных импульсов (рисунок 8.10б), то мо-
дулируемыми параметрами могут быть: амплитуда (высота) импульса, его 
длительность (ширина), частота повторения импульсов и фаза (положение) 
импульса относительно начала периода. Изменение в соответствии с управ-
ляющим сигналом одного (или нескольких) параметров несущего колебания 
приводят к возникновению различных импульсных модуляций. 

Простейшим видом импульсной модуляции является амплитудно-
импульсная модуляция (АИМ), при которой амплитуда импульсов изменяется  
в соответствии с модулирующим сигналом. Определим спектр АИМ при мо-
дуляции видеоимпульсов, имеющих прямоугольную форму, произвольным 
периодическим сигналом (например, пилообразным) 

( )∑
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1cos
2
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y tnBats . (8.26) 

Представим периодическую последовательность импульсов )(tso  рядом 
Фурье 
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В выражении (8.26) To πω 2=  − тактовая частота импульсов, имеющих 
длительность τ  и амплитуду E . 

Модулированную последовательность видеоимпульсов )(tsаим  можно 
записать в виде: 
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где )()( tskEtE y⋅+=  − изменение амплитуд импульсов (огибающей). 
На основании выражений (8.26), (8.27) и (8.28) на рисунке 8.10 изобра-

жено временное и спектральное представление )(tsy , )(tso  и )(tsаим . Несу-
щее колебание )(tso  на частотной оси располагается на фиксированных ча-
стотах, кратных oω . При импульсной модуляции спектр управляющего сиг-
нала переносится на всю совокупность фиксированных частот onω . Спектр 
АИМ–сигнала дискретный и почти периодический. Почти периодический ха-
рактер спектра определяется конечной длительностью импульсов несущей 
последовательности.  



Рисунок 8.10 – Временное и спектральное представления АИМ-сигналов: а) управляющий периодический сигнал;  
б) несущее колебание (периодическая последовательность прямоугольных импульсов малой длительности);  

в) периодическое АИМ-колебание 
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При модуляции непериодическим сигналом (обладающим спектральной 
плотностью )(ωyS ) вместо отдельных боковых составляющих наблюдаются 
сплошные боковые полосы. 

Поскольку управляющее колебание заложено в низкочастотную часть 
спектра АИМ–сигнала, прилегающую к нулевой частоте, то для его восста-
новления можно использовать фильтр нижних частот. 

 
8.7 Выводы 

 
1. При амплитудной модуляции происходит линейный перенос спектра 

управляющего сигнала в область высоких частот. 
2. Спектр АМ–сигнала содержит несущее колебание и две симметрич-

ные составляющие: верхнюю боковую полосу (ВБП) и нижнюю боковую по-
лосу (НБП) частот. 

3. Ширина спектра АМ–сигнала увеличивается в два раза по сравнению 
с шириной спектра управляющего сигнала. 

4. Информация об управляющем сигнале в полном объеме содержится в 
ВБП частот. В НБП частот (симметричной относительно ВБП частот) распо-
лагается избыточная информация. Амплитудная модуляция характеризуется 
большой потребляемой мощностью ( бPP ⋅=16max ). 

5. Балансная модуляция характеризуется подавлением несущего коле-
бания, снижением энергозатрат в 4 раза ( бPP ⋅= 4max ). Полоса частот остает-
ся неизменной. 

6. Однополосная модуляция характеризуется подавлением несущего 
колебания и нижней боковой полосы частот, минимальновозможными  энер-
гозатратами ( бPP ≈max ), шириной спектра, равной полосе частот управляю-
щего сигнала, существенным усложнением схемы приемного устройства. 

7. При амплитудно-импульсной модуляции (АИМ) в соответствии с 
управляющим сигналом меняется амплитуда прямоугольных импульсов ма-
лой длительности. Управляющий сигнал из аналогового (непрерывного) ста-
новится дискретным (амплитудно-импульсно-модулированным). Спектр 
АИМ–сигнала представляет собой почти периодическую функцию частоты 
(дискретную или непрерывную). Каждая гармоническая составляющая 
управляющего сигнала формирует две боковые полосы вокруг совокупности 
несущих ( 1Ω± kn oω ). АИМ–сигнал является широкополосным. 
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9 РАДИОСИГНАЛЫ С УГЛОВОЙ МОДУЛЯЦИЕЙ 
 

9.1 Основные определения 
 

При угловой модуляции в соответствии с управляющим сигналом ме-
няются параметры несущего колебания: частота и фаза. 

При частотной модуляции   
( ) ( )tskt учмo +=ωω . (9.1) 

При фазовой модуляции  
( ) ( )tsktt yфмoo ++=Ψ ϕω . (9.2) 

Здесь чмk , фмk – коэффициенты пропорциональности, характеризую-
щие крутизну преобразования частотного и фазового модуляторов соответ-
ственно. Размерность этих коэффициентов: 

[ ] ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⋅= АВС
радkчм ; [ ] ( )⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= АВ
радkфм . 

Изменение частоты несущего колебания в соответствии с управляющим 
сигналом приводит к изменению фазы 

( ) ( ) ( ) o

t

o
yчмo

t

o
o dttsktdttt ϕωϕω ++=+=Ψ ∫∫ . (9.3) 

Изменение фазы несущего колебания в соответствии с управляющим 
сигналом приводит к изменению частоты 

( ) ( )[ ] ( )[ ]ts
dt
dkt

dt
dt yфмo +=Ψ= ωω . (9.4) 

Аналитическое выражение радиосигналов с частотной и фазовой модуляциями: 

( ) ( )
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⎢
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⎣
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o
oyчмooчм dttsktАts ϕωcos ; (9.5) 

 
( ) ( )[ ]oyфмooфм tsktАts ϕω ++= cos . (9.6) 

 
9.2 Тональная угловая модуляция 

 
Пусть управляющий сигнал описывается гармоническим колебанием. 

( ) ( )yy tBts ϕ+Ω= cos .  
Выведем основные соотношения для частотно-модулированного (ЧМ) 

сигнала: 
( ) ( )yдo tt ϕωωω +Ω+= cos ; (9.7) 

Bkчмд ⋅=ω . (9.7а) 
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  Здесь дω  − девиация частоты ЧМ-колебания (максимальное отклоне-
ние мгновенного значения частоты от частоты несущего колебания). 

( ) ( ) ( ) oyo

t

o

tmtdttt ϕϕωω ++Ω+==Ψ ∫ sin , (9.8) 

Ω
=

Ω
=

Bkm чмдω . (9.9) 

Здесь m− индекс частотной модуляции (максимальное отклонение 
мгновенного значения обобщенной фазы от фазы несущего колебания). 

( ) ( )[ ]oyooчм tmtAts ϕϕω ++Ω+= sincos . (9.10) 
Выведем основные соотношения для фазомодулированного (ФМ) сиг-

нала 
( ) ( )yoo tmtt ϕϕω +Ω++=Ψ cos , (9.11) 

где m− индекс фазовой модуляции. 
Bkm фм= ,  (9.12) 

( ) ( )yдo tt ϕωωω +Ω−= sin , (9.13) 
где дω − девиация частоты ФМ- колебания. 

ΩΩω Bkmд фм  == , (9.14) 

( ) ( )[ ]yooo tmtAtфмs ϕϕω +Ω++= coscos . (9.15) 

 
В таблице 9.1 проведено сравнение основных свойств ФМ− и ЧМ− коле-

баний при гармоническом управляющем сигнале. 
 
Таблица 9.1 − Основные характеристики ФМ − и ЧМ − колебаний 

 ФМ-колебание ЧМ-колебание 

Управляющий сигнал ( )ytB ϕ+Ωcos  

Аналитическое  
выражение ( )]cos

cos[

y

ooo

tm
tA
ϕ

ϕω

+Ω+

++
 ( )]sin

cos[

y

ooo

tm
tA
ϕ

ϕω

+Ω+

++
 

Отклонение фазы ( )ytm ϕ+Ωcos  ( )ytm ϕ+Ωsin  

Индекс модуляции Bkm фм=  
Ω

=
Bkm чм  

Отклонение частоты ( )yд t ϕω +Ω− sin  ( )yд t ϕω +Ωcos  

Девиация частоты Ω= Bkфмдω  Bkчмд =ω  
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Сравнительный анализ математических моделей (9.10) и (9.15) показыва-
ет, что при гармоническом управляющем сигнале по осциллограммам ФМ− и 
ЧМ−сигналов нельзя определить вид угловой модуляции. Различие между ФМ− 
и ЧМ− сигналами можно выявить, только изменяя частоту модуляции Ω . 
Причем, при ЧМ девиация частоты дω  остается постоянной, а при ФМ индекс 
угловой модуляции m  не зависит от частоты Ω . Зависимости основных пара-
метров ФМ− и ЧМ−сигналов от частоты Ω  изображены на рисунке 9.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
    а)      б) 
 
Рисунок 9.1 − Зависимость девиации частоты дω  и индекса угловой 

модуляции m  от частоты управляющего сигнала: 
а) при частотной модуляции; б) при фазовой модуляции 

 
Векторная диаграмма радиосигнала с угловой модуляцией представляет 

собой вектор постоянной длины, вращающийся с непостоянной угловой ско-
ростью (рисунок 9.2). 

 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 9.2 − Векторная диаграмма радиосигнала с угловой модуляцией 
 

Если модулирующий сигнал ( )tsy  негармонический, то ФМ− и ЧМ− 
колебания различаются по характеру изменения параметров ( )tω  и ( )tϕ . На 
рисунке 9.3 приведены графики изменения мгновенной частоты ( )tω  и обоб-
щенного фазового сдвига ( )tΨ  ФМ− и ЧМ−сигналов для случая, когда управ-
ляющий сигнал имеет вид периодической треугольной функции (рисунок 9.3а). 
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Рисунок 9.3 − Графическое представление: а) управляющего сигнала;  
б) изменения мгновенного значения частоты ЧМ− и ФМ− сигналов;  
в) изменения мгновенного значения фазы ЧМ− и ФМ− сигналов 

 
При линейном изменении фазы частота сигнала является постоянной 

величиной. Смена направления изменения фазы сопровождается дискретным 
скачком частоты. 

Линейное изменение частоты сопровождается изменением фазы по 
квадратичному закону. 

Замечание. Если фаза сигнала переключается на ϕΔ , то в этот момент 
времени в математической модели мгновенной частоты появится дель-
та−функция. 
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9.3 Спектр сигнала с угловой тональной модуляцией  
      при малых индексах 

 
Рассмотрим модель сигнала с угловой модуляцией, полагая 

0== yo ϕϕ . 
( ) ( )tmtAts ooум Ωω sincos += . (9.16) 

Применяя тригонометрические преобразования, получим 
( ) ( ) ( ) ttmAttmAts ooooyм ωΩωΩ sinsinsincossincos −= .  

Поскольку индекс угловой модуляции мал ( 1<<m ), воспользуемся при-
ближенными выражениями: 

( ) ;1sincos ≈Ωtm  ( ) tmtm Ω≈Ω sinsinsin . Откуда  
 ( ) .sinsincos 0ttmAtAts oooyм ωω Ω−≈  (9.17) 

Реализовать фазовую модуляцию с малым индексом (9.17) можно с по-
мощью генератора гармонических колебаний (

oГω ), фазосдвигающей цепи 

( 2
π ), перемножителя и сумматора, изображенных на рисунке 9.4. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 9.4 – Фазовый модулятор при 1<<m  
 

Сигнал на выходе сумматора описывается следующим образом: 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]tttAtttksAts oooyo Ψ+=+=∑ ωωω coscossin ; (9.18) 

  ( ) ( ) oyo AtskAtA ≈+= 221 ,      при   ( ) 1tksy << ; 

( ) ( )( ) ( )tkstksarctgt yy −≈−=Ψ ; 
 

( ) ( )[ ]tkstAts yoo −≈∑ ωcos . (9.19) 

2
π  

∑  
oГω  

( )tsy  ( ) ( )ttskA oyo ωsin  

( )tA oo ωsin  

( )tA oo ωcos  

( ) ( )[ ]tkstAts yoo −≈ ωΣ cos  
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Схема, показанная на рисунке 9.4, пригодна для произвольного моду-
лирующего сигнала, а не только гармонического, при выполнении условия  

( ) 1tksy << . 
Преобразуя (9.17), получим спектральную состав сигнала с угловой мо-

дуляцией при 1<<m  

( ) ( ) ( )t
2
mAt

2
mAtAts o

o
o

o
ooyм ΩωΩωω −−++≈ coscoscos . (9.20) 

Таким образом, в спектре сигнала с угловой модуляцией при 1<<m со-
держатся три колебания: несущее и два боковых (на частотах oω  и Ω±oω ). 
Индекс m  играет такую же роль, как коэффициент амплитудной модуляции 
M. Принципиальное отличие состоит в том, что нижнее боковое колебание 
имеет дополнительный фазовый сдвиг 180 . 

На рисунках 9.5 и 9.6 изображены спектральная и векторные диаграм-
мы сигнала с угловой модуляцией. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рисунок 9.5 − Спектральное (а) и векторное (б) представление  
сигнала с угловой модуляцией 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Рисунок 9.6 − Характерные состояния векторной диаграммы (а, б, в, г), 
следующие через четверть периода управляющего сигнала;  

д) результирующая диаграмма 
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Сумма векторов, отображающих боковые колебания, всегда перпенди-

кулярна вектору несущего колебания oA . 
Результирующий вектор ∑A  будет “качаться” вокруг центрального положе-

ния. Относительное значение погрешности представления характеризует "паразит-
ную" амплитудную модуляцию 

2
1 22 m
A

AmA
A
AA

A
A

o

oo

o

o

o
≈

−+
=

−
=

Δ
= ∑δ .   

 
 
9.4 Спектр радиосигнала с угловой тональной модуляцией  
      при произвольном индексе 

 
Пусть модель сигнала с угловой модуляцией описывается выражением 

( ) ( ) 0,sincos ==Ω+= yoooyм tmtAts ϕϕω .  
Используя формулу Эйлера, представим колебание (9.18) реальной ча-

стью комплексной функции 
( ) ( )tjmtj

oyм eeAts o Ω⋅⋅= sinRe ω . (9.21) 
Эта модель полезна тем, что быстроосциллирующая составляющая 
tj oe ω  и медленно меняющая составляющая  tjme Ωsin  разделены на сомно-

жители. Разложим периодическую функцию tjme Ωsin  в комплексный ряд 
Фурье: 

∑
∞

−∞=

=
n

tjn
n

tjm 1eCe ΩΩ sin ; (9.22) 

( )mIdtee
T

C n

T

T

tjntjm
n =⋅⋅= ∫

−

Ω−Ω

Ω

2

2

sin1 . (9.23) 

Здесь ( )mIn  − функция Бесселя первого рода n−го порядка от действи-
тельного аргумента m .  

Интеграл (9.23) можно преобразовать к виду 

( ) [ ] ( )∫ ΩΩ−Ω=
π

π
o

n tdtntmmI sincos1 . (9.24) 

При целом n имеет место равенство: 
( ) ( ) ( )mImI n

n
n 1−=− . (9.25) 

Группируем в сумме (9.22) отдельно положительные и отрицательные 
значения n. Выделяя n=0 и учитывая (9.25), получим 
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( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=

Ω−ΩΩ −++=
1

sin 1
n

tjnntjn
no

tjm eemImIe . (9.26) 

Подставляя (9.26) в (9.21), получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tnjntnj

1n
no

tj
ooyм ooo e1emIAemIAts ΩωΩωω −+

∞

=

−+
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+= ∑Re  (9.27) 

Выполняя переход к действительной части, найдем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .cos1

coscos

1

1

tnmIA

tnmIAtmIAts

o
n

no
n

o
n

nooooyм

Ω−−+

+Ω++=

∑

∑
∞

=

∞

=

ω

ωω
 (9.28) 

Спектр сигнала с тональной угловой модуляцией в общем случае со-
держит бесконечное число попарно симметричных составляющих, частоты 
которых равны Ω± noω . Амплитуда любой спектральной составляющей рав-
на произведению амплитуды несущего колебания oA  и функции Бесселя со-
ответствующего порядка n от аргумента m. 

Начальные фазы боковых колебаний с частотами Ω+ noω  и Ω− noω  

совпадают при четных n и отличаются на 180  при нечетных n. 
В таблице 9.2 приведены значения функций Бесселя, а на рисунке 9.7 

представлены графики функций Бесселя, рассчитанные по формуле 9.24. 
 

Таблица 9.2 − Значения функций Бесселя 
n   m 1 2 3 4 5 

0 0.765 0.224 −0.260 −0.397 −0.178 

1 0.440 0.557 0.339 −0.066 −0.328 

2 0.115 0.353 0.486 0.364 0.047 

3 0.020 0.129 0.309 0.430 0.365 

4 0.002 0.034 0.132 0.281 0.391 

5 2·10-4 0.007 0.043 0.132 0.261 

6 2·10-5 0.001 0.011 0.049 0.131 

7 1·10-6 2·10-4 0.003 0.015 0.053 
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При 1<<m  ( ) mmJ 5.01 ≈ , а функции Бесселя всех порядков, кроме пер-
вого, пренебрежимо малы. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Рисунок 9.7 − Графики функций Бесселя )(mIn  

 
На рисунке 9.8 изображены спектры амплитуд сигналов с угловой мо-

дуляцией для различных индексов. C увеличением индекса модуляции рас-
ширяется эффективная полоса частот, занимаемая сигналом. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    а)                                  б)                                                 в) 
 
Рисунок 9.8 − Спектры амплитуд радиосигналов с угловой модуляцией 

для различных индексов: а) 1=m , б)m=2, в) m=5 
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Амплитуды спектральных составляющих с ростом n убывают не моно-
тонно, т.к. функции Бесселя осциллируют с изменением m (рисунок 9.7). 

Для оценки практической ширины спектра радиосигналов с угловой 
модуляцией используются приближенные соотношения. При значениях ин-
декса m , лежащих в пределах от 0 до 25, применяют формулу 

    
( )mmПпракт ++Ω≅ 12 . (9.29) 

При  1<<m                   Ω≅ 2практП . 
 

(9.30) 

При  1>>m                   дпракт mП ω22 =Ω≅ . 
 

(9.31) 

На рисунке 9.9 показан общий характер зависимости огибающей спек-
тра от порядкового номера n при больших значениях индекса угловой моду-
ляции m . Из рисунка видно, что огибающая спектра имеет почти прямо-
угольную форму. На частотах, близких Ω± maxtnoω  ( mn ≈max ), образуется 
всплеск, а затем быстрое затухание до нуля. Наивысший номер боковой ча-
стоты, которую еще необходимо брать в расчет, приблизительно равен индек-
су модуляции. 

Иногда угловую модуляцию с малым индексом называют быстрой уг-
ловой модуляцией 

Ω<<дω , Ω= 2практП .  
Угловую модуляцию с большим индексом называют медленной угловой 

модуляцией 
Ω>>дω , дпрактП ω2= .  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 9.9 − Общий характер зависимости ( )mJn  при m=100 (огибающая 
спектра сигнала с угловой модуляцией) 

0ω  

( )mJn
 

n 

0,16 

Ω−1000ω  Ω+1000ω  
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9.5 Угловая модуляция сигналом сложной формы 
 

Рассмотрим частотно-модулированный сигнал, у которого в качестве 
управляющего ( )tsy  использовано периодическое колебание прямоугольной 
формы: 

( ) ( )tskt yчмo ⋅+=ωω  ,  
( ) ( ) ( ) oyчмoo dttsktdttt ϕωϕω ++=+=Ψ ∫∫  ,  

( ) ( )[ ]∫ ++= oyчмooчм dttsktAts ϕωcos .  
 
На рисунке 9.10 изображены изменения мгновенной частоты ( )[ ]ot ωω −  

и обобщенной фазы ( )[ ]tt oω−Ψ  от времени. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 9.10 − Мгновенная частота и обобщенная фаза ЧМ-сигнала 
 
Аппаратурным путем ЧМ-модулятор можно реализовать с помощью 

двух генераторов (
1ωГ , 

2ωГ  ), двух ключей, сумматора и схемы управления 
(рисунок 9.11). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 9.11 − Аппаратурная реализация двухуровневой  
цифровой частотной модуляции 

          − Устройство формирования двух управляющих сигналов ( )ts2  и ( )ts3 . 
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На рисунке 9.12 изображено временное и спектральное представления 
сигналов на выходах функциональных узлов схемы, изображенной на рисун-
ке 9.11. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 9.12 – Временное и спектральное представления сигналов на 

выходах функциональных узлов схемы (рисунок 9.11) 
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9.6 Квадратурная амплитудная модуляция 
 

Амплитудная модуляция ортогональных несущих ( )tt oo ωω sin,cos  
называется квадратурной амплитудной модуляцией (КАМ). Аббревиатура 
КАМ соответствует английский QAM – Quadrature Amplitude Modulation. 

Квадратурная модуляция предназначена для одновременной передачи 
двух независимых сигналов по одному частотному каналу. На рисунке 9.13 
показана схема получения КАМ – сигналов. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 9.13 − Структурная схема формирования КАМ – сигнала 
 
На вход преобразователя поступает два произвольных низкочастотных 

колебания ( )tAc  и ( )tAs  с ограниченным спектром. 
Ортогональные несущие колебания формируются с помощью генерато-

ра 
oГω и фазосдвигающей цепи ( 2

π ). 

В перемножителях осуществляется балансная модуляция ортогональ-
ных несущих по законам ( )tAc  и ( )tAs . На выходе сумматора образуется 
КАМ – сигнал, который представляет собой высокочастотное колебание со 
смешанной модуляцией: 

 
( ) ( ) ( ) ttAttAts osoc ωω sincos +=∑ ;  

 
( ) ( ) ( ))(cos tttAts o Σ∑∑ −= ϕω ;                           

 
(9.32) 

( ) ( ) ( )tAtAtA cs
22 +=∑  

 

( ) ( )
( )tA

tAarctgt
c

s=∑ϕ  

 

(9.33) 

2
π

 

∑  

oГω  

( )tAc  

( ) ( )ttA os ωsin  

( ) ( )ttA oc ωcos  

( )tAs  

( )toωcos  ( )toωsin  

( )ts∑  
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Чтобы из сигнала ( )ts∑  выделить низкочастотные колебания ( )tAc  и 
( )tAs , применяют обратное преобразование (квадратурно-амплитудную де-

модуляцию), изображенную на рисунке 9.14 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 9.14 – Структурная схема обработки КАМ – сигнала при приеме 
 

Сигналы на выходе перемножителей ( )tsc  и ( )tss  можно описать сле-
дующим образом: 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ;sincos

cossincos

t2
2
1tAt2

2
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2
1tA
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+⎥⎦
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 (9.34) 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) .sincos

sinsincos

t2
2
1tAt2

2
1

2
1tA

tttAttAts

ocos

oosocs

ωω

ωωω

+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −=

=+=

 (9.35) 

Высокочастотные компоненты сигналов ( )tsc  и ( )tss  фильтруются с 
помощью ФНЧ. 

( ) ( )tAts cфнч ≈1
.  

( ) ( )tAts sфнч ≈2
.  

Качество работы квадратурной схемы зависит от когерентности опор-
ных сигналов. Квадратурную модуляцию используют в современных модемах 
цифровых систем связи для получения многоуровневых фазоманипулирован-
ных сигналов (КАМ−4, 16, 32, 64…), для реализации частотной модуляции с 
непрерывной фазой и т.д. 

Рассмотрим четырехуровневую фазовую манипуляцию КАМ−4. 
В цифровых системах передачи сообщение представлено двоичным ко-

дом, т.е. случайной последовательностью “единиц” и “нулей”. При двухуров-

oГω  
( )toωcos  2

π

 
( )toωsin  

( )ts∑  

ФНЧ  

( )tAc~  ( )tsc  

ФНЧ  

( )tAs~  ( )tss  
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невой модуляции в течение одной посылки передается либо “единица”, либо 
“ноль”. 

Четырехуровневая фазовая манипуляция (4ФМ) позволяет передавать в 
течение одной элементарной посылки одну из четырех возможных комбина-
ций “единиц” и “нулей” в соответствии с модуляционным кодом, представ-
ленным в  таблице 9.3. 

 
Таблица 9.3 − Правило формирования 4ФМ−сигнала 

Комбинация 
кода 00 01 11 10 

Начальная 
фаза, 

iϕΔ  
45  135  225  315  

 
Сигнал на выходе модулятора представляет собой квазигармоническое 

колебание вида: 
( ) ( )

.sinsincoscos

cos

tAtA
tAts

oiooio

iooфм

ωϕωϕ

ϕω

Δ+Δ=

=Δ−=
 (9.36) 

Весовое суммирование ортогональных несущих toωcos  и toωsin  поз-
воляет получить любое значение начальной фазы результирующего гармони-
ческого сигнала (рисунок 9.15в). В таблице 9.4 представлено правило опреде-
ления весовых коэффициентов. 

 
Таблица 9.4 – Соответствие значений кода и весовых коэффициентов 

Значение кода 
Весовые коэффициенты Модель выходно-

го сигнала 

( )tAs  ( )tAc  
( )
( ) ttA

ttA

os

oc
ω

ω

sin
cos

+

+
 

00 0.707 0.707 ( )45cos −toω  

01 0.707 -0.707 ( )135cos −toω  

11 -0.707 -0.707 ( )225cos −toω  

10 -0.707 0.707 ( )315cos −toω  
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Рисунок 9.15 − Графическое представление: а)соответствия значений 

кода и весовых коэффициентов; б) четырех состояний векторной диаграммы 
модулированного сигнала в момент времени 0=t ; в) четырех вариантов  

осциллограммы четырехуровневого ФМ сигнала 
 
Амплитуда сигнала на выходе модулятора остается постоянной, а 

начальная фаза переключается в начале тактового интервала в соответствии с 
кодом. Разность фаз между двумя соседними позициями кода может быть ли-
бо 90± , либо 180± . При этом в модели сигнала появляются разрывы или 
изломы. Абсолютная величина разрыва в 2  превышает уровень амплитуды 
несущего колебания. Наличие разрывов определяет довольно-таки большую 
полосу частот, занимаемую 4ФМ-сигналом. Сужение полосы частот возмож-
но с переходом на частотную манипуляцию с непрерывной фазой и малым 
индексом ( 5.0=m ). 
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9.7 Выводы 
 

1. При угловой модуляции информация об управляющем сигнале за-
ключена в законе изменения фазового угла. При фазовой модуляции фазовый 
угол пропорционален управляющему сигналу, при частотной модуляции – 
интегралу от управляющего сигнала. 

2. Основным параметром сигнала с угловой модуляцией является мак-
симальное отклонение фазового угла, называемое индексом угловой модуля-
ции. Если значение индекса не зависит от частоты управляющего сигнала, то 
речь идет о фазомодулированном сигнале. Если индекс увеличивается с ро-
стом частоты управляющего сигнала, то имеет место частотно-
модулированное колебание. 

3. При угловой модуляции происходит нелинейное преобразование 
спектра управляющего сигнала. Теоретически ширина спектра сигнала с уг-
ловой модуляцией бесконечно велика. Практическая ширина спектра зависит 
от значения индекса угловой модуляции. Если индекс мал, то ширина спектра 
равна удвоенной максимальной частоте управляющего сигнала. Если величи-
на индекса много больше единицы, то ширина спектра равна удвоенной деви-
ации частоты. 

4. Фазовую (и частотную) модуляцию можно реализовать с помощью 
амплитудной модуляции ортогональных несущих (квадратурной модуляции). 
Квадратурная модуляция предназначена для одновременной передачи двух 
независимых сигналов по одному частотному тракту. В общем случае квадра-
турно-модулированный сигнал представляет собой квазигармоническое коле-
бание со смешанной (амплитудной и угловой) модуляцией. В частном случае, 
например, при дискретном переключении начальной фазы амплитуда несу-
щего колебания не меняется. 

5. В результате угловой модуляции при любом значении индекса про-
исходит перераспределение мощности между несущим колебанием и всеми 
боковыми составляющими. Суммарная мощность сигнала с угловой модуля-
цией равна мощности немодулированного несущего колебания. 
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10 ОГИБАЮЩАЯ, ЧАСТОТА И ФАЗА УЗКОПОЛОСНОГО 
СИГНАЛА 

 
10.1 Физическая огибающая радиосигнала 

 
Узкополосным называется сигнал, все спектральные составляющие ко-

торого группируются в относительно узкой полосе частот по сравнению с не-
которой центральной частотой. 

Узкополосный сигнал представляет собой сложное колебание, получа-
ющееся при одновременной модуляции несущего колебания как по амплиту-
де, так и по фазовому углу 

( ) ( ) ( )[ ]tttAts o ϕω += cos . (10.1) 
Здесь ( )tA  − физическая (естественная) огибающая узкополосного процесса; 

( )[ ]tto ϕω +  − обобщенная фаза радиосигнала. 
Обобщенная фаза равна сумме линейной компоненты toω  и фазового 

угла ( )tϕ , являющегося результатом возможной угловой модуляции. 
Физическая огибающая радиосигнала характеризуется тремя основны-

ми свойствами: 
1) физическая огибающая − неотрицательная величина 

( ) ( )tstA ≥ ; (10.2) 
2) мгновенное значение огибающей  равно мгновенному значению сиг-

нала ( )ts  в моменты времени, когда  
( )[ ] 1cos =+ tto ϕω ;  

3) скорость изменения огибающей и сигнала совпадают в эти же момен-
ты времени, т.е. 

( ) ( )tstA ʹ′=ʹ′ , при ( )[ ] 1cos =+ tto ϕω . (10.3) 
 
10.2 Комплексная огибающая радиосигнала 
 
Математическую модель узкополосного радиосигнала удобно пред-

ставлять в виде суммы ортогональных составляющих 
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .sincos
sinsincoscoscos

ttAttA
tttAtttAtttAts

osoc

ooo
ωω

ωϕωϕϕω

−=

=−=+=
 

(10.4) 
Огибающая ( )tA  и фазовый угол ( )tϕ  − относительно “медленно” ме-

няются во времени по сравнению с высокочастотным несущим колебанием 
( )toωcos  и образуют квадратурные компоненты ( )tAc  и ( )tAs . 

( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⋅=

⋅=

)(sin)()(
cos

ttAtA
ttAtA

s

c
ϕ

ϕ
 (10.5) 
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По аналогии с гармоническими колебаниями выражение (10.1) можно 
записать в комплексной форме  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )tjtjtj oo etAeetAts ωωϕ ReRe == . (10.6) 
Комплексная огибающая ( )tA  радиосигнала содержит полную инфор-

мацию о смешанной модуляции.  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tjAtAttjAttAetAtA sc

tj +=+== ϕϕϕ sincos . (10.7) 
Зная комплексную огибающую ( )tA  узкополосного радиосигнала, мож-

но определить амплитудную и угловую модуляции.    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛==

+==

tA
tAarctgtAt

tAtAtAtA

c
s

sc





arg

22

ϕ
 (10.8) 

Установим связь между спектральными плотностями комплексной оги-
бающей ( )tA  и радиосигнала ( )ts . 

Спектральная плотность комплексной огибающей располагается в 
окрестности нуля, т.к. физическая огибающая ( )tA  и фазовый угол ( )tϕ  −  
“медленные” функции времени, повторяющие в той или иной мере низкоча-
стотный управляющий сигнал. 

( )[ ] ( )ωAtAФ  = . (10.9) 
Умножение ( )tA  на tj oe ω  означает перенос спектральной плотности 

огибающей на частоту oω , поэтому принято рассматривать ( )tA  как низкоча-

стотный эквивалент комплексной функции ( ) tj oetA ω⋅  

( )[ ] ( )otj AetAФ o ωωω −=⋅  . (10.10) 
Радиосигнал ( )ts  можно описать полусуммой двух комплексно – со-

пряженных временных функций 

( ) ( ) ( )[ ]tjtj oo etAetAts ωω −+= *
2
1  . (10.11) 

Применяя прямое преобразование Фурье к (10.11), получим спектраль-
ную плотность радиосигнала, которая равна полусумме смещенных в окрест-
ность точек oω±  комплексно–сопряженных спектральных плотностей оги-
бающей 

( ) ( ) ( )[ ]oo AAS ωωωωω ++−= *
2
1  . (10.12) 

Формула (10.12) полезна еще и тем, что по известной спектральной 
плотности узкополосного сигнала позволяет найти спектральную плотность 
комплексной огибающей. Затем с помощью обратного преобразования Фурье 
можно рассчитать временное представление комплексной огибающей ( )tA , 
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которая, в свою очередь, определяет физическую огибающую ( )tA  и фазовый 
угол ( )tϕ . 

На рисунке 10.1 изображены условные модели рассматриваемых спек-
тральных плотностей. 

Рисунок 10.1 − Спектральные плотности: а) комплексной огибающей; 
б) вещественного радиосигнала; в) комплексного радиосигнала 

 
Пример 10.1 
Расчет комплексной огибающей радиосигнала, изображение которого 

описывается функцией ( ) ( )
( ) 22

sincos

o

ooo
p

ppS
ωα

ϕωϕα

++

−+
= . 

1) Приравнивая знаменатель нулю, определяем полюса: 
( )

.
;

;

, o21

2
o

22

2
o

2

jp
0p2p

0p

ωα

ωαα

ωα

±−=

=+++

=++

 

2) Представим ( )pS  суммой простых дробей 

( )ωA  

ω  0 

а) 

( )ωS  

ω  0 

б) 

oω  oω−  

( )[ ]tj oetAФ ω  

ω  0 

в) 

oω  
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( ) ( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )2

22

1

11

21

1

2

1
pp
pA

pp
pA

pppp
pH

pH
pHpS

−
+

−
=

−−
== . 

Здесь 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ojoo
o

ooo ej
j

j
pp
pHpA ϕϕϕ

ω
ϕϕω

2
1sincos

2
1

2
sincos

21

11
11 =+=

−
=

−
= ; 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ojoo
o

ooo ej
j

j
pp
pHpA ϕϕϕ

ω
ϕϕω −=−=

+
=

−
=

2
1sincos

2
1

2
sincos

12

21
22 . 

3) Заменяя комплексную частоту p  на действительную частоту ωj , 
получим спектральную плотность радиосигнала в виде (10.12): 

( )
( ) ( )

( ) ( );*
oo

o

j

o

j

A
2
1A

2
1                      

j
1e

2
1

j
1e

2
1S oo

ωωωω

ωωαωωα
ω ϕϕ

++−=

=
++

+
−+

= −





 

                     ( )
( )o

j
o j

eA o
ωωα

ωω ϕ
−+

=−
1 . 

4) Выполняя замену переменных oωω +Ω= , найдем спектральную 
плотность комплексной огибающей 

( )
Ω+

=Ω
j

eA oj
α

ϕ 1 . 

5) Применяя обратное преобразование Фурье (или Лапласа, при 
pj =Ω ), определим комплексную огибающую радиосигнала 

( ) ( )tee
p

eLtA tjj oo σ
α

αϕϕ ⋅−− ⋅=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
=

1 . 

6) Восстановим радиосигнал 
( ) ( )[ ] ( ) ( )tteetAts oo

ttj o σϕωαω +== ⋅− cosRe  . 
 

Квадратурные составляющие комплексной огибающей радиосигнала 
можно выделить из состава радиосигнала аппаратурным способом с помо-
щью генератора опорного сигнала ( )toωcos , перемножителей  и фильтров 
нижних частот (ФНЧ), изображенных на рисунке 10.2. 

Сигнал на выходе каждого из перемножителей представляет собой 
сумму “медленной” и быстроосциллирующей (высокочастотной) составляю-
щих  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]tttAtAts ocвых ϕω ++= 2cos
2
1

2
1

1
. (10.13) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]tttAtAts osвых ϕω ++−= 2sin
2
1

2
1

2
. (10.14) 
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Рисунок 10.2 − Структурная схема выделения квадратурных  
составляющих радиосигнала 

 
Приведенный убедительный математический аппарат и рассмотренная 

структурная схема дают возможность однозначно определить закон измене-
ния огибающей ( )tA  и фазового угла ( )tϕ  только в том случае, если известна 
центральная частота радиосигнала oω .  

При приеме радиосигнала либо центральная частота известна с погреш-
ностью ωΔ , либо опорный генератор вырабатывает синхронные колебания с 
погрешностью, т.е. 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ),sinsincoscos

cos                     
ttttAttttA

tttAts

oo

o

ωϕωωϕω

ϕωω

+⋅Δ−+⋅Δ=

=+Δ+=
 

(10.15) 
( ) ( ) ( ) ,Re tjtjtj oeeetAts ωωϕ ⋅Δ=  (10.16) 

( ) ( ) ,tjetAtA ⋅ΔΔ = ω  (10.17) 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+⋅Δ=

+⋅Δ=

Δ

Δ

tttAtA

tttAtA

s

c

ϕω

ϕω

sin

cos
. (10.18) 

Обработка квадратурных составляющих ( )tAc
Δ  и ( )tAs

Δ  позволяет опре-
делить закон изменения огибающей 

( ) ( )[ ] ( )[ ]22
tAtAtA sc

ΔΔ += . (10.19) 

В закон изменения фазового угла входит линейно нарастающая ошибка  

( ) ( )[ ]
( )[ ]

( ) tt
tt
ttarctgt ωΔϕ

ϕωΔ
ϕωΔ

Ψ +=
+⋅
+⋅

=
cos
sin . (10.20) 

Извлечение информации становится невозможным. 
 

oГω  

ФНЧ ФНЧ 

2π  

( ) ( ) ( )[ ]tttAts o ϕω += cos  

toωcos  toωsin  

( )tsвых2  ( )tsвых1  

( )tAs−  ( )tAс  
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10.3 Применение преобразования Гильберта для  
       определения огибающей и фазового угла узкополосного 
       сигнала 
 
 Чтобы исключить зависимость определения огибающей ( )tA  и фазово-

го угла ( )tΨ  от центральной частоты oω , запишем модель сигнала в более 
общем по сравнению с (10.1) виде 

( ) ( ) ( )ttAts Ψ= cos . (10.21) 
Поставим задачу однозначного определения параметров ( )tA  и обоб-

щенного фазового угла ( )tΨ . Полагая, что выражение (10.17) аналитически 
описывает проекцию вектора ( )tA  на ось абсцисс, составим дополнительное 
уравнение как проекцию вектора ( )tA  на ось ординат (рисунок 10.3 б). 

( ) ( ) ( )ttAt Ψ= sinυ . (10.22) 
Получившееся колебание ( )tυ  называют сопряженным сигналом в от-

личие от физического сигнала ( )ts . 

Рисунок 10.3 − Представление узкополосного сигнала в виде двух 
 проекций в декартовой системе координат: а) несущее колебание; 

б) модулированное колебание 
 

Решение системы уравнений (10.21) и (10.22) относительно ( )tA  и ( )tΨ  
дает: 

( ) ( ) ( )ttstA 22 υ+= ; (10.23) 

( ) ( )
( )ts
tarctgt υ

=Ψ . (10.24) 

Дифференцирование ( )tΨ  по времени позволяет определить закон из-
менения мгновенной частоты 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )tts

ttststt 22 υ

υυ
ω

+

ʹ′−ʹ′
= . (10.25) 

Однако, ни аналитическим, ни аппаратурным путем не удается произ-
вольному физическому сигналу (10.21) поставить в соответствие сопряжен-

Y 

X 

oA  

oot ϕω +  
( )toυ  

( )tso  
а) 

X 

Y 

( )tA  

( )tΨ  
( )tυ  

( )ts  
б) 



 225 

ный сигнал (10.22). Такую задачу можно решить либо для одного гармониче-
ского колебания, либо для суммы гармонических колебаний, иными словами, 
для сигналов с ограниченным спектром. 

Пусть узкополосный сигнал представляет собой сумму гармонических 
колебаний общего вида. 

( ) ( ) ( )∑∑
==

+=Ψ=
N

i
iii

N

i
ii tAtAts

11
coscos ϕω . (10.26) 

Произведя сложение векторов, представим сигнал (10.26) в форме ква-
зигармонического колебания с параметрами ( )tAΣ  и ( )tΣΨ (рисунок 10.4).  

( ) ( ) ( )ttAts ΣΣ Ψ= cos . (10.27) 
Для определения результирующих параметров ( )tAΣ  и ( )tΣΨ  введем 

сопряженный сигнал ( )tυ  как проекцию суммы слагаемых на ось ординат. 

( ) ( ) ( ) ( )ttAtAt
N

i
ii ΣΣ

=

Ψ⋅=Ψ=∑ sinsin
1

υ . (10.28) 

Решая систему из двух уравнений (10.27) и (10.28) относительно ре-
зультирующих параметров ( )tAΣ  и ( )tΣΨ , найдем: 
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Сравним между собой физический ( )ts  и сопряженный  ( )tυ  сигнал  (в 
рамках гармонической модели): 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ].sin

;cos

oooo

oooo

tjtjo
oooo

tjtjo
oooo

ejej
2
AtAt

ee
2
AtAts

ϕωϕω

ϕωϕω

ϕωυ

ϕω

+−+

+−+

⋅+⋅−=+=

+=+=
 (10.31) 

 
В частном случае для гармонического колебания сопряженный сигнал 

( )toυ  отличается от физического сигнала ( )tso  только сдвигом фазы на ( )2π−  

в точке oωω =  и, соответственно, на ( )2π+  в точке oωω −= . 
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Рисунок 10.4 − Графическое представление суммы гармонических    
колебаний в виде проекции в декартовой системе координат 

 
В более общем случае естественно определить сопряженный сигнал 

( )tυ  как результат поворота фаз всех гармонических составляющих с положи-
тельными частотами на ( )2π− , а с отрицательными – на ( )2π+ . 

Частотно – зависимая цепь, выполняющая поворот фаз, называется 
фильтром Гильберта (или преобразователем Гильберта). 

Сопряженный сигнал ( )tυ  можно представить как результат прохожде-
ния физического сигнала ( )ts  через фильтр Гильберта. 

Комплексный коэффициент передачи ( )ωГK  описывается выражением 
вида 
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signjKГ  (10.32) 

Спектральные плотности физического и сопряженного сигналов на вхо-
де и выходе фильтра Гильберта (рисунок 10.5 а) связаны между собой следу-
ющим образом 

( ) ( ) ( )ωωω SsignjV  ⋅⋅−= . (10.33) 
Зная спектральную плотность сопряженного сигнала ( )ωV , можно из (10.33) 
найти спектральную плотность физического сигнала ( )ωS  

( ) ( ) ( )ωωω VsignjS  ⋅⋅= . (10.34) 
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На рисунке 10.5 изображены фильтры Гильберта, позволяющие преоб-
разовать физический сигнал в сопряженный (а) и наоборот (б). 

 

Рисунок 10.5 − Два фильтра Гильберта: а) прямой; б) обратный  
 

Спектральные плотности физического и сопряженного сигналов содер-
жат действительную и мнимую части, т.е. 
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На рисунке 10.6 изображены действительные и мнимые части спек-
тральных плотностей физического ( )ts  (а) и сопряженного ( )tυ  (б) сигналов 
(сигналов, сопряженных по Гильберту). 
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Рисунок 10.6 – Графическое представление действительной и мнимой частей 
спектральных плотностей: а) физического сигнала; б) сопряженного сигнала  
 

Перейдем  от частотного анализа к временному. Найдем импульсную 
характеристику фильтра Гильберта 
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( ) ( )[ ] ( )
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ГГ ⋅

=−== ∫
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(при выполнении интегрирования использовались приемы, рассмотренные в 
примере 3.4, или см. таблицу 3.4, строку 4). 

Сопряженный сигнал ( )tυ  на выходе фильтра Гильберта определится 
как свертка физического сигнала ( )ts  с импульсной характеристикой фильтра 
Гильберта 
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t
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Выражение (10.38) называется прямым преобразованием Гильберта. 
Зная сопряженный сигнал ( )tυ , нетрудно определить физический сигнал ( )ts  
с помощью обратного преобразование Гильберта 
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Применение преобразований Гильберта позволяет однозначно опреде-
лить огибающую, мгновенную частоту и полную фазу сигнала ( )ts  по Гиль-
берту (рисунок 10.7) 

( ) ( ) ( )ttstA 22
Г υ+= ,     ( ) ( )t

dt
dtГ Ψω = ,      ( ) ( )

( )ts
tarctgtГ

υ
Ψ =  (10.40) 

Рисунок 10.7 – Структурная схема, реализующая алгоритм выделения  
огибающей, частоты и фазы узкополосного сигнала по Гильберту 
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10.4 Аналитический сигнал и его свойства 
 
Обобщением символического метода является представление любого 

сложного сигнала ( )ts  с изменяющимися амплитудой и фазой комплексной 
функцией ( )tZ . 

Комплексная функция ( )tZ , у которой реальная и мнимая части связаны 
между собой парой преобразований Гильберта, называется аналитическим 
сигналом. 

( ) ( ) ( )tjtstZ υ+= , (10.41) 
где ( )[ ] ( )tstZ =Re , а ( )[ ] ( )ttZ υ=Im . 

Модуль и аргумент аналитического сигнала определяют огибающую и 
полную фазу по Гильберту. 
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Спектральная плотность аналитического сигнала равна 
( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )ωωωω SsignjjSZtZФ  ⋅⋅−+==+ . 
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Чтобы понять, чем огибающая по Гильберту ( )tAГ  отличается от физи-
ческой огибающей ( )tA , сравним частотные характеристики физического 
сигнала ( )ts  и аналитического сигнала ( ) ( ) ( )tjtstZ υ+=  (рисунок 10.8).  

Анализируя частотные модели, изображенные на рисунке 10.8, можно 
сказать, что огибающая по Гильберту только в том случае совпадает с физи-
ческой огибающей, если комплексная огибающая физического сигнала будет 
обладать ограниченным спектром (на рисунке 10.8 изображен пунктиром). 
Наивысшая частота в спектре огибающей не превышает maxω , а частота не-
сущего колебания oω  больше, чем maxω . 

Выражение (10.12) для спектральной плотности радиосигнала целесо-
образно представить в виде: 
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Спектральная плотность сигнала, сопряженного по Гильберту с учетом 
(10.33), запишется аналогично 
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Рисунок 10.8 – Спектральные плотности: а) комплексной огибающей ( )tA ; 

 б) физического сигнала ( )ts ; в) аналитического сигнала )(tZ ;  
г) комплексной огибающей по Гильберту  )(tAГ  
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Переходя к спектральным плотностям комплексных огибающих физи-
ческого ( )tA  и сопряженного ( )tAυ  сигналов, получим 

( ) ( )ωωυ AjA  −= . (10.46) 
Физический узкополосный радиосигнал представляет собой сумму 

квадратурных составляющих (10.4) 
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ){ }=+⋅+== tjttjAtAetAts oosc

tj o ωωω sincosReRe   
( ) ( ) ttAttA osoc ωω sincos ⋅−⋅= . 

Сигнал, сопряженный по Гильберту, − также узкополосный. Он будет иметь 
комплексную огибающую, отличающуюся умножением на ( )j− . 

( ) ( )[ ] ( ) ( )tjAtAtAjtA cs −=−= 
υ . (10.47) 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ){ }=+⋅−== tjttjAtAetAt oocs
tj o ωωυ ω

υ sincosReRe   
( ) ( ) ttAttA ocos ωω sincos ⋅+⋅= . 

Этот же результат можно получить другим путем. 
Если maxωω >o , то комплексная функция ( )[ ]tj oetA ω  является аналити-

ческим сигналом, т.к. ее спектр расположен только в области положительных 
частот, т.е. 

( ) ( ) ( ) ( )tjtsetAtZ tj o υω +==  . (10.48) 
Представим аналитический сигнал суммой действительной и мнимой частей 
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Выполняя расчет огибающей, полной фазы и мгновенной частоты, получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tAtAttstA sc
2222 +=+= υ ; (10.50) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )tAtA

tAtAtAtAtt
cs

sccs
o 22 +

⋅ʹ′−⋅ʹ′
+=Ψʹ′= ωω . (10.52) 

 
Пример 10.2 
Рассчитать огибающую, полную фазу и мгновенную частоту идеально-

го полосового сигнала, спектр которого ограничен интервалом частот 
[ ]21,ωω . 
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Рисунок 10.9 – Спектральное представление физического (а)  

и аналитического (б) сигналов 

 
Спектральной плотности  ( )ωZ , изображенной на рисунке 10.9 б), соот-

ветствует аналитический сигнал ( )tZ  
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Физическая огибающая исходного полосового сигнала совпадает с оги-
бающей аналитического сигнала 

( ) ( ) .
sin)(coscossinsin)(

t
2

t
2Stttt

t
StA

12

12
12o2

12
2

12
o

ωω

ωω

π
ωω

ωωωω
π −

−
−

=−+−
⋅

=

 
Полная фаза полосового сигнала определится по формуле (10.51) 

           
Наконец, мгновенная частота сигнала равна 

ot
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dt ω

ωω
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+
=Ψ=

2
)()( 21 . 

Мгновенная частота не зависит от времени и равняется центральной ча-
стоте того интервала, в котором сосредоточен спектр. 
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10.5 Выводы 
 
1. Узкополосные сигналы занимают диапазон частот, ширина которого 

значительно меньше центральной частоты. Узкополосные сигналы называют ква-
зигармоническими, т.к. их огибающая и частота медленно меняются во времени. 

2. Узкополосные сигналы удобно представлять через квадратурные ком-
поненты, а огибающую и фазу – через комплексную огибающую. Понятие 
комплексной огибающей обобщает понятие комплексных амплитуд гармони-
ческих колебаний. Комплексная огибающая объединяет все “медленные” про-
цессы и является низкочастотным эквивалентом узкополосного радиосигнала. 

Естественная огибающая узкополосного сигнала равна модулю ком-
плексной огибающей и не зависит от значения центральной частоты. 

Обобщенная фаза узкополосного сигнала равна сумме аргумента ком-
плексной огибающей и линейного слагаемого, значения которого прямо про-
порционально центральной частоте. 

3. Квадратурная обработка узкополосных сигналов позволяет найти 
огибающую и фазовый угол узкополосного процесса. 

Определение закона изменения фазового угла с помощью квадратурной 
обработки характеризуется линейно нарастающей погрешностью, если опор-
ная частота приемника не совпадает с центральной частотой спектра сигнала. 

4. Определение огибающей и фазы с помощью аналитического сигнала 
не зависит от центральной частоты. Аналитический сигнал имеет мнимую и 
вещественную части, связанные парой преобразований Гильберта. Физиче-
ский узкополосный сигнал равен реальной части аналитического сигнала. 
Спектр аналитического сигнала лежит полностью в области положительных 
частот. Спектр комплексно−сопряженного аналитического сигнала лежит 
полностью в области отрицательных частот. 

5. Модуль и аргумент аналитического сигнала называют огибающей и 
обобщенной фазой узкополосного процесса по Гильберту. 

Огибающая по Гильберту совпадает с физической огибающей в том 
случае, если комплексная огибающая сигнала характеризуется ограниченным 
спектром, причем верхняя частота в спектре огибающей меньше центральной 
частоты узкополосного сигнала. 

Мгновенная частота узкополосного сигнала равна производной от ар-
гумента аналитического сигнала. 

6. Преобразователь (фильтр) Гильберта, связывающий между собой фи-
зически узкополосный сигнал и сигнал, сопряженный по Гильберту, пред-
ставляет собой частотно−независимый фазовращатель, который осуществляет 
поворот фазы всех гармонических колебаний на одинаковый угол 2

π− . 

Операции, связанные с преобразованиями Гильберта, становятся физи-
чески реализуемыми и существенно упрощаются, если узкополосный сигнал 
представлен квадратурными компонентами.  
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11 МЕТОДЫ АНАЛИЗА ПРОХОЖДЕНИЯ УЗКОПОЛОСНЫХ 
РАДИОСИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ ИЗБИРАТЕЛЬНЫЕ ЦЕПИ 

  
11.1 Понятие низкочастотного эквивалента избирательной   
        цепи 
 
При передаче информации на расстояние широкое применение получил 

способ частотного разделения сигналов. Для этой цели применяются узкопо-
лосные сигналы, которые занимают полосу частот много меньше некоторой 
центральной частоты ω0. Выделение нужного сигнала при приеме осуществ-
ляется с помощью частотно-избирательных цепей, полоса пропускания кото-
рых располагается в окрестности резонансной частоты ωР. Примером про-
стейших полосовых фильтров являются последовательные и параллельные 
контуры. Анализ прохождения узкополосных сигналов через избирательные 
цепи существенно упрощается при использовании комплексных огибающих 
узкополосных процессов, анализу которых посвящена предыдущая глава. 

В комплексной форме можно представить не только узкополосный сиг-
нал, но и импульсную характеристику избирательной цепи 

 

( ) ( )[ ]tj PetGRetg ω⋅=  ,                                         (11.1) 
 

где ( )tG  – комплексная огибающая импульсной характеристики; 
tj Pe ω  - быстро осциллирующая функция времени; 

Pω  - резонансная частота контура, близкая к частоте свободных колеба-
ний. 
 
Комплексную огибающую ( )tG  называют низкочастотным эквивален-

том импульсной характеристики избирательной цепи. 
По аналогии с сигналом импульсную характеристику цепи можно опи-

сать полусуммой комплексно-сопряженных функций 
 

( ) ( ) ( ) tjtj PP etGetGtg ωω −⋅+⋅= *
2
1

2
1  .                        (11.2) 

      
Применение прямого преобразования Фурье  к (11.2), позволяет полу-

чить комплексную передаточную функцию избирательной цепи в виде суммы 
комплексно-сопряженных составляющих, смещенных в окрестность точек 
±ωР. 
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( )[ ] ( ) ( ) ( )PP KKKtg ωωωωω ++−==Φ * ,                   (11.3) 
где 

                                 ( ) ( )PP GK ωωωω −=− 
2
1 ,                                (11.4) 

 

( ) ( )PP GK ωωωω +=+ **
2
1  .                            (11.5) 

Спектральная плотность комплексной огибающей ( )tG  сосредоточена 
внутри полосы пропускания в окрестности резонансной частоты и быстро за-
тухает по мере удаления от нее. Поэтому для высокодобротных избиратель-
ных систем взаимным влиянием комплексно-сопряженных слагаемых ( )ωК  

можно пренебречь   

( )
( ) ( )

( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+=+

<−=−
=

.0,
2
1

,0,
2
1

** ωωωωω

ωωωωω
ω

PP

PP

GK

GK
K




                      (11.6) 

Низкочастотным эквивалентом (НЧ - эквивалентом) избирательной це-
пи называют воображаемую цепь, комплексная передаточная функция кото-
рой получается путем смещения одной из двух комплексных компонент, 
например, ( )PK ωω −  из окрестности частоты ωР в окрестность нуля. Для пе-
рехода к НЧ - эквиваленту достаточно выполнить в (11.4) замену переменных 

Ω+= Pωω  
 

( ) ( )Ω=Ω GKНЧ 
2
1 .                                          (11.7) 

Импульсная характеристика НЧ - эквивалента с точностью до постоян-
ного множителя 

2
1  совпадает с комплексной огибающей импульсной харак-

теристики избирательной цепи 

( ) ( )[ ] ( )tGKtg НЧНЧ 
2
1

=ΩΦ= − .                             (11.8) 

 
 
11.2 Расчет НЧ – эквивалентов простейших колебательных  
       цепей 
 

 Простейшие последовательные и параллельные колебательные контуры 
изучают в курсе «Основы теории цепей». 
 Частотные характеристики избирательных цепей зависят от главного 
параметра, называемого обобщенной расстройкой. 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=
ω
ω

ω
ω

ξ P

P
Q .                                         (11.9) 

 
От точной модели обобщенной расстройки легко перейти к приближен-

ной, т.к. в пределах полосы пропускания контура текущая частота  ω практи-
чески не отличается от резонансной ωР, т.е. ω + ωР ≈ 2ω. 
 

( )( ) ( )P
PP

PP QQ ωω
ωωω

ωωωω
ξ −≈

⋅

+−
= 2 .                    (11.10) 

 
Пример 11.1 −  Расчет НЧ-эквивалента последовательного колебательно-

го контура. 
 
 
Комплексные передаточные функции трех 
возможных вариантов построения последо-
вательного колебательного контура запи-
шутся в виде: 
 

    
 
    Рисунок 11.1 
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( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

=

ω
ω

ω
ω

ω

ω
ω

ω
ω

P

P

L

jQ

R
Lj

C
LjR

LjK
1

1
 , 

 

( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⋅
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ω

ω
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ω
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CRj

C
LjR

CjK
1

1

1

1
 . 

Переходя от точной модели обобщенной расстройки к приближенной, 
получим смещенную в точку ωР составляющую каждой из трех комплексных 
передаточных функций. 

uR(t) 

L 

R 

C 

uL(t) 

uC(t) 

u(t) 
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( )
( ) ( )PP

P

PR jQj
K

ωωα
α

ωω
ω

ωω
−+

=
−+

≈− 21

1 , 

 

( )
( ) ( )PP

P

PL j
jQQj

jQK
ωωα

α

ωω
ω

ωω
−+

=
−+

≈− 21
 , 

 

( )
( ) ( )PP

P

PC j
jQQj

jQK
ωωα

α

ωω
ω

ωω
−+

−=
−+

−≈− 21
 , 

 

где Q
P
2

ωα = ,  QR
L

R
L P =≈ωω ,  QCRCR P

=≈ ωω
11 . 

 
Выполняя замену переменных Ω+= Pωω , найдем НЧ – эквиваленты 

трех цепей. Пользуясь обратным преобразованием Фурье, рассчитаем им-
пульсные характеристики. 
 

( ) ( ) 0tetg
j

K t
RR НЧНЧ ≥⋅=

+
= ⋅− ,, αα

Ωα
α

Ω . 

 

( ) ( ) 0tejQtg
j

jQK t
LL НЧНЧ ≥⋅=

+
= ⋅− ,, αα

Ωα
α

Ω . 

 

( ) ( ) 0tejQtg
j

jQK t
СC НЧНЧ ≥⋅−=

+
−= ⋅− ,, αα

Ωα
α

Ω . 

 
Все три НЧ – эквивалента с точностью до постоянного множителя сов-

падают с простейшим фильтром нижних частот первого порядка. На рисунке 
11.2 изображены частотные характеристики  трех моделей ( )ωСK , 

( )PСK ωω − , ( )Ω
НЧСK  (Расчет выполнен для Q=5 специально, чтобы показать 

поведение частотных характеристик, не меняя масштаба). 



 238 

 
Рисунок 11.2 – Частотные характеристики избирательных цепей:                   

а) амплитудно-частотная характеристика; б) представление комплексной пере-
даточной функции суммой двух комплексно-сопряженных составляющих;  

в)  низкочастотный эквивалент избирательной цепи 
 

11.3 Расчет НЧ – эквивалента произвольной частотно- 
        избирательной цепи 
 

 Коэффициент передачи полосового фильтра в операторной форме запи-
си представляет собой дробно-рациональную функцию вида 
 

( ) ( )
( )

( )
( )( )( )( )...4321

1

2

1
pppppppp

pH
pH
pHpK

−−−−
==   ,        (11.11) 

 
где p1, p3 – комплексные полюса, расположенные во второй четверти р – 

плоскости; 

0 

0 

0 

( )ωK  ( )ωK  

( )pK ωω −  

ω  

ω  

ω−  

ω−  
pсв ωω ≈  

( )ΩНЧK  

( ) ( )pp GK ωωωω −=− 
2
1

 ( ) ( )pp GK ωωωω +=+ **
2
1   

Ω+= pωω  

Ω  Ω−  

а) 

б) 

в) 
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p2, p4 – комплексно-сопряженные полюса, расположенные в третьей чет-
верти р – плоскости. 

 
Представим K(p) суммой простых дробей 

 

( ) ( )∑
=

−
⋅=

N

1n n
nn pp

1pApK ,                                  (11.12) 

где N – количество полюсов, составляющих комплексно-сопряженные пары. 
 

( ) ( )
( )

( )
npp

n
2
1

nn pp
pH
pHpА

=

−=                            (11.13) 

 
Разложение передаточной функции на простые дроби позволяет рас-

формировать K(p) на две подгруппы K+(p) и ( )pK− , одна из которых K+(p) 
объединяет нечетные полюса, а другая – четные (комплексно-сопряженные 
полюса). 
 

( ) ( ) ( )pKpKpK −+ += .                                (11.14) 
 

Индексы (+) и (-) соответствуют положительным и отрицательным частотам. 
 

( ) ( )∑
= −

−−+ −
=

2

1 12
1212

1
N

n n
nn pp

pApK ,                           (11.15) 

( ) ( )∑
=

− −
=

2

1 2
22

1
N

n n
nn pp

pApK .                              (11.16) 

 
 Отбрасывая ( )pK− , переходим к так называемой укороченной функции 

( ) ( )∑
= −

−−+ −
=

2

1 12
1212

1
N

n n
nn pp

pApK . 

 Заменяя р на jω и подставляя значения полюсов 
121212 −−− +−= nnn jp ωα , получаем математическое описание частотной ха-

рактеристики, смещенной в окрестность центральной частоты ωЦ 
 

( ) ( )
( )∑

= −−
−−− +−−+

+−=−
2

1 1212
121212

1
N

n nn
nnnЦНЧ jj

jAK
ωαω

ωαωω  (11.17) 
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Выполняя замену переменных Ω+= Цωω , получим НЧ – эквивалент 
избирательной цепи 
 

( ) ( ) ( )∑
= −−

−−− −++Ω
+−=Ω

2

1 1212
121212

1
N

n nЦn
nnnНЧ jj

jAK
ωωα

ωα . 

 
 

Пример 11.2 −  Расчет НЧ – эквивалента параллельного избирательного 
контура, рассмотренного в подразделе 6.4.3 

 
Рисунок 11.3 

 
Воспользуемся найденной в подразделе 6.4.3 системной функцией па-

раллельного контура в операторной форме записи 
 

( )
( )( )21

22
2

2
2

pppp
p

pp
ppZ

P −−
+

=
++

+
=

α

ωα

α , 

 

где PP jpp ωαωαα ±−≈−±−= 22
21, . 

 
Представим  Z(p) суммой простых дробей. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

22
1

11
11
pp

pA
pp

pApZpZpZ
−

+
−

=+= −+ . 

 
Отбрасывая ( )pZ− , перейдем к укороченной функции ( )pZ+  

 

( ) ( )
1

11
1
pp

pApZ
−

=+ . 

 Коэффициент ( )11 pA  найдем по формуле (11.13) 
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( )
( )( )

( ) рез
P
P

pp
1

21
11 R

C2
1

Cj2
jpp

ppppC
2ppA

1

α
ω
ωαα

=≈
+

=−
−−

+
=

=

. 

 
В числителе ( ) PP jj ωωα ≈+ , т.к. Pωα << . Заменяя р на jω, получим ком-
плексную функцию ( )PZ ωω −+

 , смещенную в точку Pω . 

( )
( )P

резP j
RZ

ωωα
α

ωω
−+

=−+
  

Замечание. К такому же результату можно подойти, пользуясь перехо-
дом от точной модели обобщенной расстройки к приближенной (как было 
показано в примере 11.1) 

Обратим внимание, что  смещенная в точку ωР составляющая частотной 
модели избирательной цепи с точностью до постоянного множителя 

2
1  совпа-

дает со (смещенной в точку ωР) спектральной плотностью комплексной оги-
бающей импульсной характеристики параллельного контура. 

 

)(
2
1)( РР GZ ωωωω −=−   

 
К НЧ - эквиваленту параллельного контура перейдем с помощью под-

становки Ω+= Рωω  

ωα
α

Ω
j

RZ резНЧ +
=)(  

 
Импульсную характеристику НЧ - эквивалента )(tgНЧ  определим, 

применяя обратное преобразование Фурье. 

[ ] 0teRZФtg t
резНЧНЧ ≥⋅⋅== −− ,)()( ααΩ  

 
Импульсная характеристика параллельного избирательного контура, 

найденная с помощью НЧ – эквивалента, запишется следующим образом 
 

( ) ( )[ ] ( )[ ] 0tteR2etg2ReetGRetg P
t

рез
tj

НЧ
tj PP ≥⋅⋅=⋅=⋅= − ,cosωα αωω  

 
Сравним полученный приближенный результат с точной импульсной 

характеристикой, рассчитанной в подразделе 6.4.3. В таблице 11.1 представ-
лены результаты расчета погрешностей определения огибающей фазового уг-
ла импульсной характеристики методом НЧ – эквивалента. 
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Таблица 11.1 – Погрешности расчета ( )tg  методом НЧ – эквивалента 

Добротность 
Погрешности расчетов 

Погрешность огибающей, % Погрешность  
фазового угла ψ, о 

10 0,1 3 
20 0,03 1,4 
30 0,01 1 
50 0,005 0,6 

 
На рисунке 11.4 изображены частотные характеристики параллельного 

избирательного контура )(ωZ  и )( РZ ωω − , рассчитанные для различных 
добротностей. 

Анализ графиков показывает, что начиная с Q=30, смещённая частот-
ная характеристика )( РZ ωω − практически не проникает в область отрица-
тельных частот. Следовательно, выражение (11.7) применимо для анализа пе-
реходных процессов при прохождении сигнала через избирательную цепь при 
Q>>1. 

 
11.4 Анализ связи между комплексными огибающими 
        узкополосных сигналов на входе и выходе 
        избирательной цепи 
 
Спектральная плотность узкополосного входного сигнала представляет 

собой полусумму спектральных плотностей комплексной огибающей, сме-
щенных в окрестность точек ±ω0 по оси частот  
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Избирательная цепь описывается комплексной передаточной функцией   
вида:  
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(11.19) 

(11.20) 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 11.4 – Частотные характеристики параллельного избирательного контура для различных добротностей 
(Q=2; 5; 10; 20;  30). ( )ωZ  − отображены сплошной линией, ( )pZ ωω −  − отображены пунктиром 
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Спектральную плотность выходного узкополосного процесса также 
уместно представить через комплексную огибающую с помощью односто-
ронних спектральных функций  
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В реальной цепи (рисунок 11.5а) при прохождении сигнала перемно-

жаются спектральная плотность и комплексная передаточная функция. 
 

( ) ( ) ( )ωωω KSSвых  ⋅= . 
 

В воображаемой цепи (рисунок 11.5б) перемножаются спектральные 
плотности комплексной огибающей и частотный коэффициент передачи НЧ – 
эквивалента.  

)()()( ΩΩΩ НЧвых KAA  = . 
 

 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 11.5 – а) избирательная цепь; б) НЧ – эквивалент 

избирательной цепи 
 
Спектральная плотность выходного сигнала с учетом односторонности 

комплексно-сопряженных составляющих запишется следующим образом: 
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               (11.22) 

На рисунке 11.6 показаны спектральные плотности входного и выход-
ного сигналов. Переход к НЧ-эквиваленту изображен пунктиром. 

(11.21) 

( )ts  ( )tsвых  

( )ωK
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( )ΩНЧK
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Перенося начало координат из нуля в точку ωР ( замена переменной     
ω = ωР + Ω ), перейдем к приближенному частотному методу расчета ком-
плексной огибающей выходного сигнала. В новых координатах, с учетом не-
совпадения частот ω0≠ωР, получим 

 

( ) ( ) ( )ΩωΔΩΩ GA
4
1A

2
1

вых  ⋅+= , 

 

( ) ( ) ( )ΩωΔΩΩ GA
2
1Aвых  ⋅+= ,                         (11.23) 

 
( ) ( ) ( )ΩωΔΩΩ НЧвых KAA  ⋅+= ,                      (11.24) 

 
где Рωωω −=Δ 0  - расстройка. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 11.6 – Частотное представление: а) сигнала на входе цепи; 
б) коэффициента передачи избирательной цепи; в) сигнала на выходе цепи 

 
 

Замечание.  Если способ получения сигнала на входе избирательной 
цепи полностью известен, то расчет комплексной огибающей и ее спектраль-
ной плотности не вызывает проблем, т.е. 

[ ] [ ]tj
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[ ] )()( ωΔΩΦ +=+ AtA  . 
 
Комплексную огибающую выходного сигнала определим с помощью 

обратного преобразования Фурье. 
[ ] [ ])()()()( ΩωΔΩΦΩΦ НЧвыхвых KAAtA  ⋅+== −− , (11.25) 

[ ]tj
выхвых РetAts ω)(Re)( =   . (11.26) 

 
11.5 Расчет комплексной огибающей узкополосного сигнала на   
        выходе избирательной цепи приближенным 
       операторным методом 
 
Операторное уравнение, связывающее между собой изображения оги-

бающих узкополосных сигналов на входе и выходе избирательной цепи,  
имеет вид: 

( ) ( ) ( )pKpApA НЧвых ⋅=  , (11.27) 
 

где     ( ) ( )∫
∞

−=
0

dtetApA pt ,               ( ) ( ),Ω= НЧНЧ KpK   при pj =Ω . 
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⋅=
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1tA 
π

 (11.28) 

 
 

11.6 Расчет комплексной огибающей узкополосного сигнала  
        на выходе избирательной цепи приближенным  
        временным методом 

 
 Комплексная огибающая на выходе может быть определена сверткой 
комплексной огибающей на входе с низкочастотным эквивалентом импульс-
ной характеристики избирательной цепи. 
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j
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2
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Пример 11.3     
Применяя приближенный операторный метод анализа, рассчитать воз-

действие одиночного прямоугольного радиоимпульса на параллельный изби-
рательный контур, настроенный на частоту ωР. На вход контура поступает 
ток  

[ ] ))()((cos)( 00 um tttIti τσσϕω −−⋅+= , 
 

где 
0

00
2,
ω
π

τωωω =>>Δ+= TuР . 

Осциллограмма входного сигнала показана на рисунке 11.7а. 
Представим ток ( )ti  реальной частью комплексной функции  
 

( ) ( )[ ] ( )[ ] [ ]tjtj
um

РetIettIti ωϕωτσσ )(ReRe)( 00  =−= + , 
 

[ ] 0)()()( ϕωτσσ jtj
иm eettItI Δ−−= . 

 
Находим изображение комплексной огибающей по Лапласу 
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Воспользуемся НЧ – эквивалентом избирательной цепи, рассчитанным 

в примере 11.2 
 

Ωα
α

Ω
j

RZ резНЧ +
=)( . 

 
Перейдем к операторной форме записи, заменяя   jΩ   на   p. 

p
RpZ резНЧ +

=
α
α)( . 

Изображение комплексной огибающей напряжения на контуре равно 
 

)()()( pZpIpU НЧ = . 
 
 
Переходим от изображения к оригиналу в два этапа: 
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Здесь резmm RIU ⋅= . 

Изображение U(p) имеет два полюса: p1=jΔω  и p2=−α. 
Решение на первом интервале представляет собой сумму вынужденной 

и свободной компонент. Вынужденная составляющая определяется полюсом 
p1, а свободная – полюсом p2. 
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 Первое слагаемое отклика является вынужденной составляющей, вто-
рое слагаемое – свободной составляющей. 
 При расчете отклика после окончания действия радиоимпульса следует 
помнить, что при иt τ≥  вынужденная компонента отсутствует, а свободная 
компонента определяется полюсом передаточной функции α−=2p . 
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 На рисунке 11.7 показаны импульсный радиосигнал на входе и выходе 
избирательной цепи с расстройкой и без расстройки. 

Рисунок 11.7 – Результат прохождения радиоимпульса через избира-
тельную цепь: а) сигнал на входе цепи; б) сигнал на выходе избирательной 
цепи, настроенной на частоту исходного сигнала; в) сигнал на выходе избира-
тельной цепи с расстройкой αωΔ 2= ; г) сигнал на выходе избирательной цепи 
с расстройкой αωΔ 4=  

 
 

 Пример 11.4  
Рассчитать прохождение фазоманипулированного сигнала через изби-

рательную цепь при условии отсутствия расстройки, т.е. ωР=ω0. 
 Входной сигнал представляет собой сумму двух радиоимпульсов, сдви-
нутых друг относительно друга на τи. Немодулированное высокочастотное 
заполнение радиоимпульсов имеет одинаковую частоту, но разную началь-
ную фазу (рисунок 11.8а). 
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )2ииm1иm t2ttItttIti PP ϕωτστσϕωτσσ +−−−−+−−= coscos , 

tj petIti ω
⋅= )(Re)(  ,  где 
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m 2ttetteIRetI 21 τστστσσ ϕϕ −−−+−−= . 
 
Выберем для расчета приближенный временной метод, для реализации 

которого определим импульсную характеристику НЧ – эквивалента избира-
тельной цепи 
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1. Расчет комплексной огибающей отклика на интервале 0 ≤ t < τи 
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 2. Расчет комплексной огибающей отклика на интервале τи ≤ t < 2τи 
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3. Расчет комплексной огибающей отклика при 2τи ≤ t < ∞ 
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 Получим выражение для комплексной огибающей, полагая, что при 

выполнении условий Q>>1 (Q=30) и 1>>
Р

и
Т

τ  ( Ри Т30=τ ), слагаемые ие ατ−  

и ие ατ2−  малы и ими можно пренебречь ( 04,0≈− ие ατ ). 
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Большой интерес представляет коммутация фазы на 1800 и 900. 

Если 0
12 180+=ϕϕ , то 12 ϕϕ jj ee −= ,  ( ) 1

0
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 Перейдем от комплексной огибающей к физическому сигналу ( )tu . 
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На рисунке 11.8г показана осциллограмма отклика. Избирательный 
контур реагирует на коммутацию фазы (на 1800) провалом огибающей до ну-
ля. Интересно определить время задержки «провала» и время нарастающей 
огибающей до уровня mU9,0  

012 =−− Зte α ,          2
1ln=− Зtα , 

.73,02210ln

,22,06,62ln

uPУСТ

uPЗ

Tt

Tt

τα

τα

=≈=

=≈=
 

На рисунке 118в показана комплексная огибающая отклика и отмечены 
время задержки 3t  и время нарастания огибающей устt  до уровня mU9,0 . 
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Рисунок 11.8 – Прохождение фазоманипулированного сигнала через из-
бирательную цепь: а) сигнал на входе цепи; б) реакция избирательной цепи на 
сигнал с коммутацией фазы на 900; в) комплексная огибающая выходного 
сигнала с коммутацией фазы на 1800; г) реакция избирательной цепи на сиг-
нал с коммутацией фазы на 1800 
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 Найдем модуль и фазу комплексной огибающей, полагая ϕϕϕ Δ+= 12 . 
Рассмотрим интервал времени uu t ττ 2<≤  

( ) ( ) ( )tjetUtU ψ = , 
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Пусть xt u =−τ , причем ux τ<≤0  
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11.7 Выводы 
 
1. Частотно-избирательные цепи характеризуются тем, что  их полоса 

пропускания много меньше некоторой центральной частоты. 
Любой широкополосный сигнал в результате прохождения через изби-

рательную цепь становится узкополосным. 
Дельта-функция, характеризующаяся бесконечной полосой, преобразу-

ется избирательной цепью в узкополосную импульсную характеристику. 
Комплексная огибающая является низкочастотным эквивалентом им-

пульсной характеристики избирательной цепи. 
2. При точном решении задачи о прохождении сигнала через цепь уста-

навливается взаимодействие узкополосного сигнала с импульсной характери-
стикой избирательной цепи.  

При приближенном решении задачи о прохождении узкополосного сиг-
нала через избирательную цепь определяется взаимодействие комплексной 
огибающей входного сигнала с комплексной огибающей импульсной харак-
теристики. 

3. Низкочастотный эквивалент избирательной цепи – воображаемая си-
стема, частотный коэффициент передачи которой получен путем переноса ча-
стотной характеристики исходной цепи в окрестность нулевой частоты. 
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Спектральная плотность комплексной огибающей с точностью до по-
стоянного множителя 

2
1  совпадает с комплексным коэффициентом передачи 

низкочастотного эквивалента. 
4. При прохождении радиоимпульса через расстроенный контур на вы-

ходе имеют место «биения» огибающей, зависящие от величины расстройки. 
 При прохождении радиоимпульса через настроенный контур огибаю-

щая плавно нарастает, достигая уровня 0.9 от стационарного значения за вре-
мя  α

10ln=УСТt . 

С помощью избирательной цепи можно обнаружить переброс фазы на 
1800, так как огибающая сигнала на выходе падает до нуля за время 

α
2ln3 =t . 

5. Приближенный операторный и приближенный временной методы 
дают одни и те же результаты. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

Таблица П.1 – Комплексные функции и действия над ними 
 

Формы представления комплексных функций: 

Алгебраическая Показательная Тригонометрическая 
jdcZ +=  ϕjeZZ =  ϕϕ sincos ZjZZ +=  

Связь между ними: 
Z  - модуль Z  

22 dcZ += ;    ϕcosZc = ;    ϕsinZd =  
( )Zarg=ϕ  - аргумент Z ; 

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<+

>

==
0,

0,

arg
cc

darctg

cc
darctg

Z
π

ϕ  

Комплексно-сопряженные функции: 
jdcZ −=*   ϕjeZZ −=*  ϕϕ sincos* ZjZZ −=  

Операции над комплексными функциями: 
( ) ( ) ( ) ( )2121221121 ddjccjdcjdcZZZ +++=+++=+=   

( ) ( )( ) ( )

( )21121121

2
2

2
2

2
1

2
11121

2121

dсdсjddсс
edcdceZZZZZ jj

++−=

=++=⋅=⋅= ++ ϕϕϕϕ
 

( ) ( ) cjdcjdcZZ 2* =−++=+   

( ) ( ) 222* ZdcjdcjdcZZ =+=−⋅+=⋅   

( ) ( )2121
2
2

2
2

2
1

2
1

2

1

2

1 ϕϕϕϕ −−

+

+
=== jj e

dc

dc
e

Z
Z

Z
ZZ 


  

( )( )

( ) ( )
2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121
2
2

2
2

21122121

2
2

2
2

2211
*
22

*
21

2

1

dc
dcdcj

dc
ddcc

dc
dcdcjddcc

dc
jdcjdc

ZZ
ZZ

Z
ZZ

+

−
+

+

+
=

+

−++
=

=
+

−+
=

⋅

⋅
== 







 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ϕϕ

ϕ

KdcjKdc

edcjdcZ
KK

jK
KKK

sincos 2222

22

+++=

=+=+=  

( ) ( )
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=

=+=+=

KdcjKdc

edcjdcZ
KK

KjKKK

ϕϕ

ϕ

sincos 2 222 22

1
22

11

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Таблица П.2 – Тригонометрические функции и их преобразования 
BABABA sincoscossin)sin( ⋅±⋅=±  

BABABA sinsincoscos)cos( ⋅⋅=±   

[ ])cos()cos(
2
1coscos BABABA −++⋅=⋅  

[ ])cos()cos(
2
1sinsin BABABA +−−⋅=⋅  

[ ])sin()sin(
2
1cossin BABABA −++⋅=⋅  

( )BABABA −⋅+⋅=+
2
1cos)(

2
1sin2sinsin  

)(
2
1cos)(

2
1sin2sinsin BABABA +⋅−⋅=−  

)(
2
1cos)(

2
1cos2coscos BABABA −⋅+⋅=+  

)(
2
1sin)(

2
1sin2coscos BABABA −⋅+⋅−=−  

AAA cossin22sin ⋅⋅=  

AAAAA 2222 sincossin211cos22cos −=⋅−=−⋅=  

)cos1(
2
1

2
1sin AA −=                      )cos1(

2
1

2
1cos AA +=  

)2cos1(
2
1sin2 AA −=                        )2cos1(

2
1cos2 AA +=  

j
eex
jxjx

⋅
−

=
−

2
sin       

2
cos

jxjx eex
−+

=      xjxe jx sincos +=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅+⋅
⋅+⋅

=

−⋅⋅⋅++=

+⋅=+⋅++⋅

21

21
3

21
22

321

coscos
sinsinarctg

)cos(2

),cos()cos()cos(

ψψ
ψψ

ψ

ψψ

ψωψωψω

BA
BA

BABAC

tCtBtA

 

)
2

cos()sin( π
ψωψω −+=+ tt  

22 1
arccos

1

1arcsinarctg
x

x

x
x

+
=

+
=  
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Таблица  П.3 – Дифференцирование функций 

Функция Производная Функция Производная 

C (сonst) 0 ν⋅u  νν ʹ′⋅+⋅ʹ′ uu  

x  1 xsin  xcos  

nx  1−⋅ nxn      xcos  xsin−  

x
1

 2
1
x

−  
 
xtg  2cos

1
x

 

nx
1

 
1+− nx
n

 
 
xarcsin  21

1

x−
 

 

x  x⋅2
1

  
              xarccos  21

1

x−
−  

 

       n x  n nxn 1
1

−⋅
  

xarctg  21
1
x+

 

xe  xe  xsh  chx 

 
xa  

 

xax ln⋅  
xch  shx  

 
xln  x

1
 

 
xth  xch2

1
 

 
xalog  ax

e
x a ln

1log1
⋅

=⋅  
 
xArsh  21

1

x+
 

 
xlg  e

x
lg1
⋅  

 
xArch  1

1
2 −x

 

v
u

 2v
vuvu ʹ′⋅−⋅ʹ′

 
 

Arthx 21
1
x−
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Таблица П.4 – Определенные интегралы 

∫
∞

+
− =⋅

0
1
!
n

axn

a
ndxex  

∫
∞

− =
0

2
22

r
dxe xr π
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∞
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122
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dxex xr  
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∞
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2
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Таблица П.5 – Неопределенные интегралы 

∫ −= ax
a

axdx cos1sin                                            ∫ = ax
a

axdx sin1cos  

∫ −=
a
axxaxdx

4
2sin

2
sin2  
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3
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