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Введение 

При изучении различных явлений мы обычно имеем 

дело с совокупностью переменных величин, связанных меж-

ду собой так, что значения одних переменных величин (неза-

висимых переменных) определяют значения других пере-

менных величин (зависимых переменных или функций). На-

пример, размеры сторон треугольника вполне определяют 

его площадь, при изменении радиуса круга меняется его 

площадь. При изменении скорости тела изменяется путь, 

пройденный телом за данный промежуток времени, при из-

менении сопротивления проводника изменяется сила тока в 

цепи, объем данного газа при определенной температуре 

обусловливается его давлением, удлинение данного метал-

лического стержня определяется его температурой и т.д. По-

добные закономерности и послужили источником понятия 

функции. Встречаются зависимости не только от одной, но и 

от нескольких величин. Например, площадь прямоугольника 

зависит от двух величин (длины и ширины), а объем парал-

лелепипеда от трех (длина, ширина, высота). Такие зависи-

мости приводят к понятию функции нескольких переменных. 

Отвлекаясь от конкретного смысла переменных, мате-

матика рассматривает абстрактные переменные величины, 

изучает их взаимосвязи.  

Понятие переменой величины (функции) является од-

ним из центральных понятий математического анализа. Оно 

является для математики и ее приложений, связанных с изу-

чением переменных величин, таким же фундаментальным, 

как понятие числа для арифметики. 



 4 

Как и остальные понятия математики, понятие функции 

сложилось не сразу, а прошло долгий путь развития. 

Впервые понятие функции было введено в знаменитом 

труде математика и философа Рене Декарта «Геометрия» 

(1637 г.) под названием «переменная величина». В геометри-

ческом и механическом понимании это понятие интерпрети-

руется у Исаака Ньютона (1671 г.). Под функцией он пони-

мал переменную величину, которая изменяется с течением 

времени. Эту величину Ньютон называл «флюентой». Тер-

мин «функция» (от латинского functio – исполнение) впервые 

ввел в 1673 году немецкий математик Готфрид Лейбниц в 

письме к Гюйгенсу. У Лейбница функция связывалась с гео-

метрическим образом (под функцией он понимал отрезок, 

длина которого меняется по какому-нибудь определенному 

закону). В работах Декарта, Ферма, Ньютона и Лейбница по-

нятие функции носило по существу интуитивный характер и 

не было связано ни с геометрическими, ни с механическими 

представлениями. В XVIII веке функцию стали рассматри-

вать как формулу, связывающую одну переменную с другой. 

Швейцарский математик Иоганн Бернулли в 1718 году опре-

делил функцию следующим образом: «Функцией перемен-

ной величины называют количество, образованное каким 

угодно способом из этой переменной величины и постоян-

ных». В 1755 году в «Дифференциальном исчислении» Лео-

нард Эйлер дает общее определение функции: «Когда неко-

торые количества зависят друг от друга таким образом, что 

при изменении последних и сами они подвергаются измене-

нию, то первые называют функцией вторых». 



 5 

Современное определение функции как зависимости 

одной переменной величины от другой было дано в работах 

Николая Ивановича Лобачевского и чешского математика 

Бернарда Больцано.  

Введение переменной в математику оказало решающее 

влияние на развитие математической науки. Кроме количест-

венных соотношений между постоянными величинами, ма-

тематика смогла изучать процессы, связанные с изменением 

величин и движением.  

Когда складывался общий подход к понятию функции, 

и для функции потребовалось обозначение, тогда и появился 

символ «f (x)». Этот символ ввел в 1733 году французский 

математик Клод Клеро. 

Среди всего многообразия функций исторически выде-

лились функции, отличающиеся своей простотой и наиболее 

широкой областью применения. Это простейшие элементар-

ные функции, основное значение которых состоит в том, что 

они составляют базу для изучения более сложных функций, 

являясь в большинстве своем составными элементами по-

следних. 

К элементарным функциям относятся основные эле-

ментарные функции и те, которые можно образовать из них с 

помощью конечного числа операций (сложения, вычитания, 

умножения, деления) и суперпозиций. 

Элементарные функции подразделяют на алгебраиче-

ские и трансцендентные. Алгебраической называют функ-

цию, в которой над аргументом производится конечное чис-

ло алгебраических действий. К ним относятся: целая рацио-

нальная функция (многочлен); дробно-рациональная функ-
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ция (отношение двух многочленов); иррациональная функ-

ция (среди действий над аргументом есть извлечение корня). 

К трансцендентным функциям относятся показательные, ло-

гарифмические, тригонометрические и обратные тригоно-

метрические функции. 

Знание основных элементарных функций, их свойств и 

графиков не менее важно, чем знание таблицы умножения. 

Они как фундамент, на них все основано, из них все строится 

и к ним все сводится. 

Изучение свойств функций и их графиков занимает 

значительное место в курсе математики. Причем не только в 

курсах математического и функционального анализа, и в 

других разделах высшей математики, но и в большинстве уз-

копрофессиональных предметов. Например, в экономике – 

функции полезности, издержек, функции спроса, предложе-

ния и потребления..., в радиотехнике – функции управления 

и функции отклика, в статистике – функции распределения..., 

в информатике – логические функции… Чтобы облегчить 

изучение специальных функций, нужно знать свойства ос-

новных элементарных функций и научиться свободно опери-

ровать их графиками. 

Наиболее часто в приложениях встречаются линейные 

функции. Многие физические законы выражаются, и притом 

достаточно точно, линейными функциями. Например, длина l 

тела с хорошим приближением рассматривается как линей-

ная функция его температуры: l(t) = l0(1 +  t), где  – коэф-

фициент линейного расширения, l0 – длина тела при t = 0. Ес-

ли t – время, а S – расстояние от движущейся материальной 

точки до точки отчета в момент времени t, то линейная 
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функция S(t) = vt + S0 описывает равномерное движение точки 

со скоростью v, число S0 обозначает расстояние от матери-

альной точки до точки отсчета в начальный момент времени 

t0 = 0. Количество теплоты, необходимое для нагревания тела 

массы m до температуры T градусов Q(T) = cm(T – T0), где c – 

удельная теплоемкость вещества, T0 – начальная температура 

тела, также описывается линейной функцией. 

Возможность приближенно считать равномерными раз-

личные изменения, хотя бы на малых участках, и простота 

линейной функции делают ее очень употребительной. 

В других случаях необходимо применение иных функ-

циональных зависимостей. Например, если тело бросить с 

начальной скоростью v0 под углом  к горизонту, то траекто-

рия движения тела описывается уравнением 

2

2 2

0

( ) tg
2 cos

g
y x x x

v



    . Графиком этого уравнения яв-

ляется парабола с направленными вниз ветвями, о чем гово-

рит знак «–» перед квадратом переменной. 

Еще несколько примеров из физики.  

Сила человека ограничена. Примером приспособления, 

позволяющего преобразовать силу человека в бóльшую силу, 

является рычаг. Выигрыш в силе, получаемый с помощью 

рычага, определяется отношением плеч приложенных сил. В 

этом состоит правило рычага. Обозначим силы через F1 и F2, 

а плечи сил – через l1 и l2 соответственно. Тогда правило ры-

чага можно представить в виде следующей формулы: 

1 2

2 1

F l

F l
 , то есть во сколько раз выигрываешь в силе, во 
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столько раз проигрываешь в расстоянии. График  F lk k  за-

висимости отношения сил 1

2

F

F
k

F
  от отношения соответст-

вующих плеч 1

2

l

l
k

l
  представляет собой гиперболу. Так как 

сила и длина рычага положительны, то рассматривается 

только одна ветвь гиперболы, находящаяся в первой четвер-

ти. 

Закон Бойля-Мариотта 
c

V
P

  показывает, что при по-

стоянных температуре и массе газа зависимость между дав-

лением P и объемом V состоит в обратной пропорционально-

сти этих величин. График такой зависимости представляет 

собой гиперболу. Физический закон Бойля-Мариотта соот-

ветствует случаю, когда P и V положительны; он описывает-

ся ветвью гиперболы, находящейся в первой четверти. 

Скачок развития технологий, который мы наблюдаем 

последние десятилетия, вызвал ускорение прогресса во мно-

жестве разных областей. Это привело к неожиданным техно-

логическим и социальным изменениям, происходящим не 

только между поколениями, но и внутри них. Будущее раз-

ворачивается уже не линейно, а экспоненциально. 

В отличие от линейного роста, который является ре-

зультатом многократно добавления постоянной, экспоненци-

альный рост – это многократное умножение. Если линейный 

рост – это стабильная во времени прямая линия, то линия 

экспоненциального роста похожа на взлет. Чем большее зна-

чение принимает величина, тем быстрее она растет дальше. 



 9 

Отметим, что начальный темп экспоненциального роста мед-

ленный и постепенный, его трудно отличить от линейного 

роста.  

В последнее время развитие технологий идет по экспо-

ненте: с каждым десятилетием, с каждым годом мы умеем 

несравнимо больше, чем раньше. 

Экспоненциальный рост – это возрастание величины, 

когда скорость роста пропорциональна значению самой ве-

личины. В случае дискретной области определения с равны-

ми интервалами экспоненциальный рост ещё называют гео-

метрическим ростом или геометрическим распадом (значе-

ния функции образуют геометрическую прогрессию).  

Примером экспоненциального роста величины являют-

ся сложные проценты. Сложным процентом принято назы-

вать процесс, когда проценты прибыли прибавляются к ос-

новной сумме и в дальнейшем сами участвуют в создании 

новой прибыли (вклад с капитализацией процентов). Пусть в 

банк положили S0 рублей на n лет под p% годовых (будем 

считать, что проценты на вклад начисляются один раз в год). 

Тогда на момент закрытия вклада итоговая сумма 

0( ) (1 0,01 )nS n S p  . Если считать, что проценты начисля-

ются непрерывно, то сумма накопленных денежных средств 

будет такой 0,01
0( ) ptS t S e  . 

Приведем несколько примеров экспоненциального спа-

да физических величин. 

Давление воздуха в зависимости от высоты находится 

по формуле 0( ) khP h P e , где P0 – давление на уровне моря, 

h – высота над уровнем моря, P – давление на высоте h. 



 10 

После открытия явления радиоактивности оказалось, 

что мгновенная скорость распада в каждый момент времени 

пропорциональна количеству вещества (чем больше имеется 

атомов вещества, тем больше их распадается). Количество 

радиоактивного вещества, оставшегося к моменту времени t, 

составляет /
0( ) 2 t Tm t m   , где m0 – первоначальное количе-

ство вещества, m – количество вещества в момент времени t, 

T – период полураспада, то есть промежуток времени, за ко-

торый масса вещества уменьшается вдвое. 

Многие процессы в окружающем нас мире по истече-

нии некоторого времени более или менее точно повторяются. 

К таким явлениям относятся колебательные процессы, кото-

рые окружают нас на каждом шагу. Это механические коле-

бания (например, колебания маятника, струны), электромаг-

нитные колебания (радиоволны, звуковые и световые волны). 

Электромагнитные колебания и волны занимают особое ме-

сто среди различных физических явлений. Почти вся элек-

тротехника, радиотехника и оптика базируются на понятиях 

гармонических колебаний.  

Колебательные процессы описываются обычно триго-

нометрическими функциями, изменяющимися периодически. 

Например, если вывести из равновесия подвешенную пру-

жину, растянув её в пределах упругости, то её точка М будет 

совершать вертикальные колебания, выражающиеся доволь-

но точно законом ( ) cos( )x t A t   , где x – отклонение 

точки М от положения равновесия, t – время, а числа A,  и  

– некоторые постоянные, определяемые материалом, разме-

рами и степенью начального растяжения пружины. 
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Для успешного усвоения программы по высшей мате-

матике студент должен иметь достаточную математическую 

базу. В этом пособии систематизированы сведения о функ-

циях, которые изучались в школе на протяжении всего курса 

математики. В нем рассматриваются основные элементарные 

функции, приводятся их свойства, строятся графики. Излага-

ется построение графиков линейной, квадратичной и дробно-

линейной функций. Рассматриваются линейные преобразо-

вания графиков функций: параллельный перенос графиков, 

их сжатие и растяжение по осям, симметрии относительно 

осей координат. Рассматриваются также гармонические ко-

лебания и строятся графики гармоник. 

Рассмотрение элементарных функций продиктовано 

необходимостью повторения и закрепления знаний студен-

тов по данному разделу математики и подготовки их к ус-

пешному изучению математического анализа. 

§ 1. Множества. Операции над множествами. Чи-

словые множества 

Множество – одно из основных понятий современной 

математики. Это понятие не сводится к другим понятиям и 

не определяется. Объекты, составляющие множество, назы-

вают его  элементами.  Множества обозначают заглавными 

латинскими буквами: A, B, C, X,  …, их элементы – пропис-

ными буквами: a, b, c, x, … или буквами с индексами  

a1, a2, a3, ... Множество, не содержащее ни одного элемента, 

называют пустым и обозначают . 

Чтобы задать множество, необходимо знать, какие объ-

екты принадлежат множеству, а какие нет. Если множество 
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содержит немного элементов, то его можно задать, перечис-

лив все его элементы. Если множество задано списком, то 

его элементы записывают в фигурных скобках через точку с 

запятой. Множество цифр можно записать следующим обра-

зом:  A = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 0}; множество натуральных 

чисел, меньших 30 и кратных 5, – B = {5; 10; 15; 20; 25}; 

множество дней недели – С = {понедельник; вторник; среда; 

четверг; пятница; суббота; воскресенье}. 

Однако задать множество списком можно только тогда, 

когда оно содержит конечное число элементов (но и это не-

удобно, если число элементов множества велико). Существу-

ет универсальный способ задания множеств. Множество мо-

жет быть задано с помощью характеристического свойст-

ва, то есть такого свойства, которым обладают все элементы 

множества, и не обладают объекты, не принадлежащие множе-

ству. Задание множества с помощью характеристического 

свойства записывают следующим образом:  А = {х | P(х)}, где  

P(x) – характеристическое свойство. 

Приведем несколько примеров: 

1. Если { натуральное число, 4}A x x x   , то {1;2;3}A  . 

2. Пусть B – множество остатков от деления натуральных чи-

сел на 7. Тогда  0;1;2;3;4;5;6B  . 

3. Если D – множество действительных чисел, не меньших 

пяти и не больших девяти, то D – отрезок [5; 9]. 

Рассмотрим два множества A и B. Если каждый элемент 

множества B является элементом множества A, то говорят, 

что B – подмножество множества A. Этот факт записывают 

так: В  А. Считают, что пустое множество является под-
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множеством любого множества. Каждое непустое множество 

А имеет хотя бы два подмножества – само множество А и 

пустое множество. 

Пусть даны два множества А и В. 

Пересечением (произведением) множеств А и В назы-

вается множество, состоящее из всех элементов, принадле-

жащих одновременно и множеству А, и множеству В. Обо-

значают пересечение множеств A  B: 

A  B = { х | х  A  и  х  B}. 

Объединением (суммой) множеств А и В называется 

множество, состоящее из всех элементов, принадлежащих 

хотя бы одному из множеств А или В. Обозначают объедине-

ние множеств A  B: 

A  B = { х | х  A  или  х  B}. 

Разностью множеств А и В называется множество, со-

стоящее из всех элементов множества А, не принадлежащих 

множеству В. Обозначают разность множеств A \ B: 

A \ B = { х | х  A  и  х  B}. 

Декартовым произведением множеств А и В называет-

ся множество, состоящее из всех возможных упорядоченных 

пар (a, b), где a  A, b  B. Обозначают декартово произведе-

ние множеств  A  B: 

A  B = {(a, b) | a  A, b  B}. 

Заметим, что в определении декартова произведения 

множеств речь идет об упорядоченных парах, то есть 

(a, b)  (b, a) при a  b. 
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Декартово произведение множества A само на себя на-

зывают декартовым квадратом множества A, то есть 

2A A A  . 

Элементами множества могут быть различные объекты 

– числа, слова, геометрические фигуры, функции и т. д. В 

математике особую роль играют числовые множества, то 

есть множества, элементами которых являются числа. 

Например: N – множество натуральных чисел, N0 – мно-

жество натуральных чисел и ноль ( 0 {0} N N ), Z – множе-

ство целых чисел, Q – множество рациональных чисел, R – 

множество действительных чисел. 

Напомним, что натуральными называют числа, исполь-

зуемые при счете предметов, то есть ={1; 2; 3; 4; 5; }N . Це-

лыми считают натуральные числа, противоположные им от-

рицательные числа и число ноль. Таким образом, 

{0; 1; 2; 3; 4; }    Z . Рациональные числа – это обык-

новенные дроби с целым числителем и натуральным знаме-

нателем: ,
m

m n
n

 
   
 

Q Z N . Любое рациональное число 

может быть записано в виде конечной или бесконечной пе-

риодической десятичной дроби, причем такое представление 

единственно (исключая рассмотрение случая периодической 

дроби с девяткой в периоде).  

Все десятичные дроби (в том числе и бесконечные непе-

риодические) образуют множество действительных чисел. 

Действительные числа, не являющиеся рациональными, на-

зывают иррациональными. Иррациональные числа можно 
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записать в виде бесконечных непериодических десятичных 

дробей.  

Действительные числа изображают точками на коорди-

натной прямой (числовой оси). Точка О, соответствующая 

числу 0, разбивает координатную прямую на два луча: поло-

жительный и отрицательный. Число, изображением которого 

на координатной прямой является точка М, называется коор-

динатой точки М. Если 21 xx  , то точка с координатой 1x  

лежит левее точки с координатой 2x . 

Особое значение в математике имеют подмножества 

множества R, называемые числовыми промежутками: отре-

зок [a; b] – множество точек х, удовлетворяющих условию 

bxa  ; интервал (a; b) – множество точек х, удовлетво-

ряющих условию bxa  ; полуинтервалы [a; b) и (a; b] – 

множества точек х, удовлетворяющих условиям bxa   и 

bxa   соответственно; бесконечные промежутки (a; +), 

(– ; b), [a; +), (–; b] – множества точек х, удовлетворяю-

щих условиям ax  , bx  , ax  , bx   соответственно. 

Во многих определениях и теоремах курса математиче-

ского анализа используется понятие модуля.  

Модулем числа a называется само число a, если оно не-

отрицательно, и число, противоположное a, если a отрица-

тельно, то есть | |a a  при 0a   и | |a a   при 0a  . 

Сформулируем основные свойства модуля:   1) | | 0a  ; 

2) | | , | |a a a a   ;              3) | | max{ ; }a a a  ; 

4) | | | | | |a b a b   ;             5) | | | | | |a b a b   ; 
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6) | | | | | |a b a b   ;                7) 
| |

( 0)
| |

a a
b

b b
  . 

Геометрический смысл модуля числа a – это расстояние 

на числовой прямой от точки 0 до точки a. Тогда при a > 0 

неравенство |x| < a эквивалентно двойному неравенству 

a x a    и задает на прямой интервал ( ; )a a , а неравенст-

во |x| > a задает объединение лучей ( ; ) ( ; )a a    . 

Множество точек числовой прямой, удовлетворяющих 

условию );( rarax  , называется окрестностью точки а 

радиуса r. Окрестность можно записать также через двойное 

неравенство raxra   или неравенство с модулем 

rax  || . 

Кроме числовых множеств, то есть подмножеств мно-

жества R, важную роль в теории числовых функций играют 

подмножества декартова квадрата R
2
. Элементы множества 

R
2
 изображаются точками на координатной плоскости, то 

есть плоскости, на которой задана точка O, называемая нача-

лом координат, и две числовые оси Ox и Oy, проходящие че-

рез точку O. Как правило, оси Ox и Oy выбирают так, чтобы 

они были перпендикулярны друг другу. В этом случае, гово-

рят о декартовой системе координат на плоскости, и ось 

Ox называют осью абсцисс, а ось Oy – осью ординат. 

§ 2. Понятие функции 

Определение 2.1. Пусть даны два множества X и Y и 

пусть указано правило, по которому каждому элементу х 

множества Х поставлено в соответствие единственное 

значение у из множества Y. Это соответствие называется 
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функцией (отображением) и обозначается :f X Y  или 

)(xfy  . 

Переменная х называется независимой или аргумен-

том, переменная у – зависимой или функцией. Множество Х 

называется областью опре-

деления функции и обознача-

ется D(f ). Множество всех 

значений, которые принимает 

переменная у (это подмноже-

ство множества Y), называется областью изменения (обла-

стью значений) функции и обозначается E(f ). 

Функция считается заданной, если:  

а) задана область определения функции X; 

б) задана область значений функции Y; 

в) известно правило (закон) соответствия, причем каждо-

му значению аргумента x X  поставлено в соответствие 

единственное значение функции y Y .  

Часто при задании функции задают только правило со-

ответствия, не описывая при этом множества X и Y. В таких 

случаях подразумевается, что область определения X извест-

на из физического или математического смысла рассматри-

ваемого соответствия, а множество Y считают совпадающим 

с областью значений функций. 

В технической литературе встреча-

ется определение функции как устройст-

ва, на вход которого подается x, а на вы-

ходе получается y. 

Х Y 

Рис. 1 

х 
у 

х

\

х 

у 
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Если 0x X , то число 0( )f x  называют значением 

функции ( )f x  в точке х0. 

Две функции называются равными, если они имеют 

одинаковые области определения и каждому значению аргу-

мента они ставят в соответствие одно и тоже число, то есть 

( ) ( )f x g x , если ( ) ( )D f D g  и 0 0( ) ( )f x g x  для всех 

0 ( )x D f . 

Наиболее распространенный способ задания функции – 

аналитический, то есть с помощью формулы. Например, 

функцию, ставящую в соответствие каждому неотрицатель-

ному числу х его квадратный корень, можно записать в виде 

xy   или xxf )( . Этот способ задания функции ком-

пактен, содержит полную информацию о свойствах функции 

и наиболее удобен при проведении расчетов. Если не сделано 

специальной оговорки, то за область определения функции 

берут все значения аргумента, для которых указанные в 

формуле действия выполнимы. Например, область определе-

ния функции xxf )(  все неотрицательные значения х, то 

есть ( ) [0; )D f   , а для функции 
3 5

( )
4

x
g x

x





 – область 

определения все действительные значения х, кроме 4x  , то 

есть D(g) = Z\{4}. Заметим, что область определения функ-

ции может задаваться условиями решаемой задачи или физи-

ческим смыслом изучаемого явления. Например, для функ-

ции 
2S x , задающей площадь квадрата со стороной х, об-

ласть определения ( ) (0; )D S   . При падении тела с высо-

ты Н под действием силы тяжести область определения 
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функции 2( ) 0,5y t H gt  , описывающей это движение, – 

множество 1( ) 0; 2D y Hg 
 

.  

Иногда для разных значений х функция задается раз-

ными формулами (например, такая ситуация наблюдается 

для функций, содержащих модули). В этом случае исполь-

зуют обозначение:  

1 1

2 2

( ), ,
( ), ,

( )
...

( ), ,n n

f x x X
f x x X

f x

f x x X


 

 
 

 

причем 1 2 ... ( )nX X X D f     и i jX X   при i j . 

На практике часто используют табличный способ за-

дания функции. При этом способе задания функции приво-

дится таблица, в которой для имеющихся значений аргумен-

та указываются соответствующие значения функции. Таб-

личный способ важен потому, что он является основным при 

описании реальных зависимостей, возникающих при прове-

дении различных экспериментов. С математической точки 

зрения табличное задание функции неполно, так как оно по-

зволяет найти значение функции только для тех значений ар-

гумента, которые заданы в таблице. Однако оно позволяет 

высказать предположение об аналитическом представлении 

функции, и, применяя различные методы приближенных вы-

числений, найти это представление. 

Рассмотрим декартову систему координат на плоско-

сти. Множество точек плоскости, координаты которых удов-

летворяют условию  )(, xfx , называется графиком функции 
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y = f (x). Графическое представление функции удобно для не-

посредственного восприятия ее особенностей, описания 

свойств. Однако графический способ неудобен при выполне-

нии расчетов. 

Функции можно также задавать словесно. Например, 

функция Дирихле задается таким описанием: значение функ-

ции равно 1, если x рационально, и 0, если x иррационально. 

Приведем некоторые интересные примеры функций: 

1. Функция ( )y f x  каждому 

положительному числу х ставит в 

соответствие число 1y  , каждому 

отрицательному числу х ставит в 

соответствие число 1y    и 

(0) 0y   (рис. 2а). Эта функция называется знаком числа х и 

обозначается 















0,0

0,1

0,1

sgn

x

x

x

xy  

. 

2. Функция ( )y f x  каждому 

числу )1;[  nnx , где n  Z, ста-

вит в соответствие число n (рис. 2б). 

Эта функция называется целой ча-

стью числа х и обозначается 

][xy  . 

3. Функция ( )y f x  каждому 

числу )1;[  nnx , где n  Z, ставит 

x 

у 

х 

Рис. 2а 

1 

–1 

у 

х 

1 

1 

Рис. 2б 

1 

1 

у 

х 

Рис. 2в 
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в соответствие число x n  (рис. 2в). Эта функция называется 

дробной частью числа х и обозначается }{xy  . 

4. Функция Хевисайда – специальная математическая 

функция, значение которой равно 

нулю для отрицательных аргумен-

тов и единице для неотрицательных 

аргументов: 1, 0,
( )

0, 0
x

y x
x




 


 

(рис. 2г). Функция широко используется в теории управления 

и обработке сигналов для представления сигналов, вклю-

чающихся в определенный момент и остающихся включен-

ными постоянно. 

5. Функция модуля или абсолютного значения 

 , 0,| |
, 0

x xy x
x x

 
 

 (рис. 2д). 

Функции, приведенные в приме-

рах 1–5, несмотря на свою простоту, 

элементарными не являются. 

§ 3. Сложная функция 

Познакомимся с понятием суперпозиции функций, ко-

торое состоит в том, что в качестве аргумента одной функ-

ции используется другая функция, то есть из функций 

( )z f x  и ( )y g z  получают функцию ( )y F x . 

Определение 3.1. Пусть задано три множества X, Y, 

Z и две функции :f X Z  и :g Z Y , причем 

( ) ( )E f D g . Функция :F X Y  называется суперпозици-

ей (композицией) функций ( )f x  и ( )g z  или сложной 

Рис. 2д 

у 

х 

у 

х 

1 

–1 
Рис. 2г 
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функцией, если выполняется соотношение 

( ) ( )( ) ( ( ))F x g f x g f x  . 

Например: 3( ) 9 7z f x x x    , 3( )y g z z  . Тогда 

сложная функция 
3 3( ( )) 9 7y g f x x x    . Чтобы найти 

значение сложной функции, подставляют сначала заданное 

значение 0x  во внутреннюю функцию и находят ее значение 

)( 00 xfz  , а затем уже вычисляют соответствующее значе-

ние функции )( 00 zgy  . 

При выполнении суперпозиции функций считают, что 

множество значений 

внутренней функции 

)(xf  содержится в об-

ласти определения 

внешней функции )(zg . 

Сложную функ-

цию можно составить из большего числа более простых 

функций. 

Пример 1. Сложную функцию 2( ) log cosf x x  пред-

ставьте в виде цепочки элементарных функций. 

Решение. Будем последовательно выполнять операции, 

которые заданы в формуле: cosz x , zt 2log , ty  . Сле-

довательно, заданная в условии задачи функция является су-

перпозицией трех основных элементарных функций.             ◊ 

Пример 2. Даны функции 
73 8, , sin ,y z z t t u     

xu 2 . Запишите сложную функцию )(xfy  . 

g 

f 

Z 

Рис. 3 

Y Х 

х у 
z
х 



 23 

Решение. Подставляя последовательно функции одну в 

другую, получим сложную функцию 73sin 2 8y x  .         ◊ 

§ 4. Обратная функция 

Пусть функция ( )y f x , определенная на множестве 

Х, такова, что любым двум различным значениям аргумента 

х ставит в соответствие различные значения у, то есть, если 

21 xx  , то 2211 )()( yxfxfy  . Эта функция устанавли-

вает взаимнооднозначное соответствие между областью сво-

его определения  Х  и областью изменения Y. 

Действительно, каждой точке Xx  ставится в соот-

ветствие единственное Yy . При этом каждой точке Yy  

соответствует единственное 

Xx , такое, что ( )y f x . Та-

Таким образом, на множестве 

Y определена функция 
1f 
, ко-

торая называется обратной к 

функции f. Область определения обратной функции – множе-

ство Y, область значений – мно-

жество Х. Графики функции 

( )y f x  и обратной к ней 

функции 
1( )y f x  симметрич-

ны относительно прямой xy   

(рис. 4б). Для обратных функций 

верно соотношение xxffxff   ))(())(( 11 . 

у 

х 
Рис. 4б 

Х Y 

Рис. 4а 

х 
у 
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Для нахождения обратной функции необходимо из ра-

венства ( )y f x  выразить х через у, и в полученном выра-

жении 1( )x f y  букву х заменить буквой у, букву у – бук-

вой х. 

Пример 3. Имеют ли функции ( ) 0,5(7 3)f x x   и 

4( ) 1g x x   обратные? Если да, то найдите их. 

Решение. Выразим х из формулы 0,5(7 3)y x  . Полу-

чим 
2 3

7

y
x


 . Обозначив аргумент через х, а функцию че-

рез у, получим 
2 3

7

x
y


 , то есть функция 1 2 3

( )
7

x
f x 

  

является обратной к функции ( ) 0,5(7 3)f x x  . 

Функция 
4( ) 1g x x   не имеет обратной, так как она 

не является взаимнооднозначной. Действительно, 

2)1()1(  gg .                                                                           ◊ 

Пример 4. Являются ли функции 
2)( xxf   и 

xxg )(  взаимообратными? 

Решение. Нет, так как 2( ( )) | |g f x x x x   . Однако, 

если данные функции рассматривать только при 0x  , то 

есть считать ( ) [0; )D f   , то эти функции становятся 

взаимообратными.                                                                             

◊ 

§ 5. Свойства функций 

В данном параграфе будут приведены определения ос-

новных свойств числовых функций числового аргумента, то 
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есть будут рассматриваться функции f (x), для которых 

( )D f  R  и ( )E f  R . 

Определение 5.1. Функция ( )y f x  называется моно-

тонно возрастающей на множестве )( fDX  , если для 

любой пары точек Xxx 21,  из условия 21 xx   следует, что 

)()( 21 xfxf  , то есть большему значению аргумента соот-

ветствует большее значение функции. 

Определение 5.2. Функция ( )y f x  называется моно-

тонно убывающей на множестве  )( fDX  , если для лю-

бой пары точек Xxx 21,  из условия 21 xx   следует, что 

)()( 21 xfxf  , то есть большему значению аргумента соот-

ветствует меньшее значение функции. 

Определение 5.3. Функция ( )y f x  называется не-

убывающей на множестве )( fDX  , если для любой пары 

точек Xxx 21,  из условия 21 xx   следует, что 

1 2( ) ( )f x f x , то есть большему значению аргумента соот-

ветствует большее или равное значение функции. 

Определение 5.4. Функция ( )y f x  называется невоз-

растающей на множестве )( fDX  , если для любой пары 

точек Xxx 21,  из условия 21 xx   следует, что 

1 2( ) ( )f x f x , то есть большему значению аргумента соот-

ветствует меньшее или равное значение функции. 

Монотонно возрастающие и монотонно убывающие 

функции называют монотонными. 

Монотонные функции обладают следующими свойст-

вами: 
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1) сумма двух монотонно возрастающих (монотонно 

убывающих) функций является монотонно возрастающей 

(монотонно убывающей) функцией; 

2) произведение двух положительных монотонно воз-

растающих (монотонно убывающих) функций является мо-

нотонно возрастающей (монотонно убывающей) функцией; 

3) если функция ( )y f x  монотонно возрастающая 

(монотонно убывающая), то функция ( )y f x   монотонно 

убывающая (монотонно возрастающая); 

4) если положительная функция ( )y f x  является мо-

нотонно возрастающей (монотонно убывающей), то функция 

)(

1

xf
y   является монотонно убывающей (монотонно воз-

растающей); 

5) если функция ( )y f x  монотонна на всей области 

определения, то она имеет обратную функцию;  

6) если функция ( )z g x  монотонно возрастает (моно-

тонно убывает) на множестве X, а функция ( )y f z  моно-

тонно возрастает (монотонно убывает) на множестве ( )g X , 

то сложная функция ( ( ))y f g x  монотонно возрастает (мо-

нотонно убывает) на множестве X. 

Пример 5. Функцию 
2( ) 3 5f x x x    исследуйте на 

монотонность при [0; )x  . 

Решение. Пусть 1 20 x x  . Тогда разность 

2 2

2 1 2 2 1 1 2 1 2 1( ) ( ) ( 3 5) ( 3 5) ( )( 3) 0f x f x x x x x x x x x            . 
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Следовательно, 1 2( ) ( )f x f x  и функция f (x) является воз-

растающей.                                                                                   ◊ 

Заметим, что функции y = [x], y = sgn x и y = χ(x) являют-

ся неубывающими на всей числовой прямой, а функция 

y = {x} возрастает на каждом промежутке [n; n + 1), где nZ . 

Функция y = |x| убывает при x  0 и возрастает при x  0.  

Определение 5.5. Функция ( )y f x  называется огра-

ниченной сверху на множестве )( fDX  , если существу-

ет такое число М, что значение функции в любой точке не 

превосходит этого числа, то есть для любого Xx  выпол-

няется неравенство Mxf )( . 

Определение 5.6. Функция ( )y f x  называется огра-

ниченной снизу на множестве )( fDX  , если существует 

такое число m, что значение функции в любой точке не 

меньше этого числа, то есть для любого Xx  выполняется 

неравенство mxf )( . 

Ограниченная сверху и снизу на множестве Х функция 

называется ограниченной на этом множестве. Другими сло-

вами, если функция ( )f x  ограничена на множестве Х, то су-

ществуют такие числа m и М, что Mxfm  )(  для всех 

Xx . Условие ограниченности можно также записать в ви-

де Mxf |)(|  для некоторого положительного числа М. 

Пример 6. Является ли функции 2( ) 9 8f x x x    

ограниченной? 

Решение. Область определения функции найдем из ус-

ловия 
29 8 0x x   , то есть ( ) [ 1; 9]D f   . Преобразуем 
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подкоренное выражение 2 29 8 9 (16 8 ) 16x x x x         

225 ( 4)x   , значит 2( ) 25 ( 4)f x x   . Имеем ( ) 0f x  , 

так как корень арифметический. С другой стороны 

( ) 25 5f x   . Следовательно, функция ограничена и свер-

ху и снизу, причем 0 ( ) 5f x  .                                                ◊ 

Заметим, что функции y = sgn x, y = {x}, y = χ(x) ограни-

чены на всей области своего определения, а функция y = |x|  

ограничены снизу, но не ограничены сверху. 

Определение 5.7. Точка )(0 fDx   называется точкой 

максимума функции ( )y f x , если существует окрест-

ность этой точки такая, что для всех точек 0x x  из этой 

окрестности выполняется неравенство )()( 0xfxf  . 

Определение 5.8. Точка )(0 fDx   называется точкой 

минимума функции ( )y f x , если существует окрестность 

этой точки такая, что для всех точек 0xx   из этой окре-

стности выполняется неравенство )()( 0xfxf  . 

Точки максимума и минимума называют точками экс-

тремума функции. 

Заметим, что функция в области своего определения 

может иметь несколько точек максимума или минимума. 

Пример 7. Докажите, что точка 0 3x   является точкой 

максимума для функции 
2

1
( )

2 12 19
f x

x x


 
. 

Решение. Областью определения функции является вся 

числовая прямая, так как знаменатель 
22 12 19x x   всегда 



 29 

отличен от нуля ( 8D   ). Преобразуем знаменатель 

2 22 12 19 2( 3) 1x x x     . Значит, ( ) 1f x   при x = 3 и 

( ) 1f x   при x  3. Что и означает наличие максимума в точ-

ке 0 3x  .                                                                                       ◊ 

Заметим, что точка x0 = 0 является точкой минимума 

для функций y = |x| и 
2y x . 

Определение 5.9. Будем говорить, что в точке 

)(0 fDXx   функция ( )y f x  принимает наибольшее на 

множестве Х значение, если для всех точек Xx  справед-

ливо неравенство  )()( 0xfxf  . 

Определение 5.10. Будем говорить, что в точке 

)(0 fDXx   функция ( )y f x  принимает наименьшее на 

множестве Х значение, если для всех точек Xx  справед-

ливо неравенство )()( 0xfxf  . 

Если множество Х представляет собой отрезок [a; b], то 

наибольшее или наименьшее значения функция принимает, 

либо в точке экстремума, либо на конце отрезка. 

 

Говорят, что множество Х симметрично относитель-

но начала координат, если для любой точки Xx  проти-

воположная точка Xx . 

b b b a a a 
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Определение 5.11. Функция ( )y f x  называется чет-

ной, если ее область определения симметрична относитель-

но начала координат, и )()( xfxf   для любого )( fDx . 

Определение 5.12. Функция ( )y f x  называется не-

четной, если ее область определения симметрична относи-

тельно начала координат, и )()( xfxf   для любого 

)( fDx . 

График четной функции имеет ось симметрии. Если 

точка М0(х0; у0) принадлежит графику четной функции, т. е. 

0 ( )x D f  и 0 0( )y f x , то 0 ( )x D f  , 0 0 0( ) ( )f x f x y    и 

точка М1(–х0; у0) принадлежит графику этой функции. Следо-

вательно, он симметричен относительно оси ординат. Верно 

и обратное утверждение: если график функции ( )f x  сим-

метричен относительно оси ординат, то функция ( )f x  чет-

ная. 

График нечетной функции имеет центр симметрии. Ес-

ли точка М0(х0; у0) принадлежит графику нечетной функции, 

т. е. 0 ( )x D f  и 0 0( )y f x , то 0 ( )x D f  , 0( )f x   

0 0( )f x y     и точка М1(–х0; –у0) принадлежит графику 

этой функции. Следовательно, он симметричен относительно 

начала координат. Верно и обратное утверждение: если гра-

фик функции ( )f x  симметричен относительно начала коор-

динат, то функция ( )f x  нечетная. 

Функции, которые не являются ни четными, ни нечет-

ными, называют функциями общего вида. 

Четные и нечетные функции обладают следующими 

свойствами: 
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1) сумма двух четных (нечетных) функций есть функ-

ция четная (нечетная); 

2) произведение двух четных (нечетных) функций есть 

функция четная; произведение четной и нечетной функций 

есть функция нечетная; 

3) если нечетная функция ( )f x  определена в нуле, то 

(0) 0f  ; 

4) пусть функция ( )f x  определена на множестве Х та-

ком, что если x X , то и x X  , тогда функция 

( ) ( ) ( )g x f x f x    четная, а функция ( ) ( ) ( )h x f x f x    

нечетная. 

5) всякая функция, определенная на множестве Х, 

симметричном относительно начала координат, может быть 

представлена в виде суммы двух функций, определенных на 

Х, причем одна из этих функций является четной, а другая – 

нечетной. 

В качестве таких функций можно взять четную функцию 

1

( ) ( )
( )

2

f x f x
f x

 
  и нечетную функцию 

2

( ) ( )
( )

2

f x f x
f x

 
 . 

Пример 8. Какая из функций 4 2
1( ) 2 7 4f x x x    и 

3
2( ) cos sin 2f x x x x   является четной, а какая – нечетной. 

Решение. Функции f1(x) и f2(x) определены для всех 

действительных значений х.  

4 2 4 2
1 1( ) 2( ) 7( ) 4 2 7 4 ( )f x x x x x f x          , следова-

тельно, функция 1( )f x  четная.  
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3 3
2 2( ) ( ) cos( ) sin2( ) cos sin2 ( )f x x x x x x x f x           , 

следовательно, функция 2 ( )f x  нечетная.                                  ◊ 

Пример 9. Проверьте, будет ли функция 

22 5 5 3( ) 3 7 5xf x x x     четной или нечетной?  

Решение. Функция f (x) определена на всей числовой 

прямой. 

2 22( ) 5 5 3 2 5 5 3( ) 3 ( ) 7( ) 5 3 7 5x xf x x x x x             . По-

лучили, ( ) ( )f x f x   и ( ) ( )f x f x   . Следовательно, 

функция f (x) не является ни четной, ни нечетной. Функцию 

f (x) можно представить в виде суммы четной 
22 5

1( ) 3 5xf x    и нечетной 3 5
2( ) 7f x x x   функций.          ◊ 

Пример 10. Пусть 
2 ( ) 4 ( )

( )
( ) ( ) 4

f x g x
h x

f x g x





 и известно, что 

функция )(xf  – четная, функция )(xg  – нечетная, Найдите 

значение функции ( )h x в точке a, если и ( ) 1, ( ) 5f a g a   . 

Решение. Выразим значение функции ( )h x в точке –a: 

2 ( ) 4 ( ) 2 ( ) 4( ( )) 2 ( ) 4 ( )
( )

( ) ( ) 3 ( )( ( )) 3 ( ) ( ) 3

f a g a f a g a f a g a
h a

f a g a f a g a f a g a

     
   

      
. 

Следовательно, 
2 ( 1) 4 3 14

( ) 7
( 1) 5 3 2

h a
    

    
   

.                     ◊ 

Пример 11. Функция 
2( ) 3 7f x x x    определена на 

луче [0; ) . Можно ли эту функцию доопределить на всю 

числовую прямую так, чтобы она была: а) четной, б) нечет-

ной? 
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Решение. а) Пусть ( )g x   четная функция, совпадаю-

щая с функцией ( )f x  при 0x  . Тогда для отрицательных x 

должно выполняться равенство 2( ) ( ) 3 7g x f x x x     . 

Таким образом, 

2

2

3 7, 0
( )

3 7, 0

x x x
g x

x x x

   
 

  

 или более кратко 

2( ) 3 | | 7g x x x   . 

б) Так как при х = 0 функция f (x) принимает значение 

равное 7, то доопределить ее нечетным образом на всю чи-

словую прямую нельзя (свойство 3).  

Однако если бы функция 2( ) 3 7f x x x    была опре-

делена на луче (0; +∞), то ее можно было бы доопределить на 

всю числовую прямую нечетным образом, положив 

2( ) 3 7f x x x     для всех отрицательных х и (0) 0f  . То-

гда ( )D f  R  и точка х = 0 является точкой разрыва постро-

енной таким образом нечетной функции.                                 ◊ 

Заметим, что функция y = sgn x является нечетной, а 

функция y = |x| является четной. 

Определение 5.13. Функция ( )y f x  называется пе-

риодической, если существует такое число 0T , что для 

любого )( fDx  точка )( fDTx   и справедливо равенст-

во )()( xfTxf  . 

Наименьшее из положительных чисел Т в определении 

5.13 называют главным периодом. Периодическая функция 

имеет бесконечно много периодов, все они кратны числу Т. 



 34 

Пример 12. Функция )(xf  – периодическая с перио-

дом 5T   и на отрезке [ 1; 4]  задана формулой 

2( ) 3 1f x x x   . Найдите 2 (13) 3 ( 18)f f  . 

Решение. Используя периодичность функции ( )f x , по-

лучим 
2(13) (3 2 5) (3 2 ) (3) 3 9 1 1f f f T f          , 

2( 18) (2 4 5) (2 4 ) (2) 2 6 1 1f f f T f            .           ◊ 

Заметим, что функция y = {x} является периодической с 

главным периодом T = 1.  

Для каждой точки 0 ( )x D f  обозначим через 

0 0( )x x x x    приращение аргумента в точке х0, а через 

0 0( ) ( ) ( )y x f x f x    приращение функции, соответствую-

щее данному приращению аргумента. Заметим, что для воз-

растающих функций знаки приращений аргумента и функ-

ции одинаковы, а для убывающих – противоположны. 

Определение 5.14. Функция ( )y f x  называется не-

прерывной в точке х0, если бесконечно малому приращению 

аргумента 0( )x x  соответствует бесконечно малое прира-

щение функции 0( )y x . Точка, в которой функция не являет-

ся непрерывной, называется точкой разрыва функции. 

К точкам разрыва также относят граничные точки об-

ласти определения. 

Например, функция 
2x

y
x

  имеет разрыв при x = 0 и 

совпадает с функцией y x  при остальных значениях x. 

Заметим, что функция y = |x| является непрерывной на 

всей числовой оси; функция y = sgn x непрерывна везде, кро-
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ме нуля; функции y = [x] и y = {x} имеют разрывы во всех це-

лых точках. 

Все элементарные функции непрерывны во всех точках 

своих областей определения. График непрерывной функции, 

областью определения которой является числовой промежу-

ток, можно нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги. 

Во многих случаях построение графика функции об-

легчается, если предварительно построить его асимптоты.  

Асимптотой графика функции называется прямая та-

кая, что расстояние от точек графика до этой прямой 

стремится к нулю при удалении точек графика в бесконеч-

ность.  Асимптоты бывают вертикальные (параллельные оси 

Оу, их уравнение 0x x ), горизонтальные (параллельные оси 

Ох, их уравнение y b ) и наклонные (их уравнение 

y kx b  ). 

Все введенные в этом параграфе определения исполь-

зуются при исследовании функций и построении графиков. 

§ 6. Основные элементарные функции 

В этом параграфе мы рассмотрим основные элементар-

ные функции. Для каждой функции запишем ее свойства и 

начертим график. 

Степенные функции  xy  , где R . Рассмотрим 

несколько частных случаев степенной функции. 
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Функции nxy 2  ( nN ). Функции определены на всей 

числовой прямой, ( )D f  R . Они принимают только неот-

рицательные значения, );0[)( fE . Функции являются 

четными, их графики симметричны относительно оси орди-

нат. Эти функции ограничены снизу. В точке 0x  они име-

ют минимум и принимают наименьшее значение, равное 0, 

сверху функции не ограничены. 

Функции 
nxy 2  возрастают на 

промежутке [0; +) и убывают 

на промежутке (–; 0] (рис. 5). 

Функции 12  nxy  ( nN ). Функции определены на 

всей числовой прямой, 

( )D f  R . Множества их из-

менения – также вся числовая 

ось ( )E f R , то есть эти 

функции не ограничены ни сверху, ни снизу. Функции явля-

ются нечетными, их графики симметричны относительно на-

чала координат. График функции при n > 1 приведен на 

рис. 6 (при n = 1 – график функции прямая). 

Функции 
n

n

x
xy

2

2 1
   ( nN ). Функции определены 

для всех значений х, отличных от 

0, то есть ( ) \{0}D f R . Они 

принимают только положитель-

ные значения );0()( fE . 

Эти функции ограничены снизу, 

но они не принимают свое наименьшее значение. Функции 
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являются четными, их графики симметричны относительно 

оси ординат. При 0x  функции убывают, при 0x  функ-

ции возрастают. Графики функций не пересекают оси коор-

динат. Оси координат являются асимптотами графиков этих 

функций (рис. 7). 

Заметим, что если 0 1x  , то 2 3 4 ...x x x x    , то 

есть графики функций с большим показателем степени рас-

положены ближе к оси Оx, чем графики с меньшим показате-

лем степени. Если же 1x  , то 
2 3 4 ...x x x x    , то есть 

графики функций с меньшим показателем степени располо-

жены ближе к оси Оx, чем графики с большим показателем 

степени.  

Функции 
12

12 1


 
n

n

x
xy  ( nN ). Функции опреде-

лены для всех значений х, отличных от 0, то есть 

( ) \{0}D f R . Множества их 

изменения также все значения 

у, отличные от 0, то есть 

( ) \{0}E f R . Эти функции 

не ограничены ни сверху, ни 

снизу. Функции являются не-

четными, их графики симметричны относительно начала ко-

ординат. Функции убывают на интервалах (–; 0) и (0; +). 

Точка 0x  – точка разрыва функции. Графики функций не 

пересекают оси координат. Оси координат являются асим-

птотами графиков этих функций (рис. 8). 
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Функции 2ny x  ( nN ). Функции определены для 

всех неотрицательных значений 

х, то есть );0[)( fD . Мно-

жества их изменения также все 

неотрицательные значения у, то 

есть );0[)( fE . Эти функ-

ции ограничены снизу и не ограничены сверху. Наименьшее 

значение у = 0 функции принимают при х = 0. Функции воз-

растают на всей области своего определения. Графики функ-

ций расположены в первой четверти (рис. 9). 

Функции nxy 2  и n xy 2  взаимно обратные при 

0x , а значит, их графики симметричны относительно бис-

сектрисы первой четверти. 

Функции 2 1ny x  

( nN ). Функции определены 

для всех значений х, то есть 

( )D f  R
1
. Множества их 

изменения – также все значе-

ния у, то есть ( )E f R . Эти функции не ограничены ни 

сверху, ни снизу. Функции возрастают на всей области сво-

                                                 

1
 Функция с дробным показателем 

1

2 1ny x  , где nN , определена толь-

ко при неотрицательных значениях x, в отличие от функции 2 1ny x , 

определенной при всех действительных значениях x, и принимает неот-

рицательные значения. График этой функции расположен в первой чет-

верти, где совпадает с графиком функции  2 1ny x . 
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его определения. Функции являются нечетными, их графики 

симметричны относительно начала координат (рис. 10). 

Функции 12  nxy  и 12  n xy  взаимно обратные. Их 

графики симметричны относительно биссектрисы первой и 

третьей четвертей. 

Функции 
2

1
n

y
x

  ( nN ). Функции определены для 

всех положительных значений х, то есть );0()( fD . 

Множества их изменения – также все положительные значе-

ния у, то есть );0()( fE . 

Эти функции ограничены сни-

зу и не ограничены сверху, но 

они ни в одной точке не при-

нимают своего наименьшего 

значения. Функции убывают 

на всей области своего определения. Графики функций рас-

положены в первой четверти. Оси координат являются асим-

птотами графиков этих функций (рис. 11). 

Функции nxy 2  и 
2

1
n

y
x

  взаимно обратные при 

0x , и их графики симметричны относительно биссектрисы 

первой четверти. 
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Функции 
2 1

1
n

y
x

  ( nN ). Функции определены для 

всех значений х, отличных от 0, то есть ( ) \{0}D f R
2
. 

Множества их изменения – также все значения у, отличные 

от 0, то есть ( ) \{0}E f R . Эти функции не ограничены ни 

сверху, ни снизу. Функции являются нечетными, их графики 

симметричны относительно начала координат. Функции 

убывают на интервалах (–; 0) и (0; +). Точка 0x  – точка 

разрыва функции. Графики функций не пересекают оси ко-

ординат. Оси координат являются асимптотами графиков 

этих функций (рис. 12). 

Функции 12  nxy  

и 
2 1

1
n

y
x

  взаимно об-

ратные. Их графики сим-

метричны относительно 

биссектрисы первой и третьей 

четвертей. 

Функция 
0 1y x   опре-

делена для всех действительных 

                                                 

2
 Функция с дробным показателем 

1

2 1ny x


 , где nN , определена 

только при положительных x, в отличие от функции 
2 1

1
n

y
x

 , опреде-

ленной при всех не равных нулю действительных значениях x, и прини-

мает положительные значения. График этой функции расположен в пер-

вой четверти, где совпадает с графиком функции  
2 1

1
n

y
x

 . 

у 

х 0 

1 
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значений 0x  . График этой функции прямая 1y   с выко-

лотой точкой (0; 1). 

Если  – дробное положительное число, то степенная 

функция xy   определена на промежутке [0; +), то есть 

( ) [0; )D f    и принимает на этом промежутке неотрица-

тельные значения, то есть ( ) [0; )E f   . Эта функция не-

прерывна, возрастает на всей области своего определения. 

Она ограничена снизу, принимает наименьшее значение у = 0 

при х = 0 и не ограничена сверху. 

Если  – дробное отрицательное число, то степенная 

функция xy   определена на промежутке (0; +), то есть 

);0()( fD  и принимает на этом промежутке положи-

тельные значения, то есть );0()( fE . Эта функция не-

прерывна, убывает на всей области своего определения. Она 

ограничена снизу у > 0, не ограничена. Оси координат явля-

ются асимптотами графика такой функции. 

Тригонометрические функции. 

Функция xy sin . Область определения функции – вся 

числовая прямая, ( )D f  R . Она принимает значения, удов-

летворяющие условию | | 1y  , то есть ( ) [ 1;1]E f   . Функ-

ция ограничена и сверху и снизу. Наименьшее значение 

1y  функция принимает в точках nx 


2
2
  ( nZ ), и 

эти точки являются точками минимума. Наибольшее значе-

ние 1y  функция принимает в точках mx 


2
2
  ( mZ ), 
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и эти точки являются точками максимума. График функции 

xy sin  пересекает ось абсцисс в точках kx  ( kZ ). 

Функция xy sin  является периодической, ее период 

2T . Функция xy sin  является нечетной, ее график 

симметричен относительно начала координат. Функция не 

является моно-

тонной на всей 

области опреде-

ления, но она 

возрастает на 

каждом промежутке 







 nn 





2

2
;2

2
 ( nZ ) и убывает 

на каждом промежутке 







 mm 





2

2

3
;2

2
 ( mZ ). Гра-

фик этой функции называется синусоидой. Учитывая перио-

дичность, достаточно построить график на отрезке длиной 

2 , например ]2;0[  , а затем копировать его (рис. 13). 

Функция xy cos . Область определения функции вся 

числовая прямая: ( )D f  R . Она принимает значения, удов-

летворяющие условию | | 1y  , то есть ( ) [ 1;1]E f   . Функ-

ция ограничена и сверху и снизу. Наименьшее значение 

1y  функция принимает в точках nx  2  ( nZ ), и 

эти точки являются точками минимума. Наибольшее значе-

ние 1y  функция принимает в точках mx 2 ( mZ ), и 

эти точки являются точками максимума. График функции 

xy cos  пересекает ось абсцисс в точках kx 



2
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( kZ ). Функция xy cos  является периодической, ее пе-

риод 2T . Функция xy cos  является четной, ее график 

симметричен относительно оси ординат. Функция не являет-

ся монотонной на всей области определения, но она возрас-

тает на каждом промежутке  nn  22;2   ( nZ ) и 

убывает на каж-

дом промежутке 

 mm  2;2   

( mZ ). График 

этой функции 

называется косинусоидой. Учитывая периодичность, доста-

точно построить график на отрезке длиной 2 , например 

]2;0[  , а затем копировать его (рис. 14). 

Функция xy tg . Область определения функции все 

действительные значения х, кроме mx 



2
 ( mZ ): 

( ) \ ,
2

D f m m



 

   
 

R Z . Множество ее изменения – вся 

числовая прямая, ( )E f R . Функция xy tg  не ограничена 

ни сверху, ни снизу. Она не имеет точек экстремума и не 

принимает ни 

наименьшего, ни 

наибольшего 

значений. Гра-

фик функции 

xy tg  пересе-

кает ось абсцисс в точках kx  ( kZ ). Функция xy tg  
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является периодической, ее период T . Функция xy tg  

является нечетной, ее график симметричен относительно на-

чала координат. Функция не является монотонной на всей 

области определения, но она возрастает на каждом проме-

жутке 







 nn 






2
;

2
 ( nZ ), в точках 

2
x n


   ( nZ ) функция имеет разрывы. Прямые 

2
x n


   ( nZ ) являются вертикальными асимптотами 

графика функции. График этой функции называется танген-

соидой. Учитывая периодичность, достаточно построить 

график на отрезке длиной  , например 









2
;

2


, а затем 

копировать его (рис. 15).  

Функция xy ctg . Область определения функции все 

действительные значения х, кроме mx  ( mZ ):  

 ( ) \ ,D f m m R Z . Множество ее изменения – вся чи-

словая прямая, ( )E f R . Функция xy ctg  не ограничена 

ни сверху, ни 

снизу. Она не 

имеет точек экс-

тремума и не 

принимает ни 

наименьшее, ни наибольшее значения. График функции 

xy ctg  пересекает ось абсцисс в точках kx 



2
 ( kZ ). 
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Функция xy ctg  является периодической, ее период T . 

Функция xy ctg  является нечетной, ее график симметри-

чен относительно начала координат. Функция не является 

монотонной на всей области определения, но она убывает на 

каждом промежутке  nn  ;  ( nZ ), в точках x n  

( nZ ) функция имеет разрывы. Прямые x n  ( nZ ) яв-

ляются вертикальными асимптотами графика функции. Гра-

фик этой функции называется котангенсоидой. Учитывая 

периодичность, достаточно построить график на отрезке 

длиной  , например  ;0 , а затем копировать его (рис. 16). 

Обратные тригонометрические функции. 

Напомним определения обратных тригонометрических 

выражений. Арксинусом числа а называется угол  такой, 

что asin  и 









2
;

2


 . Арккосинусом числа а называ-

ется угол  такой, что acos  и ];0[  . Арктангенсом 

числа а называется угол  такой, что atg  и 











2
;

2


 . Арккотангенсом числа а называется угол , 

такой, что actg  и );0(  . 

Функция xy arcsin  является 

обратной к функции xy sin . Ис-

пользуя свойства прямой функции, 

получим свойства обратной. Для 

этого рассмотрим часть графика 

функции xy sin , на которой синус каждое свое значение 
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принимает только один раз (промежуток монотонности 

функции) – отрезок 









2
;

2


. Функция xy arcsin  каждому 

значению синуса ставит в соответствие его аргумент. Таким 

образом, область определения функции xy arcsin  – отре-

зок [–1; 1], множество изменения – отрезок 









2
;

2


. Функ-

ция ограничена и сверху и снизу. Наименьшее значение 

2


y  функция принимает в точке 1x , наибольшее зна-

чение 
2


y  функция принимает в точке 1x . Функция 

xy arcsin  является нечетной, ее график симметричен отно-

сительно начала координат. Функция является монотонно 

возрастающей на всей области определения. График функ-

ции xy arcsin  симметричен рассмотренной выше части 

графика функции xy sin  относительно биссектрисы пер-

вой и третьей координатных четвертей (рис. 17). 

Функция xy arccos  является обратной к функции  

xy cos . Используя свойства прямой функции, получим 

свойства обратной. Для этого рассмотрим часть графика 

функции xy cos , на которой 

косинус каждое свое значение 

принимает только один раз 

(промежуток монотонности 

функции) – отрезок  ;0 . 

Функция xy arccos  каждому 
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значению косинуса ставит в соответствие его аргумент. Та-

ким образом, область определения функции  xy arccos  – 

отрезок [–1; 1], множество изменения – отрезок  ;0 . Функ-

ция ограничена и сверху и снизу. Наименьшее значение 

0y  функция принимает в точке 1x , наибольшее значе-

ние y  функция принимает в точке 1x . Функция 

xy arccos  не является ни четной, ни нечетной. Функция 

является монотонно убывающей на всей области определе-

ния. График функции xy arccos  симметричен рассмотрен-

ной выше части графика функции xy cos  относительно 

биссектрисы первой и третьей координатных четвертей 

(рис. 18). 

Функция xy arctg  яв-

ляется обратной к функции 

xy tg . Используя свойства 

прямой функции, получим 

свойства обратной. Для этого 

рассмотрим одну ветвь графи-

ка функции xy tg , на которой тангенс каждое свое значе-

ние принимает только один раз (промежуток монотонности 

функции) – интервал 









2
;

2


. Функция xy arctg  каждо-

му значению тангенса ставит в соответствие его аргумент. 

Таким образом, область определения функции xy arctg  – 

вся числовая прямая, ( )D f  R , множество изменения – ин-

тервал 









2
;

2


. Функция ограничена и сверху и снизу, но 
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она не принимает ни наименьшего, ни наибольшего значе-

ний. Функция xy arctg  является нечетной, ее график сим-

метричен относительно начала координат. Функция является 

монотонно возрастающей на всей области определения. 

Прямые 
2

y


   являются горизонтальными асимптотами 

графика функции. График функции xy arctg  симметричен 

ветви графика функции xy tg  относительно биссектрисы 

первой и третьей координатных четвертей (рис. 19). 

Функция xy arcctg  является обратной к функции 

xy ctg . Используя свойства прямой функции, получим 

свойства обратной. Для этого 

рассмотрим одну ветвь гра-

фика функции xy ctg , на 

которой котангенс каждое 

свое значение принимает 

только один раз (промежуток 

монотонности функции) – интервал  ;0 . Функция 

xy arcctg  каждому значению котангенса ставит в соответ-

ствие его аргумент. Таким образом, область определения 

функции xy arcctg  – вся числовая прямая, ( )D f  R , мно-

жество изменения – интервал  ;0 . Функция ограничена и 

сверху и снизу, но она не принимает ни наименьшего, ни 

наибольшего значений. Функция xy arcctg  не является ни 

четной, ни нечетной. Функция является монотонно убываю-

щей на всей области определения. Прямые 0y   и y   яв-

ляются горизонтальными асимптотами графика функции. 
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График функции xy arcctg  симметричен ветви графика 

функции xy ctg  относительно биссектрисы первой и 

третьей координатных четвертей (рис. 20). 

Показательная функция xay  , где 0a   и 1a  . 

Область определения функции – вся числовая прямая, 

( )D f  R . Функция прини-

мает только положительные 

значения: );0()( fE . 

Функция ограничена снизу и 

не ограничена сверху. Она не 

принимает ни наименьшего, ни наибольшего значений, не 

имеет точек экстремума. 

Показательная функция не 

является ни четной, ни не-

четной. График функции 

пересекает ось ординат в 

точке )1;0( , ось абсцисс он 

не пересекает. При 1a  

функция является возрастающей (рис. 21), а при 10  a  – 

убывающей (рис. 22) на всей области определения. Ось Ox 

является горизонтальной асимптотой графика показательной 

функции.  

В математике и ее приложениях наиболее часто ис-

пользуется показательная функция, основание которой равно 

числу e. Функцию 
xy e  называют экспонентой. 

Логарифмическая функция  xy alog , где 0a  

и 1a . Логарифмическая функция является обратной к по-
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казательной. Поэтому ее область определения – множество 

положительных чисел, );0()( fD , область изменения – 

множество действительных 

чисел, ( )E f R . Функция не 

ограничена ни сверху, ни сни-

зу. Она не принимает ни наи-

меньшего, ни наибольшего 

значений, не имеет точек экс-

тремума. Логарифмическая функция не является ни четной, 

ни нечетной. График функции пересекает ось абсцисс в точке 

)0;1( , ось ординат график не пересекает. При 1a  функция 

является возрастающей (рис. 23), а при 10  a  – убы-

вающей (рис. 24) на всей облас-

ти определения. Ось Oy является 

вертикальной асимптотой гра-

фика логарифмической функ-

ции. График функции xy alog  

симметричен графику функции 

xay   относительно биссектрисы первой и третьей коорди-

натных четвертей.  

Логарифмическую функцию, основание которой равно 

e, называют натуральным логарифмом и обозначают 

lny x . 

§ 7. Линейные преобразования графиков 

функций 

В этом параграфе мы рассмотрим основные линейные 

преобразования графиков функций – параллельный перенос 
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графика функции, растяжение (сжатие) графика функции и 

симметрии относительно осей координат. 

1. Параллельный перенос графика 

функции )(xfy   вдоль оси Oy, то есть 

построение графика вида bxfy  )( . 

Если 0b , то ординаты всех точек гра-

фика функции увеличиваются на b единиц, а если 0b , то 

ординаты всех точек графика функции уменьшаются на b  

единиц.  

2. Параллельный перенос графика 

функции )(xfy   вдоль оси Oх, то 

есть построение графика вида 

)( axfy  . Если 0a , то график 

функции сдвигается на а единиц вправо, а если 0a , то 

график функции сдвигается на a  единиц влево. 

Пример 13. Задан график функции )(xfy   (рис. 25). 

Постройте графики функций 2)(  xfy  и )2(  xfy . 

 

Решение. Перенесем заданный график функции на две 

единицы вниз или вправо соответственно (рис. 26).                ◊ 

b > 0 b < 0 

a >0 a <0 
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3. Построение графика функции baxfy  )(  осу-

ществляется последовательным выполнением параллельных 

переносов графика 

функции )(xfy   

вдоль осей координат. 

Пример 14. По-

стройте график функ-

ции 15  xy . 

Решение. Известный график степенной функции 

xy   (рис. 9) перенесем на единицу вверх и на пять еди-

ниц влево (рис. 27).                                                                      ◊ 

4. «Растяжение» графика функ-

ции )(xfy   от оси Oх, то есть по-

строение графика функции 

)(xAfy  . Если 1A , то ордината 

каждой точки графика увеличивается 

в А раз (растяжение графика функции от оси Oх) и уменьша-

ется в 
A

1
 раз, если 10  A  (сжатие графика функции к оси 

Oх). 

5. Симметрия относительно оси 

Ох, то есть построение графика функ-

ции  )(xfy  . При этом каждая 

точка графика функции отображается 

в точку, симметричную относительно оси Oх. 

6. Построение графика функции )(xAfy  , если 0A , 

проводится как последовательное выполнение двух преобра-

А = –1 

х 

А > 1 0<A < 1 
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зований – симметрии относительно оси Oх и растяжения от 

оси Oх. 

Пример 15. Задан график функции )(xfy   (рис. 25). 

Постройте графики функций )(3 xfy   и )(5,0 xfy  . 

Решение. График функции )(3 xfy   получим растя-

жением в три раза 

графика функции 

)(xfy   от оси Ox. 

Чтобы построить гра-

фик функции 

)(5,0 xfy   необхо-

димо исходный график 

сначала отразить относительно оси Oх, а затем сжать его в 

два раза вдоль оси Oy (рис. 28).                                                  ◊ 

7. «Сжатие» графика функции 

)(xfy   к оси Oy, то есть построение 

графика функции )(kxfy  . При 1k  

абсциссы точек графика функции 

уменьшаются в k раз, происходит сжа-

тие графика функции к оси Oy. При 10  k  абсциссы точек 

графика функции увеличиваются в 
k

1
 раз, происходит рас-

тяжение графика функции от оси Oy. 

8. Симметрия относительно оси Оy, 

то есть построение графика функции 

)( xfy  . При этом каждая точка графика 

функции отображается в точку, симмет-

0 < k < 1 

k > 1 

k = –1 

у 
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ричную ей относительно оси Oy. 

9. Построение графика функции )(kxfy  , если 0k , 

проводится как последовательное выполнение двух преобра-

зований – симметрии относительно оси Oy и сжатия к оси 

Oy. 

Пример 16. Задан график функции )(xfy   (рис. 25). 

Постройте графики функций (2 )y f x  и ( 0,5 )y f x  . 

Решение. График функции (2 )y f x  строится путем 

сжатия графика функции )(xfy   в два раза к оси Oy. Для 

построения графика 

функции ( 0,5 )y f x   

нужно симметрично 

отразить график ис-

ходной функции отно-

сительно оси Oy и рас-

тянуть его вдоль оси 

Ox в два раза (рис. 29). 

Заметим, что, так как график функции )(xfy   симметричен 

относительно оси Oy, то 

есть функция ( )f x  яв-

ляется четной, то отра-

жение относительно Oy 

не меняет вид графика.◊ 

Пример 17. Постройте график функции xy  42 . 

Решение. Запишем функцию в виде 2 ( 4)y x   . 

Следовательно, построение графика производится последо-

вательным выполнением преобразований известного графика 
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функции y x  (рис. 9): симметричное отражение относи-

тельно оси Oy, параллельный перенос на четыре единицы 

вправо и растяжение графика от оси Oх в два раза (рис. 30). ◊ 

§ 8. Линейные и квадратичные функции 

Линейная функция  bkxy  . Функция определена 

на всей числовой прямой, ( )D f  R . Множество ее измене-

ния – также множество всех действительных чисел, 

( )E f R  (если k ≠ 0). Функция не ограничена. Она не имеет 

точек экстремума. При 0k   функция является возрастаю-

щей, при 0k   – убы-

вающей. При 0k   

функция является по-

стоянной. Графиком ли-

нейной функции являет-

ся прямая. Угловой ко-

эффициент k прямой ра-

вен тангенсу угла между прямой и положительным направ-

лением оси абсцисс, tgk   (рис. 31). Из аксиом геометрии 

известно, что если две точки прямой принадлежат плоскости, 

то и вся прямая принадлежит плоскости. Поэтому для по-

строения графика линейной функции достаточно задать две 

точки. 

Квадратичная функция cbxaxy  2  ( 0a ). 

Функция определена на всей числовой прямой. Графиком 

квадратичной функции является парабола.  

Для построения графика квадратичной функции целе-

сообразно преобразовать формулу, выделив полный квадрат: 
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2 2
2 2

0 0

4
( )

2 4

b ac b
y ax bx c a x a x x y

a a

 
         

 
, где 

,
2

0
a

b
x   

a

bac
y

4

4 2

0


 . Таким образом, получаем, что вер-

шина параболы находится в точке с координатами 

a

bac
y

a

b
x

4

4
,

2

2

00


 . График квадратичной функции 

симметричен относительно прямой 0xx  . 

При 0a  ветви параболы направлены вверх. В точке 

0x  функция имеет минимум и принимает в этой точке наи-

меньшее значение. При 0xx   функция возрастает, при 

0xx   функция убывает. В этом случае квадратичная функ-

ция ограничена снизу и не ограничена сверху. 

При 0a  ветви параболы направлены вниз. В точке 0x  

функция имеет максимум и принимает в этой точке наи-

большее значение. При 0xx   функция убывает, при 0xx   

функция возрастает. В этом случае квадратичная функция 

ограничена сверху и не ограничена снизу. 

Если дискриминант соответствующего квадратного 

уравнения положителен, то парабола пересекает ось абсцисс 

в двух точках. Если дискриминант равен нулю, то парабола 

касается оси абсцисс. Если дискриминант отрицателен, то 

парабола расположена выше оси абсцисс, если 0a , и ниже 

оси абсцисс, если 0a . 

Пример 18. Постройте графики функций 
2 2 3y x x    

и 
22 2y x x   . 
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Решение. Вершина параболы 2 2 3y x x    имеет ко-

ординаты 0 1x   и 0 4y   . Так как старший коэффициент 

1a   положителен, то вет-

ви параболы направлены 

вверх. Также, решив урав-

нение 2 2 3 0x x   , мож-

но найти точки пересече-

ния с осью абсцисс: 

1 1x    и 2 3x   (рис. 32). 

Для параболы 22 2y x x    аналогично получаем, что 

0 1x   и 0 1y   , и ветви ее на-

правлены вниз. Данная парабо-

ла не имеет точек пересечения 

с осью абсцисс, так как дис-

криминант соответствующего 

квадратного уравнения отрица-

телен (рис. 33).                                                                             ◊ 

§ 9. Построение графиков дробно-линейных 

функций 

Функция вида 
dcx

bax
y




 , где 0c  и bcad  , называ-

ется дробно-линейной. Графиком этой функции является ги-

пербола. 

Частным случаем дробно-линейной функции является 

функция обратной пропорциональности 
x

k
y  . График этой 

функции состоит из двух ветвей, симметричных относитель-
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но начала координат. При 0k   гипербола расположена в 

первой и третьей четвертях, при 0k   – во второй и четвер-

той четвертях. 

Пример 19. Постройте график функции 
42

103






x

x
y . 

Решение. Выделим целую часть дроби 

3 10 3 6 4 1,5(2 4) 4 2
1,5

2 4 2 4 2 4 2

x x x
y

x x x x

    
    

   
. 

Таким образом, уравнение, которым задается график функ-

ции, примет вид 
2

1,5
2

y
x

 


. График заданной функции по-

лучается из графика 

функции 
x

y
1

  сдвигом 

на 2 единицы по оси Ox 

влево, растяжением 

вдоль оси Oy в 2 раза и 

сдвигом на 1,5 единицы по оси Oy вверх. 

Заметим, что график функции не пересекает прямые 

2x  и 5,1y , хотя и приближается к ним достаточно 

близко. График заданной дробно-линейной функции имеет 

две асимптоты – вертикальную 2x  и горизонтальную 

5,1y . Построение графика удобно начинать именно с нахо-

ждения асимптот: для нахождения вертикальной асимптоты 

приравниваем знаменатель дроби нулю, а для нахождения го-

ризонтальной асимптоты выделяем целую часть дроби 

(рис. 34).                                                                                           ◊ 
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Построение графика произвольной дробно-линейной 

функции 
dcx

bax
y




  выполняется по алгоритмам, разобран-

ным в примере 19. 

§ 10. Построение графиков функций, содержащих 

модуль 

По определению 









0,

0,

xx

xx
x . Исходя из этого, по-

лучаем, что график функции xy   состоит 

из двух лучей: y x  при неотрицательных 

x и y x   при отрицательных x. Построе-

ние этого графика можно проводить также, используя преоб-

разование симметрии относительно оси Ох. 

Так как модуль любого выражения неотрицателен, то все 

точки графика ( )y f x  расположены выше оси абсцисс, или 

на оси абсцисс. Из этого следует, что для получения графика 

функции ( )y f x  все точки графика функции )(xfy  , ле-

жащие выше или на оси Ох, нужно оставить на месте, а все 

точки, лежащие ниже оси Ох, отобразить симметрично отно-

сительно этой оси. 

Пример 20. По-

стройте график функ-

ции | 3 | 4y x   . 

Решение. Построе-

ние графика будем вы-

полнять последовательно. 

х 
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Сначала строим график функции | |y x . Затем сдвигаем его 

на 3 единицы вправо и на 4 единицы вниз. Заметим, что при 

этом вершина графика окажется в точке с координатами 

0 3x   и 0 4y    (рис. 35).                                      ◊ 

Пример 21. Постройте график функции 

| 4 | 0,5 | 2 | 4y x x     . 

Решение. Разобьем числовую ось точками 2 и 4, в ко-

торых подмодульные выражения обращаются в ноль, на 

промежутки и определим знаки подмодульных выражений на 

каждом из промежутков 

 

Следовательно, 

1,5 1, 2,
1 0,5 , 2 4,
1,5 7, 4.

x x
y x x

x x

   
    

 

  

График искомой функции 

состоит из трех частей, постро-

енных на каждом из полученных 

промежутков (рис. 35б).     ◊ 

Пример 22. Постройте 

график функции 

2 3 4y x x   . 

Решение. Построение 

графика будем выполнять 

последовательно. Сначала 

строим график функции 432  xxy  как параболу с вер-

х+2 

х–4 х 

+ + – 

4 –2 – – + 

у 

х 

2 

2 4 –2 

Рис.35б 
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шиной в точке 0 1,5x  , 0 6,25y    и ветвями, направленными 

вверх. Затем точки графика, расположенные ниже оси Ох, – 

это точки, у которых координата x принадлежит интервалу 

( 1;4) , – отображаем симметрично относительно этой оси 

(рис. 36).                                                                                        ◊ 

Пример 23. Постройте график функции 
22 4 | | 1y x x   . 

Решение. Функция  22 4 1y x x    – четная. Ее график 

симметричен относительно 

оси Oy, причем при неотри-

цательных x он совпадает с 

параболой 
22 4 1y x x   , 

имеющей вершину 0 1x  , 

0 1y    и ветви, направлен-

ные вверх. Сначала построим часть данной параболы при не-

отрицательных х, а затем полученную кривую симметрично 

отобразим относительно оси Oy (рис. 37).                                 ◊ 

§ 11. Гармонические колебания 

Тригонометрические функции используются для опи-

сания различных колебательных процессов: колебания груза, 

подвешенного на пружине, вокруг положения равновесие, 

закон изменения переменного тока в цепи, колебания маят-

ника, распространение звуковых и цветовых волн и т.д.  

Формулы )sin(   xAy  и )cos(   xAy , с помо-

щью которых описываются такие процессы, называются 
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формулами гармонических колебаний. Положительная ве-

личина А называется амплитудой колебания, положительная 

величина  – частотой колебания, величина  – начальной 

фазой колебания. Амплитуда характеризует размах колеба-

ния, частота – количество колебаний в единицу времени. 

Построение графиков гармонических колебаний (гар-

моник) )sin(   xAy , )cos(   xAy  производится в 

несколько этапов. 

Рассмотрим алгоритм построения графика функции 

sin( )y A x   : а) строим график функции xy sin ; 

б) строим график функции sin( )y x   , сдвигая график 

функции siny x  на || единиц по оси Оx (если 0  , то 

сдвигаем влево, если 0  , то сдвигаем вправо); в) строим 

график функции sin( )y x   , сжимая его в  раз к оси 

Oy; г) строим график функции sin( )y A x   , растягивая 

его в A раз от оси Оx. 

Заметим, что функции )sin(   xAy  и 

)cos(   xAy , описывающие гармонические колебания, 

являются периодическими с периодом 
2

T



 . Они ограни-

чены сверху и снизу, их наибольшее и наименьшее значения 

равны A . 

Пример 24. Постройте график гармонического колеба-

ния 
2

3cos 2
3

y x
 

  
 

. 



 63 

Решение. Для этой гармоники амплитуда 3A  , частота 

– 2  , начальная фаза – 
2

3


   .  

Строим график 

функции xy cos ; 

сдвигаем на 
2

3


 еди-

ниц по оси Ох вправо; 

сжимаем график к оси 

Oy в 2 раза; растягива-

ем от оси Ox в 3 раза (рис. 38).                                                   ◊ 

Пример 25. Постройте график гармонического колеба-

ния 3cos2
6

y x
 

  
 

. 

Решение. Преоб-

разуем формулу, рас-

крыв в аргументе ко-

синуса скобки: 

3cos 2
3

y x
 

  
 

. 

Следовательно, для этой гармоники амплитуда 3A  , часто-

та – 2  , начальная фаза – 
3


   . 

Строим график функции xy cos ; сдвигаем график на 

3


 единиц по оси Оx вправо; сжимаем график к оси Oy в 2 

раза; растягиваем от оси Ox в 3 раза (рис. 39).                         ◊ 



 64 

Пример 26. Постройте график гармонического колеба-

ния 









3
2cos3


xy . 

Решение. Эта формула не задает гармоническое коле-

бание, так как 3 0A   . Применив формулу приведения 

xx cos)cos(  , преобразуем формулу к виду: 

3cos 2
3

y x
 

  
 

. Следовательно, для этой гармоники ам-

плитуда 3A  , частота – 2  , начальная фаза – 
3


  . 

Строим график 

функции xy cos ; 

сдвигаем на 
3


 единиц 

по оси Оx влево; сжи-

маем график к оси Oy в 

2 раза; растягиваем от 

оси Ox в 3 раза (рис. 40).                                                             ◊ 

§12. Упражнения 

1. Найдите области определения функций: 

а) 
2

1

7 6

x
y

x x




 
;                б) 2514 xxy  ; 

в) 
209

7

2 




xx

x
y ;           г) 

210 3x x
y

x

 
 ; 

д) 
3

5

9

x
y

x x





;                     е) )124)(1( 2  xxxy ; 
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ж) 
6

92






x

x
y ;                    з) 

2

11

5 4

x
y

x x




 
; 

и) 5 2y x x    ;          к) 2 7 6 2 7y x x x     ; 

л) 28 2y x x x    ;    м) 
4 7

1 9

x x
y

x x

 
 

 
; 

н) 
8

3

x
y

x





;                      о) 

3

8

x
y

x





; 

п) 
8

3

x
y

x





;                     р) 

3

8

x
y

x





. 

2. Найдите области определения функций: 

а) 3log (2 5)y x  ;                б) 2
2log (45 7 )y x x   ; 

в) 2lg | 2 8 |y x x   ;              г) | lg | 1y x  ; 

д) 2
2log ( 5 5)y x x   ;         е) 

2 22 8x xy   ; 

ж) 2
2log ( 4 5) 3y x x    ;   з) 

2 5 10,5 8x xy    ; 

и) 2
1/ 6log ( 3 2) 1y x x    ;  к) 

5

1
arcsin




x
y . 

3. Найдите множества изменения функций: 

а) 17102  xxy ;                   б) 2412 xxy  ; 

в) )136(log 2
2  xxy ;          г) xy 2sin4 ; 

д) 2sin5  xy ;                     е) 723 14  xy . 

4. Выразите площадь и периметр прямоугольного тре-

угольника, катеты которого равен 4, а гипотенуза равна х, 

как функцию от х. Найдите область определения этой 

функции. 
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5. В равнобедренный треугольник с основанием а и высо-

той h вписан прямоугольник с основанием х. Выразите 

площадь этого прямоугольника как функцию от х. Най-

дите область определения этой функции. 

6. В круг радиуса R вписан прямоугольник, основание ко-

торого равно x. Выразите площадь этого прямоугольника 

как функцию от х. 

7. Выразите объем V кругового цилиндра, полная поверх-

ность которого равна S, как функцию от его высоты Н. 

8. Окно имеет форму прямоугольника с основанием a и вы-

сотой h с расположенным над ним равно-

бедренным прямоугольным треугольни-

ком с гипотенузой a. Обозначим через S(x) 

– площадь части окна, лежащей ниже 

прямой параллельной основанию окна на 

расстоянии x от его основания. Найдите выражение для 

S(x). 

9. Два пункта A и B находятся в стороне от железной доро-

ги. Строится шоссе от пункта А до 

станции C на железной дороге и от 

станции С до пункта В. Выразите 

длину шоссе как функцию расстоя-

ния от M до С. 

10. Будут ли равными функции, заданные уравнениями: 

a) 
2 7 6

1

x x
y

x

 



 и 6y x  ;      б) 

3 3y x  и y x ; 

в) 10y x  и 
5y x ;               г) 10y x  и 

5| |y x . 

11. Докажите, что функции 
32

23






x

x
y  и 

32

32






x

x
y  являют-

ся взаимно обратными. 

N M х 

b а 

С 

В А 

х 
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12. Найдите функцию, обратную функции: 

а) 
4 1

4

x
y

x





;          б) 

7

2

x
y

x





;          в) 3 1y x  . 

13. Какие из данных функций будут четными, какие нечет-

ными: 

а) 73 24  xxy ;            б) xxxy 872 35  ; 

в) xxxy cos2sin  ;     г) ||292 xxy  ; 

д) xxxy cos)( 2  ;       е) 
1

1
lg






x

x
y . 

14. Найдите значение функции )(xh  в точке a , если из-

вестно, что функция )(xf  – четная, а функция  )(xg  – 

нечетная и 

а) 
3 ( ) 5 ( )

( )
2 ( ) 4 ( )

f x f x
h x

g x g x

 


 
, если ( ) 3, ( ) 1f a g a   ; 

б) 
2 ( ) 3 ( ) 3 ( )

( )
( ) ( )

f x g x f x
h x

f x g x

   


 
, если 

( ) 1, ( ) 3f a g a   . 

15. Пусть функция )(xf  – нечетная и при всех неотрица-

тельных значениях х совпадает с функцией 

)23)(3()(  xxxxg . Найдите значение функции  

)()(

)(3)(2
)(

xgxf

xgxf
xh




   в точке  2a  . 

16. Пусть функция )(xf  – нечетная и при всех неотрица-

тельных значениях х совпадает с функцией 

)13)(72)(1()(  xxxxxg . Найдите число корней 

уравнения 0)( xf . 
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17. Пусть функция )(xf  – четная и при всех неотрицатель-

ных значениях х совпадает с функцией 

)94)(23()5()( 2  xxxxxg . Найдите число корней 

уравнения 0)( xf . 

18. Пусть функция )(xf  – четная и при всех неотрицатель-

ных значениях х совпадает с функцией 

)12)(3)(4()(  xxxxg . Найдите значение функции  

16)()(

)(2)(
)(






xgxf

xgxf
xh  в точке 1a  . 

19. На рисунке показана часть графика функции ( )y f x . 

Постройте график функции ( )y f x , если известно, что 

а) она четная;  б) она нечетная. 

20. Докажите, что функция 
2 7

7 2

x
y

x





 является монотонной 

на промежутке [0; )x  . 

21. Докажите, что функция 
2

2

2 3

1

x x
y

x x

 


 
 является моно-

тонной на промежутке [1; )x  . 

22. Докажите, что функция 
2

2

3

2 4

x
y

x x




 
 является ограни-

ченной на всей числовой прямой. 

23. Докажите, что функция 
2

2

3 2

2 5 18

x x
y

x x

 


 
 является огра-

ниченной на всей числовой прямой. 

1 

1 3 

–2 2 

4 1 

3 

1 

1 
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24. Докажите, что функция 2
2log ( 6 17)y x x    является 

ограниченной снизу на всей числовой прямой. 

25. Определите, какие функции будут периодическими и 

найдите их периоды: 

а) 









4
2sin4


xy ;           б) 










8

3

2
cos5

x
y ; 

в) 









12

5
3tg2


xy ;          г) 










3

2
4ctg


xy . 

26. Пусть функция )(xf  – периодическая с периодом 

4T . Известно, что 5)3( f . Найдите )11(f  и 

)5()15(3  ff . 

27. Пусть функция )(xf  – периодическая с периодом 5T  

и на промежутке )4;1[  совпадает с функцией 

12)( 2  xxxg . Найдите значение функции )(xf  в 

точке 27a  . 

28. Пусть функция )(xf  – периодическая с периодом 6T  

и на промежутке ]5;1(  совпадает с функцией 

7)( 2  xxxg . 

Найдите )6(2)15(3 ff  . 

29. На рисунке показана 

часть графика периоди-

ческой функции ( )y f x  на отрезке, равном её периоду. 

Постройте график этой функции. 

30. Представьте сложную функцию в виде цепочки элемен-

тарных функций: 

а) 5 47 1y x x x    ;            б) 
23 52 17x xy    ; 

3 

2 

4 

–1 

1 
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в) 4sin( 4 9)y x x   ;          г) 
5 5cos 4 2y x x   ; 

д) 2 1lg(1 2 )xy   ;          е) 6 2
3sin (log ( 4))y x  . 

31. Составьте суперпозиции ))(( xgf  и ))(( xfg , если: 

а) 3 2( ) 1, ( ) 1f x x g x x    ;   б) 2( ) cos 2 , ( )f x x g x x  ; 

в) xxf )( , 2( ) 3 15g x x x   ; 

г) 
2 2( ) , ( ) 2 31f x x g x x x    . 

32. Найдите линейную функцию, которая при х = 4 прини-

мает значение у = 7, а при х = 1 значение у = –5. 

33. Найдите значения коэффициентов k и b линейной функ-

ции y = kx + b, если известно, что ее график параллелен 

графику функции y = –2x + 3 и проходит через точку 

(1, –4). 

34. Найдите значения коэффициентов k и b линейной функ-

ции y = kx + b, если известно, что ее график перпендику-

лярен графику функции y = 4x – 3 и проходит через точ-

ку (–1, 5). 

35. а) Прямая 
5 1

18 3
y x   проходит через две точки с це-

лыми координатами: А(6; 2) и В(–12; –3). Есть ли на 

этой прямой еще точки с целыми координатами? 

б) Известно, что прямая y = kx + b проходит через две 

точки с целыми координатами. Есть ли на этой прямой 

еще точки с целыми координатами? 

в) Приведите пример линейной функции, график кото-

рой не проходит ни через одну точку с целыми коорди-

натами. 

г) Приведите пример линейной функции, график кото-

рой не проходит только через одну точку с целыми коор-

динатами. 
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36. Приведите примеры функций, отображающих отрезок 

[2; 3] на отрезок [4; 1]? 

37. Какая функция отображает отрезок [1; 2] на отрезок 

[1; 8] и отрезок [1; 3] на отрезок [1; 27]? 

38. Вершина параболы 
2y x bx c    находится в точке 

А(3; –1). Найдите b и с. 

39. Точки А(3; –4) и В(–1; 4) принадлежат графику квадра-

тичной функции 
2y x bx c   . Найдите b и с. 

40. Точки А(–2; 1), В(1; 3) и С(4; –9) принадлежат графику 

квадратичной функции 
2y ax bx c   . Найдите а, b и с. 

41. График какой функции получится, если параболу 2y x  

сначала сдвинуть по оси ОХ на 3 единицы вправо, а за-

тем растянуть от оси ОY в два раза? График какой 

функции получится, если эти преобразования выпол-

нить в обратном порядке? 

42. На сколько нужно сдвинуть график функции 
2 3 2y x x    

вдоль осей Оx и Оy, 

чтобы получить 

график функции 
2 1y x x   ? 

43. На рисунке изо-

бражены графики 

квадратичных функ-

ций 
2y x bx c   . 

Найдите b и с. 

44. На рисунке изображе-

ны графики квадра-

тичных функций 
2y ax bx c   . Найдите a, b и с. 
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45. Точки А(1; –1) и В(–3; –7) принадлежат графику гипер-

болы 
k

y b
x

  . Найдите k и b. 

46. Постройте графики функций: 

а) 2( 2) 3y x   ;          б) 2( 2) 5y x   ; 

в) 2( 4) 7y x    ;  г) 20,5( 2) 1y x   . 

47. Постройте графики функций: 

а) 272  xxy ;           б) 5,1102 2  xxy ; 

в) 642  xxy ;         г) 335,0 2  xxy ; 

д) 162  xxy  ;        е) 525,0 2  xxy . 

48. Постройте графики функций: 

а) 132  xy ;               б) 3104  xy ; 

в) xy  32 ;             г) 352  xy ; 

д) 42  xy ;            е) 923  xy . 

49. Постройте графики функций: 

а) 132  xy ;               б) 3104  xy ; 

в) xy  32 ;             г) 352  xy ; 

д) 42  xy ;            е) 923  xy . 

50. Постройте графики функций: 

а) 
3

14






x

x
y ;       б) 

2

52






x

x
y ;        в) 

4

53






x

x
y ; 

г) 
4

45






x

x
y ;       д) 

1

23






x

x
y ;        е) 

2

27






x

x
y . 

26. Постройте графики функций: 



 73 

а) 
2

2

4 3

1

x x
y

x

 



;            б) 

2

2

5 6

3 2

x x
y

x x

 


 
;  

51. в) 
2

27






x

x
y ;                   г) 

2

2

6

2

x x
y

x x

 


 
. 

52. Постройте графики функций: 

а)  2 1, 0
0,5 1, 0

x xy
x x
 
 

;          б) 2 5, 2
0,5 2, 2

x x
y

x x
 


 

; 

в) 4 , 1
4 , 1

x xy
x x

  
  

;            г)  3, 1
2 1, 1
x x

y
x x
 


 

; 

д) 2 4, 1
4 , 1
x xy

x x
 
 

 ;            е)  | |, 1
2, 1

x x
y

x x
 


  

. 

53. Постройте графики функций: 

а)  2
4, 0

4, 0

x x
y

x x

 


 
;             б)  2

3, 1

2 1, 1

x x
y

x x x

  


   
; 

в)  2
1 , 2

4 3, 2

x x
y

x x x

 


  
;     г) 

2 5 6, 1
1 , 1
x x xy

x x
   
  

; 

д) 
2

2
1 , 1

4 3, 1

x x
y

x x x

  
 

  
;     е) 

2

2
6 4, 1

2 1, 1

x x xy
x x x

    
 

   
. 

54. Постройте графики функций: 

а) 0,5 | 4 | 3y x   ;        б) 5 | 3 |y x   ; 

в) 5 2 | 1|y x   ;           г) 3| 1| 4y x   ; 

д) 0,5 | 2 | 1y x    ;     е) | 2 3 | 4y x   . 

55. Постройте графики функций: 

а) |107| 2  xxy ;        б) |6| 2  xxy ; 

в) |127| 2  xxy ;        г) |103| 2  xxy ; 

д) |82| 2  xxy ;          е) |43| 2  xxy . 

56. Постройте графики функций: 
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а) 4||22  xxy ;         б) 1||42  xxy ; 

в) 3||22  xxy ;        г) 1||62  xxy ; 

д) 4||82  xxy ;       е) 2||62  xxy . 

57. Постройте графики функций: 

а) |6||7| 2  xxy ;       б) |4||3| 2  xxy ; 

в) |5||6| 2  xxy ;        г) |8||2| 2  xxy ; 

д) |8||6| 2  xxy ;        е) |6||| 2  xxy . 

58. Постройте графики функций: 

а) 
6

1
| |

y
x

  ;       б) 
4

3
| |

y
x


  ;      в) 

2
1

| | 3
y

x
 


. 

59. Постройте графики функций: 

а) 123  xy ;                б) 65,0 32  xy ; 

в) 42 5,0  xy ;                г) 1)3(log2  xy ; 

д) )5(log 5,0  xy ;      е) 4)12(log3  xy . 

60. Постройте графики функций: 

а) 1 , 0

2 , 0x
x x

y
x

 



;             б) 

2

0,5 2, 2
log , 2

x x
y

x x
  




; 

в) 
2

7, 3

5, 3 2
1 , 2

x x

y x x
x x

  


    
 

;   г) 

2

0,5 , 1
2, 1 4

log , 4

x x
y x

x x

  
   



. 

61. Постройте графики функций:  

а) 
| |2 xy  ;             б) 42 |1|  xy ;            в) 

| | 12 3xy   ; 

г) |62| 3  xy ;                д) 
| || 2 4 |xy   .  

62. Постройте графики функций: 
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а) 2| log |y x ;         б) 0,5| log |y x ;         в) 2log | |y x ; 

г) |3|log1 2  xy ;         д) 2|)1(log| 2  xy ; 

е) 2|)1(log| 2  xy ;       ж) |3|log1 2  xy . 

63. Постройте графики функций: 

а) 3cos
3

x
y  ;             б) sin 2 1y x   ; 

д) 2
2

sin3 
x

y ;       е) 2cos3 3y x  ; 

ж) 2cos
2

x
y  ;            з) 

22sin 1y x  . 

64. Постройте графики функций: 

а) 3sin
2 4

x
y

 
  

 
;                 б) 










3

2
cos


xy  

в) 









3

2
2cos2


xy ;       г) 










4

3
3cos3


xy ; 

д) 









6
2sin4


xy ;          е) 










4
3sin2


xy ; 

ж) 









3

5
4cos5,1


xy ;      з) 










8

5

2
cos4

x
y . 

65. Постройте графики функций: 

а) sin | |y x ;        б) | sin |y x ;       в) | tg |y x ; 

г) 1|cos|2  xy ;             д) 2||sin4  xy . 

66. Постройте графики функций: 

а) | 4 | | 4 |y x x    ;            б) | 3 | | 3 |y x x    ; 

в) 2 | 4 | | 1|y x x    ;         г) | 1| 2 | 2 |y x x    ; 
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д) 2 | 2 | | 3 | 4y x x     ;   е) | 2 | 2 | 4 | 1y x x     . 

67. Постройте графики функций: 

а) | 2 | 5y x   ;                  б) 2 | 3| | 1|y x x    ; 

в) | 4 | | 4 |y x x    ;         г) | 1| 2 2y x    . 

68. Постройте графики функций: 

а) | |y x ;                             б) 2log2 xy  ; 

в) 
log 2xy x ;                            г) 2log | |

2
x

y  ; 

д) arcsin(sin )y x ;                 е) arccos(cos )y x . 

69. Постройте графики функций
3
: 

а) 2
1/ 2 2log ( 1) log ( 2 1)y x x x     ; 

б) 2
1/ 2 2log ( 1) log 4 8 4y x x x     ; 

в) 2
1/ 2 2

| 1|
log log ( 2 1)

4

x
y x x


    . 

70. Постройте графики функций: 

а) sin | sin |y x x  ;                б) 2 | sin | cosy x x  ; 

в) 
| sin |

cos

x
y

x
 ;                          г) | sin | 2siny x x  . 

71. Постройте графики функций: 

а) sin cosy x x  ;                 б) sin 3 cosy x x  . 

Указание. Примените формулу вспомогательного аргумента 

2 2sin cos sin( )a x b x a b x     , где угол  определяется из соотно-

шений 
2 2 2 2

sin , cos
b a

a b a b
  

 
. 

                                                 
3
 При построении графиков учитывайте свойства входящих в формулу 

функций, например, область определения логарифма или множество зна-

чений арксинуса. 
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§ 13. Историческая справка 

Аполлоний Пергский (262 до н.э.-190 до н.э.) – древ-

негреческий математик, один из трёх великих геометров ан-

тичности, живших в III веке до н.э. Аполлоний прославился в 

первую очередь монографией «Конические сечения», в кото-

рой дал общую теорию эллипса, параболы и гиперболы. 

Именно Аполлоний предложил общепринятые названия этих 

кривых. Он ввёл и другие математические термины, латин-

ские аналоги которых навсегда вошли в науку, в частности: 

асимптота, абсцисса, ордината, аппликата. 

Архимед (287 до н.э.-212 до н.э.) – древнегреческий 

математик, физик и инженер из Сиракуз. Сделал множество 

открытий в геометрии. Заложил основы механики, гидроста-

тики. Работы Архимеда относились почти ко всем областям 

математики того времени: ему принадлежат исследования по 

геометрии, арифметике, алгебре. Он развил учение о кониче-

ских сечениях, дал геометрический способ решения кубиче-

ских уравнений вида 
2 ( )x a x b  , корни которых он нахо-

дил с помощью пересечения параболы и гиперболы. Архи-

мед провёл и полное исследование этих уравнений. Однако 

главные математические достижения Архимеда касаются 

проблем, которые сейчас относят к области математического 

анализа. Архимед нашёл общий метод вычисления площадей 

или объёмов, использовав бесконечно малые величины. Идеи 

Архимеда легли впоследствии в основу интегрального ис-

числения. Огромное значение для развития математики име-

ло вычисленное Архимедом отношение длины окружности к 
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диаметру. В работе «Об измерении круга» Архимед дал своё 

знаменитое приближение для числа 
10 1

3 3
71 7

  . 

Cвое имя в историю математики вписали три поколения 

семьи Бернулли, но самыми известными из них стали два 

брата – Якоб и Иоганн, а также сын Иоганна – Даниил. 

Якоб Бернулли (Jakob Bernoulli) (1655-1705) – швей-

царский математик. Внес существенный вклад в разработку 

основ дифференциального и интегрального исчислений, ана-

литической геометрии, теории вероятностей и вариационно-

го исчисления. Решил проблему Лейбница о форме кривой, 

по которой точка опускается за равные промежутки времени 

на равные вертикальные отрезки (Лейбниц и Гюйгенс уже 

установили, что это полукубическая парабола, но лишь Якоб 

Бернулли доказал это средствами нового анализа, выведя и 

проинтегрировав дифференциальное уравнение). Якоб ис-

следовал также циклоиду, цепную линию, и особенно лога-

рифмическую спираль, его именем названа лемниската Бер-

нулли. Якоб Бернулли ввел значительную часть современных 

понятий теории вероятностей, доказал закон больших чисел 

(названный так позднее Пуассоном), составил таблицу фи-

гурных чисел, указал их свойства и на основании отмечен-

ных свойств нашел формулы для сумм степеней натуральных 

чисел. Имя Якоба носит важное в комбинаторике распреде-

ление Бернулли. В 1690 году Якоб Бернулли впервые опуб-

ликовал исследование сложного процента, в котором обос-

новал существование предельной выгоды, которую оценил 

как большую 2,5 но меньшую 3. Его главный труд «Искусст-
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во предположений» (Ars conjectandi), посвященный теории 

вероятностей, был опубликован лишь в 1713. 

Иоганн Бернулли (Johann Bernoulli) (1667-1748) – 

швейцарский математик, младший брат Якоба Бернулли. 

Математику изучал под руководством брата. Иоганн Бернул-

ли внес большой вклад в разработку дифференциального и 

интегрального исчислений (совместно с Лейбницем), теории 

дифференциальных уравнений, вариационного исчисления, 

геометрии и механики. Он вывел правило раскрытия неопре-

деленности (носящее имя Лопиталя), разработал методы ин-

тегрирования рациональных дробей, вычисления площадей 

плоских фигур, дал определение понятия функции как ана-

литического выражения, составленного из переменных и по-

стоянных величин. Иоганну принадлежит первое системати-

ческое изложение дифференциального и интегрального ис-

числений. Задача о брахистохроне (кривой, по которой мате-

риальная точка быстрее всего скатится из одной заданной 

точки в другую), предложенная Иоганном, дала толчок раз-

витию вариационного исчисления. Он поставил и другую 

классическую задачу вариационного исчисления о геодези-

ческих линиях, нашел их характерное геометрическое свой-

ство, а позднее вывел их дифференциальное уравнение. Од-

ним из учеников Иоганна был Леонард Эйлер. 

В честь Якоба и Иоганна Бернулли назван кратер на Луне. 

Даниил Бернулли (Daniel Bernoulli)(1700-1782) – 

швейцарский математик и физик, сын Иоганна Бернулли. 

Даниил опубликовал ряд исследований по теории вероятно-

стей, теории рядов, численным методам решения алгебраи-

ческих уравнений и дифференциальным уравнениям. Он 
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первым применил математический анализ к задачам теории 

вероятностей и математической статистики для решения ря-

да практически важных задач. В работе «Гидродинамика, 

или Записки о силах и движениях жидкостей» сформулиро-

вал основы механики жидкости, ввел понятия работы и ко-

эффициента полезного действия, сформулировал закон со-

хранения энергии, рассмотрел уравнение стационарного 

движения идеальной жидкости (уравнение Бернулли), изло-

жил идеи кинетической теории газов. Даниил ввёл понятие 

гармонического колебания, сформулировал принцип супер-

позиции колебаний. Даниила Бернулли считают, наряду с 

Д’Аламбером и Эйлером, основателем математической фи-

зики. 

Бернард Больцано (Bernard Bolzano) (1781-1842) – 

чешский математик, философ. Больцано первым выдвинул 

идею арифметической теории действительного числа, дал 

первый пример непрерывной функции, не имеющей произ-

водной, доказал возможность сколь угодно точного прибли-

жения многочленами произвольной функции, непрерывной 

на отрезке. Он явился предшественником Кантора в исследо-

вании бесконечных множеств. 

Христиан Гюйгенс ван Зейлихем (Christiaan Huygens) 

(1629–1695) – нидерландский механик, физик, математик, 

астроном и изобретатель. Один из основоположников теоре-

тической механики и теории вероятностей. Внёс значитель-

ный вклад в оптику, молекулярную физику, астрономию, 

геометрию, часовое дело. 

Рене Декарт (де’Карт, Renе Descartes 1596–1650) – 

французский математик, философ, механик и физик, созда-
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тель аналитической геометрии и современной алгебраиче-

ской символики. 

В 1637 году вышел в свет главный философско-матема-

тический труд Декарта «Рассуждение о методе, позволяю-

щем направлять свой разум и отыскивать истину в науках». 

В этой книге излагалась аналитическая геометрия, а в при-

ложениях – многочисленные результаты в алгебре, геомет-

рии, оптике (закон преломления света) и многое другое. Де-

карт переработал математическую символику Виета, с этого 

момента близкую к современной. 

Символическую алгебру Декарт называл «Всеобщей ма-

тематикой», и писал, что она должна объяснить «всё относя-

щееся к порядку и мере». 

Создание аналитической геометрии позволило перевести 

исследование геометрических свойств кривых и тел на ал-

гебраический язык, то есть анализировать уравнение кривой 

в некоторой системе координат. Достоинства нового метода 

были исключительно велики, и Декарт продемонстрировал 

их в той же книге. В приложении «Геометрии» были даны 

методы решения алгебраических уравнений (в том числе 

геометрические и механические), классификация алгебраи-

ческих кривых. Новый способ задания кривой – с помощью 

уравнения – был решающим шагом к понятию функции. Де-

карт формулирует «правило знаков» для определения числа 

положительных корней уравнения, хотя и не доказывает его. 

Декарт исследовал алгебраические функции (многочле-

ны), а также ряд «механических» (спирали, циклоида).  

Декартом сформулировал (хотя и не доказал) основную 

теорему алгебры «число вещественных и комплексных кор-
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ней многочлена равно его степени», хотя не рассматривал 

комплексные числа на равных правах с вещественными. 

Физические исследования Декарта относятся главным об-

разом к механике и оптике (законы распространения света, 

отражения и преломления, объяснение радуги.). 

Георг Кантор (Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor) 

(1845-1918) немецкий математик. Кантор заложил основы 

современной математики. Кантор известен, как создатель 

теории множеств. Он ввел понятие взаимно-однозначного 

соответствия между элементами множеств, дал определения 

бесконечного и вполне упорядоченного множеств, доказал, 

что действительных чисел «больше», чем натуральных, оп-

ределил понятия кардинальных и порядковых чисел и их 

арифметику. 

Алекси Клод Клеро (Alexis Claude Clairaut) (1713–

1765) – французский математик, механик и астроном. Клеро 

ввёл понятия криволинейного интеграла, полного дифферен-

циала функции нескольких независимых переменных. На 

примере одного дифференциального уравнения 1-го порядка 

(уравнение Клеро) ввел понятие общего и особого решений 

дифференциального уравнения 1-го порядка. Клеро разрабо-

тал теорию движения Луны, провел исследования фигуры 

Земли, доказав ряд фундаментальных для высшей геодезии 

теорем. Исследуя возмущения Солнца, Клеро пришел к вы-

воду, что любую четную функцию можно разложить в ряд. 

Он первым предложил формулу тригонометрической интер-

поляции функций, нашёл способ приближённого решения 

«задачи трёх тел». 

В честь учёного назван лунный кратер Clairaut. 



 83 

Готфрид Вильгельм Лейбниц (Gottfried Wilhelm von 

Leibniz) (1646-1716) – немецкий математик, физик, философ. 

Основной заслугой Лейбница в области математики является 

создание (вместе с Ньютоном) дифференциального и инте-

грального исчисления. Лейбниц дал определение дифферен-

циала и интеграла, вывел правила дифференцирования, по-

иска экстремумов и точек перегиба, показал взаимно-

обратный характер дифференцирования и интегрирования, 

вывел правила дифференцирования трансцендентных функ-

ций, положившие начало интегрированию рациональных 

дробей. Ему принадлежат термины «дифференциал», «диф-

ференциальное исчисление», «дифференциальное уравне-

ние», «функция», «переменная», «постоянная», «координа-

ты», «абсцисса», «алгоритм».  

Лейбниц сделал немало открытий и в других областях ма-

тематики: в комбинаторике, в алгебре (начала теории опре-

делителей), в геометрии. В работе «Об искусстве комбинато-

рики» Он предвосхитил некоторые моменты современной 

математической логики, выдвинул идею о применении в ло-

гике математической символики и построении логических 

исчислений, поставил задачу логического обоснования мате-

матики.  

Лейбниц сыграл важную роль в истории создания элек-

тронно-вычислительных машин: он предложил использовать 

для целей вычислительной математики бинарную систему 

счисления, писал о возможности машинного моделирования 

функций человеческого мозга.  

В языкознании Лейбницу принадлежит историческая тео-

рия происхождения языков, их генеалогическая классифика-
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ция. Им в основном создан немецкий философский и науч-

ный лексикон.  

По просьбе Петра I Лейбниц разработал проекты развития 

образования и государственного управления в России и про-

ект учреждения Петербургской академии наук. 

Николай Иванович Лобачевский (1792–1856) – рус-

ский математик, ректор Казанского университета. Основыва-

ясь на утверждении, что при определенных условиях пря-

мые, которые кажутся нам параллельными, могут пересе-

каться, Лобачевский пришел к выводу о возможности созда-

ния новой, непротиворечивой геометрии. В качестве альтер-

нативы аксиоме параллельности Евклида Лобачевский пред-

лагает другую аксиому: на плоскости через точку, не лежа-

щую на данной прямой, проходит более чем одна прямая, не 

пересекающая данную. Геометрия Лобачевского действует в 

пространстве близких к скорости света скоростей. Поскольку 

ее существование было невозможно представить в реальном 

мире, ученый назвал ее «воображаемой геометрией». Наибо-

лее полно геометрия Лобачевского изложена в работе «Но-

вые начала геометрии с полной теорией параллельных». Раз-

работанная Лобачевским новая геометрия не включает в себя 

евклидову геометрию, однако евклидова геометрия может 

быть из неё получена. 

Лобачевский вошел в историю математики не только как 

гениальный геометр, но и как автор фундаментальных работ 

в области алгебры, теории бесконечных рядов и приближен-

ного решения уравнений.  

Исаак Ньютон (Isaac Newton) (1642-1727) – англий-

ский физик, математик, механик и астроном, один из созда-
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телей классической физики. Автор фундаментального труда 

«Математические начала натуральной философии». Одно-

временно с Лейбницем разработал дифференциальное и ин-

тегральное исчисления, теорию цвета и многие другие мате-

матические и физические теории. В своей книге Ньютон ясно 

определил базовые понятия механики, сформулировал три 

закона механики. С работами Ньютона связана новая эпоха в 

физике и математике. Изложение принципов анализа Ньютон 

опубликовал в работе «О квадратуре кривых» (1704). Нью-

тон считал основным и общим методом анализа функций 

разложение в ряд. Он использовал ряды для вычисления таб-

лиц, решения уравнений (в том числе дифференциальных), 

исследования поведения функций. Ньютон сумел получить 

разложение для всех стандартных на тот момент функций. 

Большое внимание Ньютон уделял приближённому решению 

уравнений. Он не только достаточно полно разработал ана-

лиз, но и сделал попытку строго обосновать его принципы. 

В письме к Пардизу Ньютон сформулировал «золотое 

правило науки»: «Лучшим и наиболее безопасным методом 

должно быть сначала прилежное исследование свойств ве-

щей и установление этих свойств с помощью экспериментов, 

а затем постепенное продвижение к гипотезам, объясняю-

щим эти свойства. Гипотезы могут быть полезны лишь при 

объяснении свойств вещей, но нет необходимости взваливать 

на них обязанности определять эти свойства вне пределов, 

выявленных экспериментом… ведь можно изобрести множе-

ство гипотез, объясняющих любые новые трудности». 

Пьер Ферма (Pierre de Fermat)(1601-1665) – француз-

ский математик, один из создателей аналитической геомет-
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рии, математического анализа, теории вероятностей и теории 

чисел. По профессии юрист. Самое знаменитое его утвер-

ждение «Великая теорема Ферма»: «Для любого натурально-

го n > 2 уравнение a
n
 + b

n
 = c

n
 не имеет решения в натураль-

ных числах». Ферма разработал методы отыскания максиму-

мов и минимумов, правила дифференцирования и интегри-

рования степеней с дробными показателями, дал классифи-

кацию кривых в зависимости от порядка их уравнения. Неза-

висимо от Паскаля Ферма разработал основы теории вероят-

ностей. Именно с переписки Ферма и Паскаля отсчитывает 

свою историю эта наука. 

Оливер Хевисайд (Oliver Heaviside) (1850-1925) – анг-

лийский инженер, математик и физик. Впервые применил 

комплексные числа для изучения электрических цепей, раз-

работал понятие вектора и векторный анализ, создал опера-

торный метод для решения линейных дифференциальных 

уравнений. Хевисайд ввёл функцию, названную его именем и 

используемую для моделирования электрического тока в це-

пи. Важным вкладом Хевисайда в математику стало создание 

операционного исчисления. Операционное исчисление полу-

чило широкое применение при решении целого ряда задач в 

различных областях физики: в теории теплопроводности и 

диффузии, при изучении электрических цепей и линий связи, 

в задачах распространения радиоволн. 

Леонард Эйлер (Leonhard Euler) – швейцарский, не-

мецкий и российский математик и механик, внёсший фунда-

ментальный вклад в развитие этих наук. С точки зрения ма-

тематики, XVIII век – это век Эйлера. Эйлер оставил важ-

нейшие труды по самым различным отраслям математики, 
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механики, физики, астрономии и по ряду прикладных наук, 

он создал несколько новых математических дисциплин – 

теорию чисел, вариационное исчисление, теорию комплекс-

ных функций, дифференциальную геометрию. Эйлер внёс 

существенный вклад в теорию и методы приближенных вы-

числений. В его работах используются математическая сим-

волика, сохранившаяся до наших дней. Эйлер – автор более 

чем 850 работ (включая два десятка фундаментальных моно-

графий). Почти полжизни Эйлер провёл в России и внёс су-

щественный вклад в становление российской науки. 
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