
Министерство образования и науки РФ 

 

Федеральное государственное бюджетное образовательное 

учреждение высшего профессионального образования 

Томский государственный университет систем управления и 

радиоэлектроники (ТУСУР) 

 

Кафедра экономической математики, информатики и статистики 

 

 

 

 

И.Г. БОРОВСКОЙ 

 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 

 

Учебно-методическое пособие 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Томск-2017 

  



2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Боровской И.Г. 

Численные методы. Учебно-методическое пособие для студентов 

направления 09.04.02 - Информационные системы и технологии 

(Управление проектами в информационных системах) / И.Г. Боровской. – 

Томск: ТУСУР, 2017. – 109 с. 

 

Учебно-методическое пособие разработано в соответствии с 

решением кафедры экономической математики, информатики и 

статистики для студентов магистерской подготовки направления 09.04.02 - 

Информационные системы и технологии (Управление проектами в 

информационных системах) 

 

 

Составитель: профессор И.Г. Боровской 

 

Учебно-методическое пособие утверждено на заседании кафедры 

экономической математики, информатики и статистики 20 октября 2017 г., 

протокол № 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

© ТУСУР, каф. ЭМИС 

© Боровской И.Г. 

  



3 

 

СОДЕРЖАНИЕ 

Стр 

Введение..................................................................................................................   5 

1. Численное решение нелинейных уравнений ..................................................   6 

1.1 Постановка задачи. Основные этапы решения .........................................   6 

1.2 Метод дихотомии и метод простой итерации ........................................... 10 

1.3. Метод Ньютона и его модификации ......................................................... 12 

2. Численное решение систем линейных алгебраических уравнений .............. 19 

2.1. Норма матрицы. Обусловленность систем линейных 

алгебраических уравнений........................................................................ 19 

2.2. Метод Гаусса ............................................................................................... 23 

2.3. Метод прогонки .......................................................................................... 26 

2.4. Метод Якоби ................................................................................................ 27 

2.5. Метод Зейделя ............................................................................................. 31 

2.6. Двухслойные итерационные методы ........................................................ 35 

3. Численное решение  систем нелинейных  уравнений .................................... 41  

3.1. Метод простой итерации ............................................................................ 42 

3.2. Метод Ньютона для решения системы нелинейных уравнений ............ 43 

3.3. Модификации метода Ньютона для решения системы нелинейных 

уравнений ................................................................................................... 46  

3.4. Методы спуска для решения системы нелинейных уравнений ............. 47 

4. Приближение функций ...................................................................................... 52 

4.1. Интерполирование полиномами. Полином Лагранжа ............................ 52 

4.2. Интерполяция с кратными узлами. Полином Эрмита ............................ 55 

4.3. Конечные разности. Интерполяционный полином 

Ньютона для равноотстоящих узлов ....................................................... 56 

4.4. Минимизация оценки погрешности интерполяции. 

Многочлены Чебышева ............................................................................. 58  

4.5. Интерполяция сплайнами .......................................................................... 60 

4.6. Метод наименьших квадратов ................................................................... 62 

5. Численное интегрирование ............................................................................... 67 

5.1. Простейшие квадратурные формулы. 

Формула прямоугольников, трапеции и формула Симпсона ............... 67 

5.2. Оценка погрешности квадратурных формул 

прямоугольников, трапеции и формулы Симпсона ............................... 70 

5.3. Квадратурные формулы интерполяционного типа ................................. 72  

5.4. Квадратурные формулы Гаусса. Полиномы Лежандра .......................... 74 

5.5. Апостериорные оценки погрешности ....................................................... 77 

5.6. Построение первообразной с помощью численного интегрирования .. 79  

  



4 

 

6. Численные методы решения задачи Коши для обыкновенных 

дифференциальных уравнений ......................................................................... 81 

6.1. Разностная аппроксимация производных ................................................ 81 

6.2. Метод Эйлера .............................................................................................. 83 

6.3. Метод Рунге-Кутты .................................................................................... 86 

6.4. Метод Адамса .............................................................................................. 90 

6.5. Устойчивость численных методов решения задачи Коши ..................... 92 

6.6. Понятие о жестких задачах ........................................................................ 96 

7. Разностные методы решения уравнения теплопроводности ......................... 97 

7.1. Разностные схемы для одномерного уравнения теплопроводности ..... 98  

   

  

  7.2. Устойчивость разностных схем.................................................................100 
8. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ..............................................................103

    Библиографический список .............................................................................108
 

 

 

  



5 

 

ВВЕДЕНИЕ 

 

Дисциплина «Численные методы» относится к математическому и 

естественно-научному циклу (вариативная часть) дисциплин,  задачей 

которой является формирование у студентов теоретических знаний и 

практических навыков в использовании численных методов при решении 

задач поиска нулей функций одной переменной, решения систем 

линейных и нелинейных уравнений, вычисления собственных чисел и 

собственных векторов матриц, обращения матриц, интерполирования  

функций, численного дифференцирования и интегрирования функций, 

решения дифференциальных и интегральных уравнений. 

Предметом изучения в рассматриваемой дисциплине являются 

модели  и алгоритмы численного решения прикладных задач из различных 

областей науки и техники. 

Целью дисциплины является изучение теоретических методов и 

освоение практических навыков в использовании численных методов при 

решении различных прикладных задач. 

 

Требования к результатам освоения дисциплины 

Процесс изучения дисциплины «Численные методы» направлен на 

формирование компетенции ОПК-6: способность анализировать профес-

сиональную информацию, выделять в ней главное, структурировать, 

оформлять и представлять в виде аналитических обзоров с обоснованными 

выводами и рекомендациями. 

В результате освоения содержания дисциплины «Численные 

методы» студент должен: 

Знать 

 особенности математических вычислений, реализуемых на ЭВМ; 

 теоретические основы численных методов, устойчивость и 

сложность алгоритма; 

 численные методы линейной алгебры; 

 решение нелинейных уравнений и систем; 

 численное интегрирование и дифференцирование; 

 методы приближения функции; 

 методы решения дифференциальных уравнений; 

 методы решения интегральных уравнений; 

Уметь 

 строить алгоритмы реализации численных методов решения 

прикладных программ; 

 разрабатывать программы, реализующие численные методы. 

Владеть 

 навыками применения базового инструментария численных методов 

для решения прикладных задач; 

 методикой построения, анализа и применения численных моделей в 

профессиональной деятельности. 



 

 

  

 

 

 

    

 

    

 

 
 
   

 

  

   

 

        

 

    

 

  

  

   

     
 
         
     

             Существует множество   классов уравнений   — алгебраические, 
трансцендентные,   дифференциальные,  интегральные,   функциональные, 

операторные и проч. Конечно, предпочтительными являются аналитические 
методы решения,  позволяющие получить  его  в  виде формулы.  Примеры 
уравнений,    позволяющих получать    аналитические   решения,    хорошо 
известны студентам, например, из курса высшей математики.

              Из   алгебраических это линейные и  квадратные  уравнения,   из 
трансцендентных   — простейшие   показательные,   логарифмические   и 
тригонометрические уравнения. Простейшие дифференциальные уравнения 
— с разделяющимися переменными,  линейные, однородные и некоторые 
другие — также позволяют получать аналитические решения. При изучении 
других классов уравнений,   например,  интегральных,  удается   выделить 
некоторые простейшие их разновидности,   которые,   с   известными 
оговорками,    решаются аналитически.    Тем не менее  подавляющее 
большинство   уравнений,  встречающихся в  приложениях,  не могут быть 
решены аналитически.

            Численные   методы   решения  уравнений  являются  гораздо  более 
мощными,  нежели  аналитические.  Они тоже не всемогущи, но в  умелых 
руках   численные    методы    позволяют   получать   решения   множества 
уравнений, совершенно недоступных для аналитическихметодов. При этом 
надо заметить, что указанная недоступность может быть обусловлена двумя 
обстоятельствами: недостаточным уровнем  математического  образования 
того, кто решает уравнение,  и принципиальной невозможностью решения.

  Рассмотрим нелинейное уравнение f (x) = 0.  Корнем  уравнения  на- 
назвается такое число с, что f (c) = 0. Корень будет простым, если f '(c) = 0,
и   кратным   порядка   m,   если   f (k)(c) = 0,   k = 1,2, ..., m-1.   Графически 
простой корень соответствует точке пересечения графика функции y=f (x) с 

осью Оx под ненулевым углом, а кратный корень соответствует точке пе- 
ресечения под нулевым углом (рис. 1).

  Решение задачи отыскания корней нелинейного уравнения осуще- 
ствляется в два этапа. Первый этап – этап отделения корней, второй – этап

итерационного уточнения корней.

       

     

 
   
  

1. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

1.1 Постановка задачи. Основные этапы решения
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В большинстве случаев отделение корней можно провести графи-

чески. В сомнительных случаях графическое отделение корней необхо-

димо подкрепить вычислениями. При этом используются очевидные по-

ложения: 

1)  если непрерывная функция принимает на концах отрезка a,b
 

 

значения разных знаков (т. е. 0)()(  bfaf ), то уравнение имеет на этом 

отрезке, по крайней мере, один корень; 

2)  если же непрерывная функция к тому же строго монотонна, то ко-

рень на отрезке единственный. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Будем считать, что входными данными для вычисления корня с яв-

ляются значения )(xf  в окрестности корня. Погрешности в значениях 

)(
*

xf  могут быть связаны с неизбежными ошибками округления и с ис-

пользованием для вычисления )(
*

xf  приближенных методов. 

y 

x 

0 

1с  2с  3с  
4с  

Рис. 1 

y 

x 

с  с  
 

0 
(          ) 

 

Рис. 2 
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Пусть в окрестности корня  )()(
*

xfxf . Как видно на рис. 2, 

найдется окрестность корня с,   cc , , в которой выполняется нера-

венство )(xf . Будем называть этот интервал радиуса   интервалом 

неопределенности корня с. Оценим величину . 

Из приближенного равенства ))(())(()()( cxcfcxcfcfxf   

следует  ))(( cxcf , откуда получаем  

)()( cf
cx

cf
c









 . 

 

Следовательно, 
)(cf 


  и 

)(

1

cf
v


  – абсолютное число обуслов-

ленности. 

Для корня кратности m в силу формулы Тейлора справедливо при-

ближенное равенство   

m
m

cx
m

cf
xf )(

!

)(
)(

)(

 . 

 

Следовательно, m

m
cf

m /1

)(
)

)(

!
(


 , что свидетельствует о плохой обу-

словленности задачи вычисления кратных корней уравнения. 

В условиях неопределенности, вызванных приближенным заданием 

функции, любое значение из интервала неопределенности корня может 

быть принято за решение уравнения. 
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
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n
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 f

 
(x)

 
 

меняет  знак,  и,  продолжая  процесс  половинного  деления  дальше,  можно 
дойти до сколь угодно малого отрезка, содержащего корень уравнения.

, на котором функция 
.

Выбирая в каждом случае отрезок 
меняет знак на отрезке 

;

2) функция 
меняет знак на отрезке 

, то возможны два 
случая:

1) функция 

пополам в точке d = (a+b)/2. Если 
непрерывная  функция  на  данном  отрезке.  Разделим

отрезок 

имеет  единственное  ре- 
шение,  причем 

на  отрезке 

1.2 Метод дихотомии и метод простой итерации

  Пусть  уравнение 
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Середина n-го отрезка – точка 2/)( nnn bax   дает приближение 

корню с 
1

2/)(2/)(



n

nnn ababcx . 
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
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
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
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
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
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
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
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25
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
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
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
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
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 
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(1.2)

  Рис. 3, 4  иллюстрируют  случаи,  когда  итерационная  последователь- 
ность  сходится   при  произвольном  начальном  приближении.  Напротив, 
рис.  5,  6  показывают,  что  итерационная  последовательность  расходится 
при любом начальном приближении.

(итерационную  последовательность), 
определенную

с помощью рекуррентной формулы

далее  будем  называть  итерационной  функцией.  Вы-

берем приближенное  значение  корня x0 и  будем  строить  последователь- 
ность  чисел 

(1.1)

Функцию 

к следующему виду:

  

.

Чтобы  применить  метод  простой  итерации  необходимо  преобразо-

вать уравнение 

за при- 
ближение к корню с заданной точностью 

, поэтому можно принять 
выполнено  условие

  

и т. д.

Для  отрезка 

пополам,

при этом d = 0,625 и следующий отрезок, на котором функция меняет знак, 
есть 

Делим отрезок

. Делим отрезок пополам, при этом d = 1,25, и получаем сле- 
дующий отрезок 

(52 – cos5  >  0,  02 – cos0  <  0), тогда d =  (a + b)/2 = 
= 2,5. Следующий  отрезок,  на  котором  функция  меняет  знак,  есть

  

не  является  кор-

нем  уравнения,  то исходное  уравнение имеет четное  число симметричных 
корней.

  Пусть 

– четная, и Так  как  функция 

методом  би- 
секций с точностью 

.

  Пример 1 .      Вычислить  корень  уравнения 

за  приближение  к  корню  с  точно- 
стью 

.

  Можно  принять 

Критерием окончания итерационного процесса служит неравенство
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 
 

 -окрестности  корня с условию  Липшица  с  константой L,

удовлетворяет 
в некоторой 

Теорема о сходимости итерационной последовательности.

Пусть с – корень  уравнения  (1.1)  и  пусть  функция 

0
 


 
L

 


 
1  

1212
)()( xxLxx       ccxx ,, 12 . 

 


 

-окрестности  корня  итерационная  последовательность  не  выхо- 
дит  из  этой  окрестности,  сходится  к  корню  уравнения  (1.1)  и  имеет  место 
следующая оценка погрешности:

Тогда  независимо  от  выбора  начального  приближения x0 из  ука-

занной 

 

 

x
n
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   . (1.3) 
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Рис. 3 Рис. 4 
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Рис. 6 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ).(
01
xx   При этом будем иметь 

 

 LcxLсxcx 001 )()( . 

 

Продолжим построение итерационной последовательности. Вы-

числим ).( 12 xx    

При этом 


2

112 )()( LcxLсxcx . 
 

По индукции легко показать, что все последующие итерации не вы-

водят последовательность  
n

x  из  -окрестности корня с и удовлетворяют 

неравенствам 


nn

n LcxLcx 0 . 

 

Откуда следует, что 

cxn
n




lim . 

 

Замечание 1. Условие Липшица с константой L < 1 будет заведомо 

обеспечиваться, если предположить, что )(x  на   cc ,  имеет не-

прерывную производную и 1)(  qx . В этом случае L = q. 
 

Выведем апостериорную оценку погрешности, пригодную для прак-

тического применения в качестве критерия окончания. 

Пусть 1)(  qx . Из формулы конечных приращений Лагранжа, по-

лучаем 

 

))(())(())(()()( 111 cxxxcxcxcx nnnnnnnnn   , 

 

где n  находится между с и 1nx  . 

Откуда 

11
1)(1

)(
 







 nnnn

n

n
n xx

q

q
xxcx . 

 

Если значение q известно, то вычисление корня с точностью   сле-

дует вести до выполнения неравенства 


1
1

nn xx
q

q
 или равносиль-

ного ему неравенства 




 
q

q
xx nn

1
1 . (1.4) 
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 f

 
(

 
x)

 


 
0

 
 x

 


 
(

 
x).   

 
 

x

 


 
x

 


 
mf

 
(

 
x)

 
    (

 
x)

 


 
x

 


 
mf

 
(x).

  

 

 

 


 

  -окрестности  корня с выполнялось  неравенство

Для  выполнения  условий  теоремы  1.1,  достаточно  подобрать m так, 
чтобы в 

, или 

Для этого положим

к виду 
  Чтобы  применить  метод  простой  итерации, необходимо  преобразо- 

вать уравнение 

 

.1)(1)(  xfmx  

 

 

  

 

f

 
(

 
x)

 


 
0

 

 

из простых геометрических соображений. Иллюстрация 
метода приведена на рис. 7.

1.3. Метод Ньютона и его модификации

Выведем  расчетную  формулу  метода  для  решения  нелинейного

уравнения 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Пусть x0 – заданное начальное приближение к корню с. В точке 

М0(x0, f(x0)) проведем касательную к графику функции )(xfy   и за новое 

приближение x1 примем абсциссу точки пересечения этой касательной 

с осью Оx. За приближение x2 примем абсциссу точки пересечения с осью 

Оx касательной, проведенной к графику функции в точке М1(x1, f(x1)). Про-

должая этот процесс далее, получим последовательность  nx  приближе-

ний метода Ньютона к корню с. 

Уравнение касательной к графику функции )(xfy   в точке 

( , ( ))n n nM x f x  имеет вид 

 

))(()( nnn xxxfxfy  . 

Рис. 7 

y 

x 

y = f(x) 

0 

x3 x2 x1 x0 

с  

M2 

M1 

M0 
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Полагая в уравнении касательной y = 0, получим расчетную формулу 

для 1nx  метода Ньютона: 

)(

)(
1

n

n

nn
xf

xf
xx





,   n

 


 
0.

 
 (1.5)  

 

     

f

 
(

 
x)

 


 
0

 

 

  

  
 

 

 
 

  

 

-окрестность корня с, что  при 
произвольном выборе начального приближения x0 из этой окрестности 

итерационная  последовательность  метода  Ньютона  не  выходит  за 
пределы  этой окрестности и сходится к корню с.

дважды непрерывно дифференцируема.

Тогда  найдется  такая малая 

, в некоторой окрестности которого функция 
Теорема  о   сходимости  метода   Ньютона.   Пусть с – простой ко-

рень уравнения 

  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0)(  mxf , Mxf  )( ,  bax , . 

Уравнение f

 
(

 
x)

 


 
0

 
 на отрезке a,b

 
 эквивалентно уравнению ),(xx   где 

.
)(

)(
)(

xf

xf
xx


  Вычислим и оценим производную функции )(x : 

 

,
)(

)()(

)(

)()()(
1)(

22

2

xf

xfxf

xf

xfxfxf
x









  

.
)(

)(
2

m

Mxf
x   

 

Поскольку функция )(xf  непрерывна и 0)( cf , то найдется малая 

 -окрестность корня с, что будет выполняться неравенство 
 

M

m
xfcfxf

2
)()()(

2

 . 

 

 
 

(

 
x)

 


 
1/

 
2,

 
   x

 


 
c

 


 
,

 
c

 


 
  

 


 

 

 

-окрест- 
ности корня с.

  Выведем апостериорную оценку погрешности,пригодную для прак- 
тического применения в качестве критерия окончания  метода Ньютона.

.

  Это означает, что выполнены условия теоремы 1.1 в малой 

Учитывая это, получаем окончательную оценку производной:

 

Поскольку ,2/1)(  qx  то 1
1




q

q
 и  из  оценки  (1.4)  для метода

 

   
 

xn
 

 
xn1

 

 


 
 . (1.6)

простой итерации  следует,  что  в  качестве  критерия  окончания метода

Ньютона можно использовать простую оценку
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Замечание 2. Практическое применение метода Ньютона имеет две 

существенные трудности. Одна из них состоит в необходимости вы-

числения производной )(xf  . Вторая трудность состоит в том, что для схо-

димости необходимо выбирать хорошее начальное приближение, по-

падающее в малую  -окрестность корня. 

Неудачный выбор начального приближения может дать расходя-

щуюся последовательность (рис. 8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Замечание 3. Метод Ньютона сходится с квадратичной скоростью 
2

x
 


 

с
 


 

С
 

x
 


 

сn
 

1
 

n
  

 

  0,

 
1

 
 найти приближенное значение уравне-

.

Пример 2 .    На отрезке 
f

 
(

 
x)

 


 
x

 


 
cos

 
x

 


 
0

 
  методом Ньютона.

Рекуррентная формула (1.5) в данном случае принимает вид

ния 
 

 

.
sin1

1

n

nn
nn

x
xx




x

 



 

cos

 

x
 

 

Выберем в  качестве первого приближения 0 0,5.x    

Тогда  

.157390851332,0

;157390851332,0

;217390851339,0

;507391416661,0

;067552224171,0

5

4

3

2

1











x

x

x

x

x

 

 

Приведенный пример показывает очень высокую скорость сходи-

мости метода Ньютона. 

Рис. 8 

x3 x2 

y 

x 

0 

x1 x0 с  
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 2
 

 
2

f
 

(
 

x)
 


 

x
 


 

2
 


 

0
 

 .

Рекуррентная формула (1.5) в данном случае принимает вид

уравнения 
как  задачу  решения  методом  НьютонаПример 3 . Вычислить 

 
 

.
2

1

n

n
nn

x
xx 

2
x

 


 
2

 

 

Выберем в качестве первого приближения .20 x   

Тогда  

1

2

3

1,5;

0,416666;

0,414216.

x

x

x







 

 

Третья итерация определяет 2
 

 с абсолютной погрешностью 


 


 
2

 


 
x

 


 
0

 
000002

3
 ,
 

.  

Замена в формуле (1.5) метода Ньютона производной приближением

nn

nn

n
xx

xfxf
xf










1

1
)()(

)(  приводит к расчетной формуле метода секущих: 

 

)(
)()( 1

1
1 n

nn

nn
nn xf

xfxf

xx
xx









    n

 


 
0.

 
 (1.7),  

 

  2  
x

 


 
cos

 
x

 
 


 


 
0,00001

 
. 

2
f

 
(

 
x)

 


 
x

 


 
cos

 
x

 
 , то формула (1.7) примет видТак как 

методом секу- 
щих с точностью 

Пример 4 .    Вычислить  корень  уравнения 

 

 

)cos(
)cos()cos(

2

2
1

2
1

1
1 nn

nnnn

nn
nn xx

xxxx

xx
xx 









 . 

 

Положим ,50 x 101 x , тогда по формуле метода секущих последо-

вательно вычисляем 

376547,32 x ; 

450130,23 x ; 

………........... 

824190,08 x ; 

824132,09 x ; 

824132,010 x . 
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Критерий окончания итераций  910 xx  выполнен, поэтому мож-

но принять 82413,010 x  за приближение к корню с заданной точностью  . 

Метод секущих является двухшаговым (необходимо задать две на-

чальные точки x0  и  x1  из окрестности решения уравнения) и обладает ло-

кальной сходимостью. Геометрическая иллюстрация метода секущих при-

ведена на рис. 9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

nn

nn
n

xz

xfzf
xf






)()(
)( ,  где )( nnn xfxz  , приводит к расчетной форму-

ле метода Стеффенсена: 

 

)(
)())((

)(
1 n

nnn

n
nn xf

xfxfxf

xf
xx


 , n

 


 
0.

 
 (1.8) 

 

  
3

  
x

 


 
cos(

 
x

 
/

 
2)

 
 


 


 
0,00001

 
. 

 
3

f
 

(
 

x)
 


 

x
 


 

cos(
 

x
 

/
 

2)
 

 

 

,

то формула (1.8) примет вид

Так как

методом 
Стеффенсена с точностью 

Пример 5 .    Вычислить  корень  уравнения 

 
 

1 3
,

( ( )) cos(( ( )) / 2) ( ( ))
n n

n n n n n

x x
x f x x f x f x

  
   

2
(

 
f

 
(

 
xn

 
))

 

3
( ) cos( / 2).n n nf x x x   

Рис. 9

Замена в формуле (1.5) метода Ньютона производной приближением

 

с  x4   x0 

y 

x 

0 

x3 x2 x1 

M2 

M1 

M0 

M3 
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Пусть ,30 x  тогда 

972924,21 x , 

945241,22 x , 

916919,23 x , 

………........... 

,961912,038 x  

,960759,039 x  

960753,040 x . 

 

Критерий окончания итераций 40 39x x    выполнен, поэтому 

можно принять 96075,040 x  за приближение к корню с заданной точно-

стью  . 

Для вычисления корня уравнения кратности m используют следующую 

модификацию метода Ньютона, сохраняющую квадратичную скорость сходи-

мости:  

1

( )

( )

n
n n

n

f x
x x m

f x
  


, n

 


 
0.

 
 (1.9) 

 

Замена в формуле (1.5) метода Ньютона производной приближением

( ) ( )
( ) n

n

n

f d f x
f x

d x


 


, где d – фиксированная точка из окрестности просто-

го корня, приводит к расчетной формуле метода ложного положения: 
 

( ) ( )

n
nnn

n

d x

f d f x





x

 
1

 


 
x

 


 
f

 
(

 
x

 
)

 
n

 


 
0.

 
 (1.10),  

 

Метод ложного положения имеет линейную сходимость 

1n nx с С x с    .   

Геометрическая иллюстрация метода приведена на рис. 10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Рис. 10 

M1 

с    x0 

y 

x 

0 x2 x1 

M2 M0 

d 

М 
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  2
x

 


 
cos

 
x

 
 


 


 
0,00001

 
.

 
 

2
f

 
(

 
x)

 


 
x

 


 
cos

 
x  

  d
 


 
4

 

 f

 
(d

 
)

 


 
16,6536

 
  и формула (1.10) примет вид

,  то- 
гда 
в качестве  фиксированной  точки  из  окрестности  корня выберем 

Для  функции ного  положения  с  точностью 
методом  лож-Пример 6 .    Вычислить  корень  уравнения 

 

 

)cos(
)cos(6536,16

4 2

21 nn

nn

n
nn xx

xx

x
xx 




 . 

 

Положим ,50 x  тогда по формуле метода ложного положения по-

следовательно вычисляем 

 

;9934482,11 x  

;260336,12 x  

;031664,13 x  

…………….. 

;824201,016 x  

;824170,017 x  

.824153,018 x  

 

Критерий окончания итераций 18 17x x    выполнен, поэтому мож-

но принять 18 0,82415x   за приближение к корню с заданной точностью  . 

Для вычисления корня с точностью 00001,0  методом ложного положе-

ния потребовалось на 10 итераций больше, чем при вычислении методом 

секущих. 
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2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

2.1. Норма матрицы. Обусловленность систем

линейных алгебраических уравнений

  Рассмотрим задачу  определения  решения системы линейных  ал- 
гебраических уравнений (СЛАУ), в которой число неизвестных равно числу 
уравнений: 

21 2 22 2 2 2

1 2 2 2

... ,

...............................................

... .

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

   

   

a
 

x
 


 

a
 

x
 


 


 

a
 

x
 


 

b11
 

1
 

12
 

2
 

...
 1n
 

n
 

1,

 (2.1) 

 

 

 

   

   

   

Ax 
 b   

 

    

         

 

 

 

     

 

    
  
           
         
      

       
 

            

, (2.2)

где A – невырожденная матрица коэффициентов;
b – вектор-столбец свободных членов.

  В приложениях часто встречаются матрицы, в которых число нену- 
левых элементов много меньше общего числа элементов. Такие матрицы 
называются разреженными. Напротив, матрицы общего вида называют 

плотными. В частности, к разряженным относятся диагональные, трех-
диагональные матрицы.
          Говорят,  что  в  Rn  задана  норма,  если  каждому  вектору  x  из  Rn 
поставлено  вещественное  число  x  ,  называемое  нормой  вектора  x  и  
обладающая следующими свойствами: 

В матричной форме записи эта система принимает вид

  

 

1) >0, причем x  = 0, тогда и только тогда, когда x = 0; 

2) xx  , для любого вектора x и любого числа  ; 

3) yxyx  , для любых векторов x и y. 

В вычислительных методах наиболее употребительными являются 

следующие нормы: 
 

1
1

,x
i n

i

i

x




    

1 2

2

2
1

/

x
i n

i

i

x




 
  
 
 ,   

1
maxx i

i n
x

  
 . (2.3) 
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Указанные нормы являются частными случаями более общей нормы: 

 
p

pni

i
ip

x

/1

1













 





x , 

 

соответственно при  p = 1,  p = 2,  p = .  
 

Замечание 1. Справедливы неравенства 
 


 xxxx m

12
, 

 

указывающие на то, что все три нормы эквивалентны. Норму 
2

x  назы-

вают евклидовой (
2

x x
Е

 ). 
 

Введем абсолютную и относительную погрешность вектора x* с по-

мощью формул 

*

 

*

 

(x

 
)

 


 
x

 


 
x
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 (2.4),  

 

Введем величину 

 

,max
0 x

x

x

A
A


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1
max

x
xA A


 ,

 

 (2.5) 

 

которую принято называть нормой матрицы А, подчиненной норме век-

тора .  

Известно, что нормам ,
1

x  ,
2

x  


x  подчинены нормы
1

A , ,
2

A  


A , вычисляемые по формулам: 

 

1 1
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1
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ij
i n

j

A a



  


  , (2.6)  

 

где ( )
T

j A A  – собственные числа матрицы AA
T . 
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Замечание 2. Для оценки нормы 
2

A  можно использовать неравен-

ство 

2

2 1
, 1

max ( )
n

T
j ij Ej n

j i

A A A a A
 



    . 

 

Норма A  имеет простую геометрическую интерпретацию. Если 

   

  

 

рассматривать матрицу А, как матрицу линейного преобразования, которое 
переводит  вектор x в  новый  вектор y = Ax,  то  норма  матрицы  есть  макси- 
мальный  коэффициент  растяжения  вектора x под  действием  матрицы А. 
Из формулы (2.5) следует 
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показывает,  насколько  правая  часть  системы
*отличается от левой, если в нее подставить приближенное решение x .

  Из  формул  (2.8),  (2.7)  находим  оценку  абсолютной  погрешности  ре- 
шения через невязку:

Невязка 

. (2.8)    

, тогдаПусть x решение уравнения * 
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Замечая, что rb  )(
*

,  из (2.9) имеем 
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Учитывая, что xAAxb   и (2.4), получаем оценку для относи-

тельной погрешности решения СЛАУ: 
 

*

 

1

 

*
(x

 
)

 


 
A

 


 
A


 

(b

 
)

 

  

 

Число cond(A) = 
1

A

 


 
A


 

  называется числом  обусловленности мат-

. (2.10)

рицы А. Чем больше cond(A), тем резче решение системы реагирует на 

возмущение правой части. Поэтому матрицы с большим числом обу-

словленности и соответствующие им СЛАУ называют плохо обуслов-

ленными. 
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min
 ;, или , 

по 
модулю характеристическому числу матрицы А.

Тогда

и  минимальному 

  Расчет  нормы  матрицы  непосредственно  по  формуле  (2.5)  доста- 
точно сложен. Выведем оценку числа обусловленности через собственные 
характеристические числа матрицы. Пусть y, z – собственные вектора мат- 
рицы А,  соответствующие  максимальному 

 

 

2222max yyy  AA ,   2
2

1

min22

1
/ zzz


 AA . 

 

Откуда   max2
A ,   min

2

1
/1 


A ,   

и                            cond(A) = 
2

A minmax
2

1
/ 


A .                        (2.11) 

 

Замечания:  

3. Если матрица А симметричная, то все ее характеристические зна-

чения вещественны, причем maxA , min
2

1
/1 


A  и для таких мат-

риц  cond(A) = minmax /  .    

4. Если матрица А симметричная и положительная ( 0),( xxA , при 

всех 0x ), то все ее характеристические значения вещественны и положи-

тельны, ,maxA   min
2

1
/1 


A  и для таких матриц cond(A) = ./ minmax     

 

5. Число обусловленности тем больше, чем больше разброс ха-

рактеристических чисел матрицы А, поэтому с увеличением размера матри-

цы, ее число обусловленности имеет тенденцию к ухудшению.   
 

  Пример 1 . Рассмотрим систему уравнений  
1 2

1 2

2 4 6,

4 9 13.

x x

x x

 


 
 

Легко проверить, что ее решение ,1
1
x .1

2
x  

Матрица 









94

42
А  симметричная и положительная, т. к. ее главные 

миноры положительные (критерий Сильвестра). Ее характеристические 

значения  81507,101   и  184927,02  ; cond(A) = minmax / = 58,482915, 

что говорит о плохой обусловленности матрицы А.  

Изменим правую часть рассматриваемой системы 
1 2

1 2

2 4 6,

4 9 12,9.

x x

x x

 

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Тогда  
 

*
1 1,2,x     

*
2 0,9;x  .158114,0

2

1,02,0
)(

22*

*






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x

xx
x  

 

С геометрической точки зрения решение системы есть точка пересе-

чения двух прямых с близкими угловыми коэффициентами, поэтому даже не-

значительная погрешность в задании положения этих прямых существенно 

меняет положение точки пересечения (рис. 11). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

  

2.2. Метод Гаусса

  Метод Гаусса относится к прямым методам, позволяющим получить 
решение  системы  после  выполнения  конечного  числа  операций.  Метод 
Гаусса состоит из двух основных этапов, называемых прямым ходом и об- 
ратным ходом. На первом этапе система приводится к треугольному виду. 
Затем  на  втором  этапе  осуществляется  последовательное  отыскание  неиз- 
вестных.

  Прямой   ход  состоит  из n – 1  шага  исключения.  На  первом  шаге  во 
всех уравнениях системы (2.1), кроме первого, исключается переменная x1. 
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Здесь 
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Выделяем укороченную систему 
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Продолжая далее процесс исключения, после n – 1 шага редуцируем 

систему к треугольному виду с верхней треугольной матрицей: 
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  Обратный  ход  состоит  в  последовательном  определении  неизвест- 
ных из системы (2.13) в обратном порядке.

  Описанная  выше  процедура  решения  системы  может  оказаться  не- 
устойчивой  по  отношению  к  случайным  ошибкам.  Чтобы  избежать  этого, 
естественно потребовать выполнения условия  

   
c

ij

 


 
1

 
  

 

. (2.14)

Приступая  к  первому  шагу  прямого  хода,  найдем  в  первой  строке

матрицы максимальный по модулю коэффициент ja1 . Переставляя пер-

вый столбец с j-м, сделаем ведущим элементом 11a  первого шага наи-

c1

 
j

 
, вычисленные по (2.12), будут удовлетворять неравенству (2.14).

больший  по  модулю  элемент  первой  строки.  Благодаря  этому элементы

 

(2.12) 
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Задача вычисления опреде- 

лителя матрицы в общем случае плохо обусловлена.

Матрицы, обладающие свойством

(2.15)

где k – число перестановок столбцов в процессе редукции матрицы А к тре- 
угольной матрице С.

  Из  курса  алгебры  известно,  что  система  (2.1)  имеет  единственное 
решение, тогда и только тогда, когда 

  Продолжая  эту  процедуру  на  каждом  шаге  прямого  хода  для  укоро- 
ченных систем, обеспечим выполнение неравенства (2.14) для всех элемен- 
тов треугольной матрицы С. Такой способ коррекции называется выбором 
ведущего элемента по строке.

  Поскольку  определитель  приведенной  матрицы С равен  1,  то  опре- 
делитель исходной системы
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называются матрицами с диагональным преобладанием. 
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. 
Предположим,  что  она  имеет  нетривиальное  решение  и 

  Лемма  1. Система  с  диагональным  преобладанием  всегда  имеет, 
и притом единственное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим однородную систему 
 

jk xx  , nj 1 . Перепишем k-е уравнение в виде 
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Откуда получим 
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x , придем к проти-

 

  Сокращая последнее неравенство на множитель 
воречию с условием (2.16). 
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2.3. Метод прогонки

  Системы  с  трехдиагональными  матрицами  возникают  при  решении 
задач  математической  физики, интерполяции  сплайнами  и  других вычис- 
лительных  задачах.  Метод  прогонки  относится  к  прямым  методам  и  явля- 
ется  эффективным  методом  решения  СЛАУ  с  трехдиагональными  мат- 
рицами вида 
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Преобразуем первое уравнение при i = 1 к виду 
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 )  шаге  этого процесса i-е 

уравнение системы преобразуется к виду

Продолжая  процесс  далее, на i-м  (

где

.

Преобразуем это уравнение к виду

выражение во  второе  уравнение  сис- 
темы:

(2.18)

  Подставим полученное  для 

где

 

 

,1 iiii xx    (2.19) 

где  

),/( 1 iiiii abc    1 1( ) / ( ).i i i i i i id a b a        (2.20) 
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.  Затем  значения  остальных  неизвестных  после-

довательно вычисляют по формуле (2.19).

Замечание  6. Если  трехдиагональная  матрица  удовлетворяет  усло-

. Сна- 
чала  полагают 

)  по  формулам  (2.18),  (2.20)и
(2.21).

  Обратный ход прогонки состоит в вычислении неизвестных 

(и 

. (2.21)

Полученные  рекуррентные формулы  позволяют  решить  систему

(2.17) в два этапа. Прямой ход метода прогонки состоит в вычислении про- 
гоночных  коэффициентов 

из последнего уравнения системы находимПри 

виям диагонального преобладания, то прогоночные коэффициенты 1i  , 

и обратная прогонка устойчива по входным данным. 

 

 

 

 

  

  

   

   

   

Ax 
 b  

 

x
 


 
Bx

 


 
c  ,

или

к виду, пригодному для итераций

2.4. Метод Якоби

  Итерационные методы применяются, главным образом, для решения 
задач  большой  размерности.  Большие  системы  уравнений,  возникающие 
в приложениях, как правило, являются разреженными.

Преобразуем систему 
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Правая часть определяет отображение F: 
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  n+1= F(xn). (2.23)

:

... точек n-мерного векторного пространства анало-

гично методу простой итерации для скалярного уравнения 
..., ность 

,  можно  построить  итерационную  последователь-точку 

того  же  пространства.  Выбрав  начальную

n-мерного  векторного  простран- 
ства  в  точку 
преобразующее точку 
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, то пространство будет метрическим.и 

  При  определенных  условиях  последовательность  (2.23)  сходится, 
и ее предел  является  решением  системы  (2.22).  Напомним  некоторые  оп- 
ределения из курса математического анализа.

О п р е д е л е н и я :

1 . Если в n-мерном  векторном  пространстве  ввести  одну  из  норм

(2.3),  позволяющую  определить  расстояние  между  произвольными  точ- 
ками  
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2. Если в метрическом пространстве любая фундаментальная после-

довательность сходится, то пространство называется полным. 

3. Пусть F – отображение, действующее в метрическом пространстве 

Е с метрикой  , тогда отображение называется сжимающим, если суще-

ствует такое число ,  10  , что для любых двух точек 
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известно, то вычисление корня с точностью

ε следует вести до выполнения неравенства

.

  Имеет  место  критерий  окончания  итерационного  процесса,  анало- 
гичный (1.4). Если значение 

, 
сходится к 

= F(x).  При  этом  итерационная  последовательность,

построенная  для  отображения F с  любым  начальным  приближением 
,  такая,  что 

.

  Аналогично   теореме 1.1  для  одномерного  случая  доказывается  сле- 
дующая теорема.

  Теорема.      Если F – сжимающее отображение, определенное в пол- 
ном  метрическом  пространстве,  то  существует  единственная  неподвижная 
точка 

няется неравенство
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или равносильного ему неравенства 
 


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1nn
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Для того чтобы отображение F: 
, 1

n

i ij j i

i j

y b x c


   было сжимающим, 

достаточно выполнения одного из следующих условий:  

1)  в пространстве с метрикой 1 : 

;1max
11






ni

i
ij

nj
b  (2.26) 

2)  в пространстве с метрикой 2 : 

2

, 1

1;
n

ij

j i

b


    (2.27) 

3)  в пространстве с метрикой 3 : 

.1max
11






nj

j
ij

ni
b  (2.28) 

 

    Приведем алгоритм решения системы методом Якоби.

1. Привести систему (2.1) к виду с преобладающими диагональными

элементами. 

2. Разделить каждое уравнение на диагональный элемент. 

 

)...( 13132121
1

111 nn xaxaxabax 


, 

  )...( 23231212
1

222 nn xaxaxabax 


, (2.29) 

  .............................................................. 

   
1
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       

 

 

 
 

  

  3.  Проверить  выполнение  условий  (2.26)–(2.28)  и  выбрать  метрику, 
для которой выполняется условие сходимости итерационного процесса.

4.  Реализовать  итерационный  процесс  (обычно  за  начальное  при-

ближение берется столбец из свободных членов).

Пример 2 . Решить систему уравнений методом Якоби  
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с точностью .00001,0  
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Заметим, что матрица коэффициентов системы имеет диагональное 

преобладание. 

Приведем исходную систему к виду cxx  B , пригодному для ите-

раций, для этого в каждом i-м уравнении исходной системы выразим ix . 
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1. В пространстве с метрикой  

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i
ii yx

1
11 yx : 
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2. В пространстве с метрикой   2/1
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2
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3. В пространстве с метрикой ii
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yx 
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Выберем метрику  
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В качестве начального приближения )164,112,25,20(
0

 colonx  

возьмем столбец из свободных членов исходной матрицы. Вычисление 

корня с точностью     следует вести до выполнения неравенства 
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На 53-м шаге итерационного процесса имеем 
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На 54-м шаге итерационного процесса имеем 
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Тогда решение системы с точностью :00001,0  
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Ax 
 b  преобразована  к  виду (2.29),  пригодному  для 

итераций

2.5. Метод Зейделя

  Основная идея метода Зейделя состоит в том, что на каждом шаге ите- 
рационного  процесса  при  вычислении  очередного  (k + 1)-го  приближения 
учитываются  уже  найденные  на  этом  этапе итерации приближения  к  неиз- 
вестным.

  Пусть  система 
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На (k+1)-й итерации компоненты приближения xk+1 вычисляются по 

формулам 
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Введем нижнюю и верхнюю треугольные матрицы  

 






















0...

............

000

0000

11

21

nnn

Н

bb

b
Т ,           





















0000

............

...00

...0

2

112

n

n

В

b

bb

Т , 

 

тогда матрица  .ВН TTB   

Расчетные формулы метода в компактном виде: 
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есть  диагональная  матрица  с  положительными  диагональ- 
ными элементами.

  Геометрическая  интерпретация  метода   в  случае  решения  системы 
двух уравнений методом Зейделя приведена на рис. 12.

где 

,

обладает 
свойством  диагонального  преобладания  или  является  симметричной  с  по- 
ложительными  диагональными  элементами,  имеет  место  аналогичная  тео- 
рема.

  Систему (2.1) всегда можно привести к виду, для которой метод Зей- 
деля сходится. Умножая обе части уравнения (2.1) на AT, получим

метод 
Зейделя сходится со скоростью геометрической прогрессии.

  Замечание 7. В  случае,  когда  матрица А системы 

гда  при  любом  выборе  начального  приближения 

симметричная  и  положительная,  имеет  место  сле- 
дующая теорема.

Теорема. Пусть А – симметричная и положительная матрица.       То-

  Достаточные  условия  сходимости  (2.26)–(2.28)  являются  доста- 
точными  условиями  сходимости  метода  Зейделя.  В  случае,  когда  матрица

А системы 

 

 

32



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

П р и м е р  2. Решить систему уравнений методом Зейделя 
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с точностью .00001,0  

Заметим, что матрица коэффициентов системы имеет диагональное 

преобладание. 

Приведем исходную систему к виду cxx  B , пригодному для ите-

раций, для этого в каждом i-м уравнении исходной системы выразим ix . 
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Как и в методе Якоби выберем метрику 

 

  2/1
4

1

2

22 )( 
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ii yxyx   с  .905251,0  

 

В качестве начального приближения 0
x  возьмем столбец 

)164,112,25,20( colon  из свободных членов исходной системы линей-

ных уравнений.  

Рис. 12 
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Вычисление корня с точностью     следует вести до выполнения 

критерия 
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На 13-м шаге итерационного процесса имеем 
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На 14-м шаге итерационного процесса получили 
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Решение системы с точностью 00001,0  достигается уже на 14-м 

шаге итераций 
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2.6. Двухслойные итерационные методы

Двухслойные итерационные методы могут быть записаны в кано-

нической форме 
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k AB     ,0k 1, 2, ... . (2.32) 

 

Здесь 
1k

B  – некоторая невырожденная матрица, 1k  > 0 – итераци-

онные параметры. В случае, когда параметры
1k

B  и 1k  не зависят от но-

мера итерации, метод называют стационарным. 

Если  EB  – единичной матрице, то итерационный метод  называ-

ется явным, поскольку в нем очередное приближение явным образом вы-

ражается через предыдущее: 
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  Для  стационарного  итерационного  процесса   приведем без  доказа- 
тельства достаточное условие сходимости.

Теорема Самарского.     Пусть А – симметричная и положительно

, и 

.

  Метод Зейделя (2.30) является неявным методом и соответствует вы- 
бору 

– диагональной  матрице 
и 

.

  Выбирают  простые  матрицы В. Например,  диагональные,  трехдиа- 
гональные, треугольные.

  Метод  Якоби  соответствует  выбору 

, метод является неявным, т. к. на каждой 
итерации требуется решать систему уравнений

  В общем случае, при 

определенная матрица;  AB
2


  – положительно определенная матрица; 


 

  

 

0
x  итерационный  процесс,  который  определяется  рекуррентной 

формулой (2.30), сходится к решению исходной системы (2.1).

жения 
– положительное  число.  Тогда  при  любом  выборе  начального  прибли-
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Определим интервал, в котором может меняться параметр
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  Будем считать, что А – симметричная и положительно определенная 
матрица,  тогда  из  (2.33)  и  замечания  4,  находим  верхнюю  границу  интер- 
вала сходимости по итерационному параметру:

в 
ка-

нонической форме:

) с параметром Рассмотрим метод простой итерации ( 
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П р и м е р  3. Решить систему уравнений  из прим. 2 методом про-

стой итерации с выбором параметра 
 

. 

При помощи одной из стандартных программ найдем собственные 
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Выберем метрику     2/1
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В качестве начального приближения 0
x  возьмем столбец b  из сво-

бодных членов исходной системы уравнений. Вычисление корня с точно-

стью   следует вести до выполнения неравенства 
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На 38-м шаге итерационного процесса имеем 
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На  39-м шаге итерационного процесса имеем 
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Решение системы с точностью 00001,0  достигается на 39-м шаге 

итераций 
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Скорость сходимости метода простой итерации оказалась сущест-

венно ниже скорости сходимости метода Зейделя, но выше метода Якоби 

при решении одной и той же системы линейных уравнений при одинако-

вом начальном приближении. 
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и запишем  рекуррентное  соотношение (2.32) метода  верхней  релаксации

в виде
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Перейдем от векторной записи к записи в виде отдельных уравнений:  
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   мы возвращаемся к методу Зейделя (2.30).

  Выведем  достаточное  условие  для  сходимости  метода  верхней  ре- 
лаксации (2.35) из теоремы Самарского:

При 
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выполняется при 20  .  
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,  сходится,  тем  са-

мым доказана теорема 2.2 и замечание к ней.

  Если  сравнить  метод  Зейделя  с методом верхней  релаксации,  то  суть 
метода состоит в следующем. На (k + 1)-й итерации компоненты приближе- 
ния xk+1 вычисляются по формулам метода Зейделя:
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Таким образом, компонента (k + 1)-го приближения вычисляется по 
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Геометрическая интерпретация метода верхней релаксации в случае 

решения системы двух уравнений приведена на рис. 13. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Пример 4 . Решить  систему  уравнений из  примера  2  методом 
верхней релаксации с точностью  
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Выберем метрику     2/1
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ii yxyx  с  .905251,0     

В качестве начального приближения 0
x  в итерационном методе верхней 

релаксации возьмем )164,112,25,20( colon  из свободных членов исход-

ной системы уравнений.  

Рис. 13 
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Вычисление корня с точностью   следует вести до выполнения не-

равенства 
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Выберем параметр 5,0 . 

На 37-м шаге итерационного процесса имеем 
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На 38-м шаге итерационного процесса получили 
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Решение системы с точностью 00001,0  достигается  на 38-м шаге 

итерационного приближения 
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Скорость сходимости метода верхней релаксации при выборе па-

раметра 5,0  оказалась существенно ниже скорости сходимости метода 

Зейделя, т. е. не произошло улучшение метода Зейделя за счет введения 

параметра 5,0 . 
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3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ  СИСТЕМ
НЕЛИНЕЙНЫХ  УРАВНЕНИЙ

  Задача отыскания решения системы нелинейных уравнений является 
существенно  более  сложной,  чем  рассмотренная  ранее  задача  отыскания 
решения одного нелинейного уравнения с одним неизвестным. Рассмотрим 
систему m уравнений с m неизвестными.
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  Единственный  реальный  путь  решения  системы  (3.1)  состоит  в  ис- 
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.  В  простейших  системах,  содержащих  два  урав- 

нения, могут быть использованы графические методы.

– точное  решение  системы  (3.1).  Ос-

новная  трудность  в  построении  итерационной  последовательности  за- 
ключается  в  локализации  решения,  т. е.  в  указании  достаточно  малой  ок- 
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введем в рассмотрение матрицу Якоби.

.  Для  системы  функций 
непрерывно  дифференцируемыми 

в некоторой  окрестности  решения 

(3.2)

  Будем  считать  функции 

, тогда си- 
стема (3.1) примет вид
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В дальнейшем будем считать, что матрица Якоби невырожденная, 
det(
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x))

 


 
0. 
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3.1. Метод простой итерации

  Имеет  место  существенная  аналогия  с  методами  простой  итерации 
для решения одного нелинейного уравнения (1.2) и системы линейных ал- 
гебраических уравнений (2.3).

Преобразуем систему (3.1) к виду удобному для итераций: 
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При определенных условиях последовательность (3.5) сходится, и ее

n+1 = 

...  точек m-мерного  век-

торного  пространства  аналогично  методу  простой  итерации  для  системы 
линейных уравнений:
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Правая часть (3.4) определяет отображение F:
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Тогда независимо от выбора начального приближения 0
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ной  -окрестности корня итерационная последовательность не выходит из 

этой окрестности,  сходится к  корню уравнения (3.1) и имеет место сле-
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В условиях теоремы 3.1 верна апостериорная оценка погрешности  
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Откуда следует практический критерий окончания итерационного 

процесса: 
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  Будем  исходить  из  трактовки  метода  Ньютона  как  метода  линеари- 
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В результате получили систему линейных алгебраических уравнений 
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  – матрица Якоби, 

(3.8)

Здесь 

имеющую в матричной форме записи следующий вид:
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(3.9)

  Формула (3.9) предполагает обращение матрицы Якоби, что является 
довольно трудоемкой операцией. Поэтому сначала решают систему линей- 
ных алгебраических уравнений

  В  предположении,  что  матрица  Якоби  невырожденная,  получаем 
итерационную формулу метода Ньютона:

 

 

относительно поправки )(
11 nnn

xxx 
 .  

Затем определяют 
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(3.11)

Метод Ньютона сходится с квадратичной скоростью и имеет простой
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 , (3.12)

критерий окончания итераций

 

 

 
 

  

 

 

 
 

  

как и в случае одного нелинейного уравнения.

  Замечание  1. Использование  метода  Ньютона  имеет сложность,  ко- 
торая,  во-первых,  заключается  в  вычислении  на  каждом  шаге итерации 
матрицы  Якоби,  содержащей m2 частных  производных. Во  вторых,  суще-

ствует трудность в нахождении начального приближения.

Пример 1 . Решить методом Ньютона систему уравнений  

 

.0132

,032

2

2





xyx

xyx
 

 

Составим матрицу Якоби  
 















xyx

xyx
yx

334

222
),(f . 

 

В качестве начального приближения возьмем точку x0 = (0,8;0,8).  
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Тогда уравнение (3.10) примет вид 
 

)8,0;8,0()8,0;8,0(
1

fxf  , 
1 1

1 1

3,2 1,6 1,08,

0,8 2,4 0,36.

x y

x y

 

 

 

  
 

 

Откуда ,225,0
1
x 225,0

1
y .  

Тогда 025,1225,08,0
1

x , .025,1
1
y   

Следующую поправку ),(
222

yx x  находим из уравнения 

 

)025,1;025,1()025,1;025,1(
2

fxf  , 

или 

.050625,0075,3025,1

,151875,005,11,4

22

22





yx

yx
 

 

Откуда ,029813,0
2

x  028230,0
2

y . 

Тогда 

995819,0029813,00250,1
2

x ;    

.996770,0028230,0025,1
2

y  

 

Следующую поправку ),(
333

yx x  находим из уравнения 

  

)996770,0;995819,0()996770,0;995819,0(
3

fxf  , 

 

Откуда ,0005803,0
3
x  000067,0

3
y .  

Тогда  

996349,00005803,0995819,0
3

x , 

.996837,0000067,0996770,0
3

y  

 

Легко проверить, что решение данной системы .1 yx  Из приве-

денных итераций видно, что метод Ньютона быстро сходится при хорошем 

начальном приближении. 
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 приближенно  можно  вычислять  с  помо- 
щью формул конечно-разностной аппроксимации частной производной:

(3.13)

  По сравнению с методом Ньютона число итераций, необходимое для 
достижения заданной точности, существенно возрастает.

  Элементы  матрицы 

, 

,  то  получим  формулы упрощенного  метода Нью- 
тона

ной  матрицей 

постоян-

3.3. Модификации метода Ньютона

для решения системы нелинейных уравнений

Если  в  расчетной  формуле  (3.10)  заменить  матрицу 
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1 1 1
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(3.14)

 

 

f
 
(x

 
n

 

)
 

 заменить  аппроксимирующейЕсли  в  формуле  (3.10)  матрицу 

 J

 
n
ij

 ) по  формуле  (3.14)  с  шагомее матрицей  ( nnn
xxh 

1 , то получим 
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,  то  получим метод  Стеффенсена.

Этот  метод  обладает  свойством  квадратичной  сходимости  и  является  од- 
ношаговым, как и метод Ньютона.

)по 

формуле  (5.14)  с  шагом 

заменить аппроксимирующей ее матрицей ( 
.

  Если матрицу 
, 

(3.15)

  Для  того чтобы  начать  вычисления,  необходимо  задать  два  на- 
чальных приближения 

, 

метод секущих:
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3.4. Методы спуска для решения системы

нелинейных уравнений

  Иногда  эффективным  способом  решения  системы нелинейных  урав- 
нений  является  сведение  к  задаче  отыскания  минимума  функции  многих 
переменных. Введем функцию  

 
2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2Ô( ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) ... ( , ,..., ).x m m m mf x x x f x x x f x x x     (3.16) 

 

Она неотрицательна и достигает своего минимума тогда и только то-

гда, когда 

.0),...,,(

...........................

,0),...,,(

,0),...,,(

21

212

211







mm

m

m

xxxf

xxxf

xxxf

 

 

Рассмотрим один из итерационных методов минимизации функции 

многих переменных – метод спуска. Методы спуска, как правило, имеют 

более широкую область сходимости, чем рассмотренные ранее методы. 

Для простой графической иллюстрации метода спуска рассмотрим случай 

двух нелинейных уравнений, тогда целевая функция 

),(),(),(Ф
21

2

221

2

121
xxfxxfxx  . Множество точек, для которых 

,),(Ф
21

Сxx   называется поверхностью уровня.  

 
 

0 

х

3 

х

2 

х

1 

с 

   Рис. 14 
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В трехмерном пространстве функция 3 1 2Ф( , )x x x  задает некоторую 

поверхность, низшая точка которой и дает решение задачи минимизации. 

Если провести плоскости ,3 Сx   то проекции на плоскость Оx1x2 линий 

пересечения этих плоскостей с поверхностями дают линии уровня (поверх-

ности уровня) (рис. 14). 

Как известно, 1 2

1 2

Ô Ô
Ô( , )x x

x x

 
 
 

grad i j  перпендикулярен поверх-

ности уровня в точке ),( 21 xxx  и указывает направление наискорейшего 

возрастания функции ).,(Ф
21

xx  Вектор 1 2Ô( , )p grad x x   называется ан-

тиградиентом и указывает направление наискорейшего убывания функ-

ции (рис. 15). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

При построении итерационной последовательности в задаче без-

условной минимизации некоторой функции )(Ф x  от n переменных стро-

ится  последовательность 

 

  

 

  

x
1

 

,
 

 

  

 

  

x
 

2

 

,
 

 

  

 

  

x
3

 

,
 

..., x n

 

, такая, что )(Ф)(Ф
1 nn

xx 


. Крат-

ко опишем шаги метода спуска для построения итерационной по-

следовательности. 

1. На каждом шаге итерации находят вектор 
n

p  – направление спус-

ка, что при всех достаточно малых 0  выполняется неравенство 

Ф( ) Ф( )x p x
n n n
   . Если ввести функцию одной переменной 

),Ф()(
nn

n px   то ).0()( nn   

2. Вычисляют положительное число n  – шаг спуска, для которого 

выполняется неравенство или ).0()( nnn   

3. За очередное приближение к точке минимума принимают 
n

n
nn

pxx 
1

. 

4. Проверяют выполнение критерия окончания итераций. Если кри-

терий выполняется, то итерации прекращаются и полагают 1


n
xc . 

Градиент 

Антиградиент 

Рис. 15 
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Замечание 2. Из неравенства )0()( nnn   следует, что .0)0( 
n

 

Так как  ( ) Ô ,grad x p p
n n n

n
      то вектор n

p  должен удовлетворять 

условию Ô( ) 0.grad x p
n n

   
 

Выбор в качестве вектора  pn  антиградиента 
 

Ô( )p grad x
n n
   (3.17) 

 

задает градиентный метод.  

В этом случае  

 

2
Ô( ) ( Ô( )) 0.grad p grad x

n n n
x     

 

Шаг спуска n  связан с «истинной» величиной шага nh  формулой 

nn
nn

nh pxx 
1 . Одним из простейших методов определения шага 

n  заключается в дроблении шага по формуле 
n

n )2/1( , где   – неко-

торое фиксированное положительное число, а n определяется из условия.   

На практике используются следующие критерии окончания итера-

ций: 

1
1


 nn

xx , (3.18) 

2
1

)(Ф)(Ф 
 nn

xx , (3.19) 
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
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2

 

 

x1

 

  

x

 

2

 

 

, и т. д.и 
и  совершают  большой  шаг  вдоль  прямой,  проходящей  через 

точки 

делают  один  градиентный  спуск  
в точку 

проводят  прямую, вдоль  которой  совершают  большой  шаг 
через  «овраг».  Из  найденной  точки 

и 
(рис. 16).  Через  две  найденные 

точки 
и 

. (3.20)

Замечание  3. Известно,  что  градиентный  метод  сходится  очень 

мед-

ленно,  если  поверхности  уровня  минимизируемой  функции  сильно  вытя- 
нуты в некоторых направлениях. В двумерном случае линии уровня напо- 
минают рельеф местности с оврагом.

  В  таких  случаях  для  ускорения  градиентного  метода  разработаны 
специальные  методы.  Сначала  совершают  градиентный  спуск  «на  дно 
оврага»  из  двух  соседних  точек 
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    Пример 2 . Решить  методом  градиентного  спуска  систему  уравне- 
ний  

.0132

,032

2

2





xyx

xyx
 

 

Составляем целевую функцию: 

 
2222

)132()32(),(Ф  xyxxyxyx . 

 

Вычислим градиент этой функции: 
 

2 2

2 2

Ô Ô
Ô( , )

2((2 2 )( 2 3) (4 3 )(2 3 1))

2(2 ( 2 3) 3 (2 3 1)) .

grad i j

i

j

x y
x y

x y x xy x y x xy

x x xy x x xy

 
  

 

        

     

 

 

В качестве начального приближения возьме точкум

   0 0 0
, 0,5; 0,5x   x y  .  

Тогда  
0 0

Ô( ) 8,25 6,75p grad x i j    . 

 

х0 

* 

х1 

х2 

* 

х0 

х1 

х2 

х3 

z0 

z1 

z2 
z3 

Рис. 16 
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Выберем шаг спуска 0  из условия  

 

0 0Ф(0,5 8,25 ;0,5 6,75 ) Ф(0,5; 0,5)      . 

 

Примем 01,00  , тогда 470065,4)5675,0;5825,0Ф(   

и Ф(0,5; 0,5) 5,625  . Поэтому можно положить x1 = (0,5825; 0,5675).  

Следующее направление спуска найдем по формуле  

 
1 1

Ô( ) 8,33589 7,05970p grad x i j    . 

 

Возьмем 01,01  , тогда Ф(0,66586; 0,63810) 3,28805  . Поэтому 

можно положить 2
(0,66586; 0,63810)x   .  

Следующее направление спуска найдем по формуле 
 

2 2
Ô( ) 7,98563 6,99152p grad x i j      

и т. д. 

При вычислениях методом спуска уже при небольшом количестве 

шагов происходит довольно быстрое приближение к решению системы, но 

затем скорость сходимости приближений к решению системы заметно 

уменьшается. За сорок итераций метода спуска с параметром 01,0  по-

лучили менее точное решение ,00002,1x  ,99997,0y чем при вычисле-

нии методом Ньютона за четыре итерации при хорошем начальном при-

ближении. 

На практике часто используют  комбинацию методов: сначала метод 

спуска для определения начального приближения, а затем метод Ньютона 

для быстрого нахождения решения системы.  
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yi 

 yi
 

  , т. к. за- 
ведомо  содержат  ошибки  эксперимента.  В  такой  ситуации  строят  прибли- 
женную  функцию F(x),  так,  чтобы  погрешность  приближения  была  доста- 
точно мала.

отличаются от «истинных» перимента, и табличные значения 

связано 
с проведением сложных расчетов. Нередко значения (4.1) находятся из экс-

– узлами интерполяции.

  Иногда,  непосредственное  вычисление  функции 

.  Функцию F(x) называют

интерполирующей, точки 
функцию F(x),  достаточно близкую  к 

,  т.  е.  построить на  отрезке

1, ..., n; (4.1)

«восстановить» исходную  функцию 

, 

Требуется по известным табличным значениям

  

,  однако  пол-

ная информация о ней неизвестна. Известны лишь ее значения в конечном 
числе точек x0, x1,  …, xn ,  этого  отрезка,  которые  будем  считать  занумеро-
ванными в порядке возрастания:

определена некоторая  функция 

4. ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ

Пусть  на 

 
 
 

 

 
 

Для  заданных  значений  (4.1)  многочлен 

4.1. Интерполирование полиномами.

Полином Лагранжа

n

nP
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 называется 
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   (4.2) 

 

1, ..., n;

Равенство (4.2) можно записать в виде системы уравнений

, 

интерполяционным, если он удовлетворяет условиям
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относительно коэффициентов многочлена.  
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Однозначная разрешимость следует из хорошо известного факта, что 

определитель этой системы (определитель Вандермонда) 
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  – многочлен степени n, причемгде 

  Замечание  1. На  практике  система  (4.2)  не  используется  для  вы- 
числения коэффициентов интерполяционного многочлена, т. к. она являет- 
ся плохо обусловленной.

Будем искать полином Лагранжа в виде
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Для выполнения последнего условия многочлены  )(xli   составим 

следующим способом: 

 

il

 
(

 
x)

 


 

ic

 
(

 
x

 


 
x0

 )(

 
x

 


 

1x

 
)...(

 
x

 


 

ix

 

1)(

 
x

 


 

ix

 

1)...(

 
x

 


 
xn

 ).  

 

    Здесь сi – постоянный коэффициент, значение которого находится из

(4.3): 
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Для полинома Лагранжа получили окончательную формулу: 

 

.
))...()()...()((

))...()()...()((
)(

0 1110

1110

 








n

i niiiiiii

nii
in

xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx
yxL  (4.4) 

 

В частности полиномы Лагранжа первой и второй степени соот-

ветственно имеют вид 
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a,b справедливо  ра- 
венство

1, ..., n. Тогда для по-

грешности  интерполяции  в  каждой  точке  отрезка 
, содержащим узлы интерполяции xi, 

раз  на  от- 
резке 

Приведем без доказательства теорему о погрешности интерполяции.

  Теорема.      Пусть  функция f дифференцируема 
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.

резко возрастает, что показыва-

ет  ненадежность экстраполяции функции f (x) для x,   удаленных от  концов 
отрезка 

, то значение функции 

,

называют экстраполяцией функции f. Если  аргумент x выходит  за  пределы 
отрезка 

не обес- 

ценивает  оценку (4.6).  Случай,  когда x выходит  за  пределы  отрезка 

множитель представлено на рис. 17. Внутри отрезка 
Характерное  поведение  функции 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Рис. 17 
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. Кубический  интерполяционный  много-

член Эрмита P3(x), удовлетворяющий условиям

, у1, 

заданы  значения  функции  и  ее 

первой  производной у0, 

(4.7)

  Этот  многочлен  называют  интерполяционным многочленом  с  крат- 
ными  узлами  или  интерполяционным  многочленом  Эрмита. В  общем  слу- 
чае  построение  многочлена  Эрмита  приводит  к  довольно  громоздким  вы- 
ражениям. Поэтому ограничимся двумя простыми случаями.

  1.  Пусть  на  концах  отрезка 

, ..., , 

,  можно  доказать,  что  существует  единственный

многочлен порядка n, удовлетворяющий условиям:

.  В  этом  случае  число ki на-

зывают  кратностью  корня xi.  В  каждой  точке xi задано ki величин.  Пусть

«восстановить»  исходную  функцию 

, , ..., , 

4.2. Интерполяция с кратными узлами.

Полином Эрмита

  Пусть  теперь  требуется  по  известным  значениям  функции  и  ее про- 
изводных
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   Замечание  2. Для  погрешности  интерполяции  с  кратными узлами 
справедливы формулы, аналогичные (4.5),(4.6), в которых  
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, (4.10)

4.3. Конечные разности. Интерполяционный полином

Ньютона для равноотстоящих узлов

Для  функций,  заданных  (4.1)  с  постоянным  шагом,  определим  раз-

ности между значениями функции в соседних узлах интерполяции:
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которые соответственно называются конечными разностями первого, вто-

рого и третьего порядка. 

Методом математической индукции можно доказать, что  
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Будем искать интерполяционный многочлен Ньютона в виде: 
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Затем, проведя аналогичные выкладки, можно получить .
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В общем случае выражение для  аk  будет иметь вид 
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Первая интерполяционная формула Ньютона записывается в форме 
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Когда значение аргумента находится ближе к концу отрезка ин-

терполяции, используется вторая интерполяционная формула Ньютона, 

которая получается, если искать интерполяционный многочлен в виде: 
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Выражение для   коэффициентов  аk  будет иметь вид 

 

.
!

k

kn
k

k
hk

y
a 


 

 (4.15) 
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можно использовать для практической оценки погрешности интерполяции 
по формулам Ньютона.

величину

  В  практическом  плане  формула (4.14)  обладает  преимуществом  пе- 
ред  формулой  Лагранжа  (4.4).  Если  нужно  добавить  в  таблицу  еще один 
узел xn+1,  то  формулу  Лагранжа  (4.4)  придется  перестраивать  заново,  в  то 
время  как,  в  формулы  Ньютона  добавляется  лишь  одно  очередное  слагае- 
мое.

Замечание 3. Для достаточно гладких функций 
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.  При  этом  выбор  узлов  ин- 
терполяции  должен  быть  таким,  чтобы  погрешность  интерполяции  была 
наименьшей.

  Из  теоремы  (4.1)  для  верхней  границы  погрешность  интерполяции 
имеем

. Для такой 
замены необходимо один раз получить таблицу значений функции f в вы-

бранных точках x0, x1,  …, xn отрезка 

– достаточно

трудоемкая  операция, и  целесообразнее  заменить  прямое  вычисление 
функции f вычислением ее интерполяционного многочлена 

4.4. Минимизация оценки погрешности интерполяции.

Многочлены Чебышева

Предположим, что вычисление значений функции 
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Поставим задачу определения набора узлов  x0, x1, …, xn, при котором 
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:имеется явная формула для многочлена 
.

3. Для 
равен старший коэффициент многочлена 

– нечетной функцией.

2. При 

является четной функцией, при не-

четном n многочлен 

Приведем основные свойства многочленов Чебышева.

1. При четном n многочлен 

(4.17)

Явные формулы при 

минимальна.  Решение  этой  задачи  опирается  на  свойства 
многочленов Чебышева.

Многочлены Чебышева определяются рекуррентным способом:
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5. При 0n   
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Геометрически корни уравнения и точки экстремума многочлена 
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 можно получить, если полуокружность единичного радиуса разде-

лить на 2n равных частей, а затем спроецировать на ось абсцисс.  

Пронумеровав полученные точки вдоль оси абсцисс справа налево, 

получим корни уравнения – точки с нечетными номерами (на рис. 18 они 

помечены кружочками), а точки экстремума – с четными номерами (на 

рис. 18 они помечены крестиками). Корни и точки экстремума сгущаются 

к концам интервала. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пусть отрезок интерполяции 
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В силу свойств 4…6 многочленов Чебышева минимальное уклоне-

ние многочлена 
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будем 
искать кубический сплайн в виде

с  длиной 

4.5. Интерполяция сплайнами

  Сплайн – это  функция,  которая  на  каждом  частичном  отрезке  
ин- 
терполяции  является алгебраическим  многочленом  невысокого  порядка, 
а на  всем  заданном  отрезке  непрерывна  с  несколькими  своими  произ- 
водными.

  На  каждом  частичном  отрезке  
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с неизвестной четверкой коэффициентов  .,,, iiii dcba  
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При этом очевидно, что 
 

,)(
2

)()(
2

i
i

iii xx
d

xxcbxS   (4.21) 

   
S

 
(

 
x)

 


 
ci

 

 
di

 (

 
x

 


 
xi

 ).

 
  

 

S

 
(

 
x)

 
 

 

S

 
(

 
xi

 )

 


 
ai

 

 
yi

  , (4.23)

в  узлах  с  табличными  значе-

ниями  (4.1):

(4.22)

Потребуем  совпадения  сплайна 
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  Требуя  непрерывности  сплайна,  а  также  непрерывности  первой 
и второй  производной,  во  всех  точках,  включая  внутренние  узлы,  из  ра- 
венств (4.21)–(4.24) имеем 
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получаем систему из 3n уравнений:

,по  формуле  (4.23),  для  определения Исключив 

, 

Если дополнительно потребовать для естественного

кубического

сплайна нулевой кривизны на концах отрезка, (т. е. равенства нулю второй 
производной), то получим еще два соотношения:

, или 
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Если последовательно исключить id  из третьего уравнения системы, 

а затем ib  из первого уравнения и подставить полученные выражения во 

второе уравнение, то получим линейную систему с трехдиагональной мат-

рицей относительно ic . 
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.  Система

(4.25) имеет  диагональное  преобладание, и решение  таких  систем  эф- 
фективно осуществляется методом прогонки.

Приведем  без  доказательства  теорему  о  погрешности  интерполяции

, и  для  единообразия положили Кроме  того, 
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a,b имеют место оценки:

.  Тогда

для погрешности интерполяции функци f и ее производных в каждой точ- 
ке отрезка 

,  дополнительно  удовлетворяет  условию 
дифференцируема четыре раза на 

отрезке 

кубическим сплайном.

  Теорема. Пусть функция 
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становится нецелесообразным.

  В  методе  наименьших  квадратов  аппроксимирующая  функция F(x)

ищется в  виде  суммы,  содержащей  сравнительно  небольшое  число  сла- 
гаемых:

определяются  приближенно  в  связи 
с неизбежными  ошибками  измерения,  то  строить  функцию F(x), в  виде 
суммы большого количества слагаемых и добиваться ее точного равенства 
в узлах сетки значениям 

в  точках 

4.6. Метод наименьших квадратов

Если  число  узлов x0, x1,  …, xn,  в  которых  производятся  измерения,

велико,  а  значения 
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Здесь 0 1( ), ( ), ..., ( )mx x x    – заданные базисные, линейно незави-

симые функции; a0
 ,

 

1a

 
,

 
...,

 
am

  – параметры модели, являющиеся ко-

эффициентами обобщенного многочлена )(xF . 

Пусть )( ii xFy  . Составим суммарную квадратичную погрешность 

приближения: 
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, 
при  котором  суммарная  квадратичная погрешность  (4.27) оказывается  ми- 
нимальной. При этом F(x) называют наилучшим приближением по методу 
наименьших квадратов.

  Построение  наилучшего  приближения  сводится  к  классической  за- 
даче  математического  анализа  об  экстремуме  функции  нескольких  пере- 
менных.  Необходимым  условием  экстремума  является  выполнение  в  точ-

  Возникает  задача  найти  такой  набор  коэффициентов 
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 Меняя  порядок  суммирования,  уравнение (4.28)  можно  записать

в виде нормальной оуравненийлинейныхсистемы тносительно 
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есть 
линейная  комбинация  двух  линейно  независимых  известных  функций

для  случая,  когда  приближающая  функция 
Представим  систему  (4.29)  для  определения  коэффициентов 
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– линейно независимые функ- 
ции в точках x0, x1, …, xn.

Пусть  система  (4.29)  имеет  единственное  решение 

является диагональной и положительно 
определенной, если 

  Матрица коэффициентов 

Рассмотрим любой другой набор переменных 0 1, , ..., ma a a : 
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Тогда можно показать, что имеет место неравенство 
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   неизвестные коэффициенты – a и b. Соста- 

вим суммарную квадратичную погрешность приближения:

.

  Здесь 

.

  Пример 1 . Найти  приближающую  функцию  в  виде  линейной 
функции 

. Чтобы  избежать  этого,  иногда

предварительно  проводят  ортогонализацию  системы  функции

набора  степенных  функций 

функций может оказаться очень близкой к линейно 
зависимой системе,  что  делает  задачу  плохо  обусловленной.  Нормальная 
система  (4.29)  оказывается,  как  правило,  плохо  обусловленной уже  для

  Последнее неравенство показывает, что решение системы (4.29) дей- 
ствительно минимизирует суммарную погрешность (4.27).

Замечание  4. Будучи  формально  линейно  независимой,  система
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Последние равенства можно переписать в виде  
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неизвестные  коэффициенты –

a, b и c. Составим суммарную квадратичную погрешность приближения:

Здесь 

.

Из системы (4.31) находим a и b.

  Пример 2 . Найти приближающую функцию в виде квадратичного 
трехчлена
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Последние равенства можно переписать в следующей форме: 
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с параметрами a > 0 и m.

Прологарифмируем  данную  функцию  в  предположение,  что  все  ее

значения положительны:

Из последней системы находим a, b и c.

Пример  3 . Найти  приближающую  функцию  в  виде  степенной

функции 

 

 

ln

 
F

 
(x)

 


 
ln

 
a

 


 
m

 
ln

 
.x  

65



ln

 
F

 
(

 
x)

 
   ln

 
f

 
(

 
x)

 

u
 


 
ln

 
x,

 
 ln

 
F

 
(x)

 


 
Ф(u)

 


 
ln

 
a

 


 
mu,

 
  

Ф(u)

 
 u

 


 
ln

 
x.

 
 

ln
 

a
 

  ln

 
f i

 

  

 

  

F
 

(
 

x)
 


 

ae
 

mx

 

   

 

 

 

ln

 
F

 
(x)

 


 
ln

 
a

 


 
m

 
.x

  

 

 

ln

 
F

 
(

 
x)

 
   ln

 
f

 
(

 
x)

 

ln
 

a
 

  

ln

 
f i

   

 

  

, рассмотренной в прим. 1.

Пример 5 . Найти приближающую функцию в виде дробно-линей-

и m по  значе-

ниям 

.  При- 
шли  к  линейной  задаче  определения  новых параметров 

будет  приближающей  для  функции Функция 

с параметрами a > 0 и m.

Прологарифмируем  данную  функцию  в  предположение,  что  все  ее

значения положительны:

,  рассмот-

ренной в прим. 1.

Пример 4 . Найти приближающую функцию в виде показательной

функции 

и m по  значениям 
Пришли к линейной зада- 

че  определения  новых  параметров 
будет линейной относительно 

т. е. функ- 
ция 

тогда 
.  Вве- 

дем новую переменную 
будет  приближающей  для  функции   Функция 

ной функции 
bax

xF



1

)(  с параметрами a  и  b. 

Обратим данную функцию в предположение, что все ее значения от-

личны от нуля. 

.
)(

1
bax
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Функция )(/1 xF  будет приближающей для функции )(/1 xf . Пришли 

вновь к линейной задаче определения параметров a  и b по значениям if/1 , 

рассмотренной в прим. 1. 
 

Замечание 5. Задачи определения приближающих функций вида 

bax

x
xF


)( , b

x

a
xF )( , bxaxF  ln)(   так же приводятся к линейной 

задаче, рассмотренной в прим. 1. 
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5. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ

5.1. Простейшие квадратурные формулы.

Формула прямоугольников, трапеции и формула Симпсона

  Для вычисления значения определенного интеграла на практике ши- 
роко используют квадратурные формулы – приближенные равенства вида
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Здесь i  – некоторые точки из отрезка  ba,  – узлы квадратурной 

формулы; iA  – числовые коэффициенты, называемые весами квадратур-

ной формулы.  
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  степени не выше m квадратурная 

формула (5.1) дает точное значение интеграла

ла, называется квадратурной суммой.

  Если для любого многочлена 
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то говорят, что квадратурная формула точна для многочленов степени m. 

Рассмотрим простейшие квадратурные формулы.   

Для этого разобьем отрезок  ba,  на элементарные отрезки xi
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Для краткости введем обозначения:  

 

)( ii xff  , )( 2/12/1   ii xff , 

 

где 2/)( 12/1 iii xxx    – середина элементарного отрезка.  

Пусть шаг 1 iii xxh  будет постоянным. 
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Приблизим на каждом элементарном отрезке площадь криволи-

нейной трапеции площадью прямоугольника, с основанием 1 ii xxh  

и высотой 2/1if  (рис. 19). Площадь каждого элементарного прямоуголь-

ника 2/1 ii hfI , тогда просуммировав по всем элементарным отрезкам, 

для площади криволинейной трапеции имеем квадратурную формулу пря-

моугольников:  
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   – весы квадратурной формулы (5.2) равны h. 

Иногда используют формулы

Здесь все 
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называемые соответственно составными квадратурными формулами ле-

вых и правых прямоугольников (рис. 20, а и б). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 y 

 x  0  a=x0  x1  x2  xn=b 

M1/2 

M3/2 

Mn1/2 

Рис. 19 

 y 

 x  0  a=x0  x1  x2  xn=b 

 M0 

 M1 

 Mn1 

   а         б 

 y 

 x  a=x0  0  x1  x2  xn=b 

M1 

M2 Mn 

Рис. 20 
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Приблизим на каждом элементарном отрезке площадь криволи-

нейной трапеции площадью трапеции, с высотой 1 ii xxh  и основа-

ниями if   и  1if , соединив точки ),( 111  iii fxM  и ),( iii fxM  (рис. 21).  

Площадь каждой элементарной криволинейной трапеции 

2/)( 1 iii ffhI   , тогда  просуммировав по всем элементарным отрезкам,  

для площади криволинейной трапеции имеем квадратурную формулу тра-

пеций:                                 
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построим интерполяционный полином второй степени в форме 

Лагранжа,  принимающий  в  узлах  значения 

и  т. д.  Для  каждого  двойного  отрезка

  
, ;  вторая  пара 

,

Вывод формулы  Симпсона  развивает описанный подход дальше. Но

теперь  для  аппроксимации функции  используется  не  кусочно-линейное,

а кусочно-квадратичное интерполирование.

Будем  считать n четным  и  сгруппируем  отрезки  парами: 

– весы  квадратурной  формулы  (5.4)  равны h,  за  исключе- 
нием 
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Проинтегрировав (5.5) по отрезку 2 2 2,j jx x
 
  , получим  
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Тогда квадратурная формула Симпсона или парабол примет вид 
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(5.6)

 

 

Напомним, что  n – четное число. 

 

 

 

  

 

    

  5.2. Оценка погрешности квадратурных формул 
прямоугольников, трапеции и формулы Симпсона

  Докажем  теорему  об  оценке  погрешности  формул  прямоугольников 
и  трапеций.  Предположим,  что  подынтегральная функция f достаточно
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a,b   . Тогда для составных квадратурных формул прямоугольни-
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  (рис. 21) представляет собой график интерполяционного мно-и 

Для  вывода  оценки  (5.8)  заметим,  что  отрезок,  соединяющий  точки
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Используя теорему (6.1) об оценке погрешности линейной интер-

поляции и следствие к ней, имеем 
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Следовательно, для  
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Аналогично доказывается теорема об оценке погрешности формулы 

 

    

 

 
a,b  имеет  непрерывную  произ-

водную  четвертого  порядка.  Тогда  для  формулы  Симпсона  справедлива 
оценка погрешности:

Симпсона.

Теорема. Пусть  функция f на 
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,  то  квадратурная  формула  прямоугольников 
и трапеции точна для многочленов первой степени, а формула Симпсона –

для многочленов третьей степени.

и 

Замечания:

1. Оценки  (5.7)–(5.9)  означают,  что  формулы  прямоугольников

и трапеций  имеют  второй  порядок  точности  относительно h,  а  формула 
Симпсона – четвертый порядок точности.

  2. Так как для многочленов первой степени и для многочленов треть- 
ей  степени 
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5.3. Квадратурные формулы интерполяционного типа 

Интеграл dxxfI
b

a

 )( представляют в виде суммы интегралов по эле-

ментарным отрезкам 
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Рассмотрим случай, когда в качестве функции gi на отрезке xi
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  – правило 3/8:

,  которые  в  этом  случае  относятся  к  классу формул  Ньютона 
–Котеса.

Частный случай формулы Ньютона – Котеса при 

  Рассмотренные  ранее  простейшие  квадратурные  формулы  являются 
частными  случаями формулы  (5.10)  для  случая  равноотстоящих  значений

  

 

 

;)()
3

(3)
3

(3)(
81

11













n

i
i

i
i

i
ii

i xf
h

xf
h

xfxf
h

I  
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. Тогда для формулы (5.10) справедлива оценка по- 

грешности:

имеет  непрерывную  произ-

водную порядка 

  Приведем  без  доказательства  теорему  об  оценке  погрешности  фор- 
мулы (5.10).
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Замечание 3. Квадратурные формулы интерполяционного типа точ-

ны для всех многочленов степени m. 
 

Рассмотрим обусловленность квадратурных формул интерполяци-

онного типа. Определим абсолютную погрешность функции )(
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то абсолютное число обусловленности этой задачи равно ab  , и задача 

вычисления интеграла от приближенно заданной функции является ус-

тойчивой.  
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Рассмотрим чувствительность общей формулы 
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Следовательно, если все веса iA

 
 – положительные, то  

n n


 



 


 


 
iA

 


 


 
iA

 


 
b

 


 
a

 

i0 i0

 

 

При больших  m  среди  весов  формулы  (5.10)  появляются  отрица-
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плохой обусловленности эти формулы при  10m   не используются. 

 

 

5.4. Квадратурные формулы Гаусса. Полиномы Лежандра 

 

Квадратурная формула 


n

i
ii

b

a

xfAdxxf
0

)()( , построенная интегриро-

ванием интерполяционного многочлена степени n с фиксированными уз-

лами x0, x1, …, xn, точна для всех многочленов степени n. Рассмотрим зада-

чу построения квадратурной формулы, точной для многочленов наиболее 

высокой степени, чем n, при заданном количестве )1( n  узлов за счет вы-

бора узлов. 
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Рассмотрим построение квадратурной формулы Гаусса сначала для 

отрезка  1,1 .  


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i
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1

1

)()( . (5.11) 

 

Переход к произвольному отрезку a,b осуществляется с помощью 

замены переменной 2/)(2/)( abtbax  . 
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  и  веса Ai должны  удовлетворять  системе  нелинейных 

уравнений

Это означает, что узлы

  
гда, когда она точна для всех функций: 

Формула (5.11) точна для многочленов степени m, тогда и только то-
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примет вид

и система (5.13) при , . В этом случае 

.

Пример 1 . Построим квадратурную  формулу  Гаусса  с  двумя  уз-

лами 

или , когда 
, Ai,Система  (5.13)  имеет  единственное  решение 
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Решая ее, находим значения  A0 = A1 = 1,  0 11 / 3, 1 / 3t t   . Та-

ким образом, получили квадратурную формулу Гаусса с двумя узлами, 

точную для многочленов третьей степени: 
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Для квадратурной формулы Гаусса справедлива следующая оценка 

погрешности: 
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  ,  как  корни  полиномов. Полиномы  Лежандра опреде- 

ляются формулой

) формула Гаусса обеспе- 
чивает очень высокую точность для достаточно гладких функций.

  Решить  систему  (5.13)  при  произвольном n достаточно  сложно, 
но с помощью  полиномов  Лежандра,  можно  вычислить  узлы

  

  Уже при небольшом числе узлов ( 
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Первые полиномы имеют вид 
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квадратурной формулы Гаусса с n узлами

определяются как корни полинома Лежандра степени n;

2. Веса Ai из формулы (5.11) находятся из интегральных формул

Полиномы Лежандра обладают рядом замечательных свойств, из ко-

торых следует:

1. Узлы 
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  Пример 2 . Построим квадратурную  формулу  Гаусса  с  тремя  уз- 
лами. В этом случае  

Узлы ,5/30 t  ,01 t  5/32 t  находим как корни полинома тре-

тьей степени .0
2

3

2

5
)(

3
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Остается вычислить весовые коэффициенты: 
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В результате квадратурная формула Гаусса на интервале  1,1  

с тремя узлами запишется в виде 

 

).5/3(9/5)0(9/8)5/3(9/5)()(
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1

ffftfAdttf
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Она является точной для многочлена пятой степени. 

Квадратурная формула Гаусса с тремя узлами на произвольном от-

резке a,b осуществляется с помощью замены переменной 

2/)(2/)( abtbax   и имеет вид 

 

( ) [5 / 9 (( ) / 2 3 / 5)
2

8 / 9 (( ) / 2) 5 / 9 (( ) / 2 3 / 5)].
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f x dx f a b

f a b f a b


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Квадратурная формула Гаусса с четырьмя узлами на произвольном 

отрезке a,b является точной для многочлена седьмой степени. Укажем 

узлы и соответствующие веса этой формулы: 
 

0 0

1 1

2 2

4 4

0,8611363115, 0,3478548451;

0,3399810436, 0,6521451549;

0,3399810436, 0,6521451549;

0,8611363115, 0,3478548451.
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t A
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Замечание 4. Весовые коэффициенты квадратурной формулы Гаусса 

всегда положительны, что гарантирует хорошую обусловленность форму-

лы с абсолютным числом 
0 0

n n

i i

i i

A A b a

 

      . 

 

 

 

 

  

5.5. Апостериорные оценки погрешности

  Применение  неравенств  вида  (5.7)–(5.9)  для  априорной  оценки  по- 
грешности  в  большинстве  случаев  неэффективно  или  невозможно.  Это 
связано  с  трудностью  оценки  производных  подынтегральной  функции 
и с тем,  что  полученные  оценки,  как  правило,  бывают  сильно  завышен- 
ными. 
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Пусть h
I  – приближенное значение интеграла dxxf
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называется главным членом погрешности квад- 
ратурной  формулы,  и  число k представляет  порядок  точности  формулы. 
При достаточно  малом h для  погрешности  в  предположении  (5.16)  спра- 
ведливо приближенное равенство

Тогда  величина 
., и 

, (5.16)

где 

для  случая  переменного  шага. Предполо- 
жим, что для погрешности этой формулы справедливо представление

либо  с 
по  некоторой  квадратурной  формуле  (5.10)  с  постоянным  шагом
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Уменьшение шага в два раза приводит к уменьшению погрешности 

в k
2  раз: 
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Вычитая из  равенства (5.17) равенство (5.18), получаем 
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Откуда

Учитывая формулу (5.18), имеем
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I :погрешности значения 

Формула  (5.19)  дает апостериорную (на  основании  опыта)  оценку
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которую принято называть правилом двойного пересчета или правилом 

Рунге. 
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 ,  поэтому 

формула  (5.19)  для  апостериорной  оценки   погрешности  принимает  сле- 
дующий вид:

  Для  формул  прямоугольника  и  трапеций   (5.7)–(5.8) 
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, поэтому по формуле (5.19) име- 

ем

  Для формулы Симпсона (5.9) 
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Для формулы Милана 5k  , поэтому по формуле (5.19) имеем 
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, вос- 
становить ее первообразную

5.6. Построение первообразной с помощью

численного интегрирования

  Рассмотрим задачу  по известной функции f (x) на отрезке 
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f
 

()d,
 

   x
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a,b.

 
 (5.20) 

 

При каждом фиксированном x функцию  y(x)  можно рассматривать 

как определенный интеграл и вычислять с помощью одного из известных 

методов. Однако, если необходимо определить значения функции y(x) 

в большом количестве точек, то целесообразнее разбить отрезок a,b 
на элементарные отрезки точками bxxxa n  ...10 , а затем составить 

таблицу значений )( ii xyy  , ni 0  по формуле 
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iii Iyy      ni 1 . 

 

Здесь ,00 y  а ih

iI – приближенное значение интеграла  ,)(
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x
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df  по-

лученное с помощью одной из квадратурных формул.  
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хорошо подходит кубический многочлен Эрмита.

  Замечание 5. Существует большой класс функций, которые не могут 
быть представлены через элементарные функции:

, то для интерполяции на каждом элементарном 
отрезке 

  Функцию y(x),  можно  в  любой  из  промежуточных  точек  восстано- 
вить,  используя  интерполяцию.  Так  как  значения  производной  функции

y(x) известно, 
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Методы численного интегрирования позволяют вычислять значения 

такого рода функций при любом x. Графики функций )(xSi  и )(xerf  пред-

ставлены на рис. 22 и 23. 
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a,b,  на  котором  решение  задачи  сущест- 
вует и является единственным.

,  то  можно

указать  такой  отрезок 

непрерывна  и  удовлетворяет  условию  Лип- 
шица  по  переменной y в  некоторой  окрестности  точки 

(6.1)

  Если  функция 

6. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

  Наиболее  универсальные  методы  решения  задачи  Коши   есть  раз- 
ностные  методы,  когда  производные  заменяются  разностными  отноше- 
ниями.  В  результате  исходное  дифференциальное  уравнение  сводится 
к системе  алгебраических  уравнений,  которые  называются  разностными. 
Решение этой системы дает приближенное решение исходной задачи.

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения первого

порядка:
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. Сеточные функции, определенные на сетке, образуют

(n + 1)-мерное линейное пространство. Чтобы сравнить сеточные функции 
между собой введем в рассмотрение норму:

.  Совокупность  этих  чисел  назовем  сеточной  функцией

сопоставлено по определенному закону 
число 

Пусть каждой точке сетки 

, 

Будем называть его сеткой. Пусть сетка равномерная, т. е.

задан набор точек

6.1. Разностная аппроксимация производных

Пусть на отрезке 
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Вместо производных первого порядка для сеточных функций вво-

дятся разностные отношения: 
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и  сопоставим для 
каждого разностного отношения  (6.3)–(6.4)  погрешность аппроксимации 
производной в точках 

Отношение  (6.3) называют  правой  разностной  производной,  отно- 
шение  (6.4) – левой  разностной  производной,  (6.5) – центральной  разно- 
стной производной.

  Вычислим  первую  производную  функции 
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(6.6)

(6.7)

(6.8) 
 

Предположим, что функция y(

 
x)

 
 дважды непрерывно дифференци-

руема на отрезке a,b, и запишем для нее формулу Тейлора с остаточным 

членом в форме Лагранжа: 
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Тогда из формул (6.3), (6.6) находим   
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Для оценки 0

i
  предположим, что функция y(

 
x)

 
 трижды непрерывно 

дифференцируема на отрезке a,b, и запишем для нее формулу Тейлора 

с остаточным членом в форме Лагранжа, добавляя еще один член: 
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  Пусть для функции f(x), k раз непрерывно дифференцируемой, оп-

Из формул (6.5), (6.8) будем иметь

ределена величина  
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)(

,

xfM
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k  , тогда для оценок погрешности ап-

проксимации  первых производных в точках xi
  будем иметь 
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xi
  будем иметь

Для оценки погрешности аппроксимации  второй производной в точ- 
ках 

(6.11)

.

Для  разностной  аппроксимации  второй  производной  составим  раз-

ностное отношение первых разностных производных:

со 
вторым  порядком  точности  относительно h для  функций,  трижды  не-

прерывно дифференцируема на отрезке 

в  точках 
  Таким  образом,  центральная  разностная  производная  дает  более  хо- 

роший  результат:  она  аппроксимирует  производную 
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Сопоставим задаче (6.1) на отрезке разностную задачу

и образуем сетку:Введем шаг 

6.2. Метод Эйлера

Пусть  нам  нужно  построить  решение  задачи  (6.1)  на  отрезке 
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:образуем две сеточные функции – z и 

(6.14)

Для оценки точности решения исходной задачи Коши (6.1) функции

  Уравнение  является  разностным  уравнением  первого  порядка,   ко- 
торое  называется схемой  Эйлера.  Его  можно  переписать  в  виде явной ре-

куррентной схемы:
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или

в  уравнение  (6.13),  в  результате 
получим

. Погрешность  аппроксимации  схемы  была  бы  равна  нулю,  если  бы

уравнения (6.1) и (6.13) совпадали.

  Подставим   выражение 

называют погрешностью  аппроксимации схемы  на  решении

Сеточную  функцию z называют погрешностью  решения.  Сеточную

функцию 
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Тогда из (6.15) следуют рекуррентные неравенства 
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с  учетом рассматриваемой нормы  оценка  погрешности решения примет 
вид  
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  Из  оценки  (6.16)  следует,  что  чем  лучше  разностное  уравнение  ап- 
проксимирует дифференциальное, тем меньше погрешность решения.

Для  погрешности  аппроксимации  в  силу  первого  неравенства  (6.10)

имеем 
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 что позволяет переписать оценку (6.16) в форме  
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  Неравенство  (6.17) показывает, что погрешность решения стремится к  
нулю  со  скоростью h.  В  связи  с  этим метод  Эйлера  называют методом 
первого  порядка точности относительно  шага h. Геометрическая  иллю- 
страция явного метода Эйлера представлена на рис. 24. 
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6.3. Метод Рунге – Кутты

  Из  оценки  (6.17)  метода  Эйлера  можно  сделать  вывод,  чтобы  по- 
высить  точность  метода,  нужно  улучшить  аппроксимацию  дифференци- 
ального  уравнения  разностной  схемой.  Запишем  для решения  уравнения

(6.1) формулу Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа: 
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в силу уравнения (6.1) формуламии 

включительно 
и заменим 

Оставим  в  этом  разложении  слагаемые  до  порядка 
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  В  результате  получим  новое  приближенное  рекуррентное  соотно- 
шение, более сложное, чем (6.14): 
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которое можно записать в виде разностного уравнения: 
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.  С этой целью положим

то  получатся  разностные  схемы  третьего  или  четвертого  порядка 
точности.

  Основная идея метода Рунге – Кутты состоит в том, чтобы заменить 
правую  часть  уравнения (6.19) на  сумму  значений  функции f и  двух  раз- 
личных точках с точностью до членов порядка 

или 
Замечание. Если в    разложении    (6.18)  оставить  члены  порядка 

  При  разработке  разностных  схем  высокого  порядка  точности  стре- 
мятся заменить вычисление производных функции нахождением значений

самой функции в нескольких точках.
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где   ,,,   – четыре свободных параметра, подлежащих определению. 

Разложим функцию ),( huhxf ii   по степеням h: 
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 Уравнение  (6.19)  можно  записать  в  форме рекуррентного  однопа- 
раметрического семейства:

, 

:через Они позволяют выразить параметры 

приравнивая слева и справа члены, содержащие h, и члены, не содержащие

h, получим три уравнения:
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  формула (6.20) принимает вид. При и 

  Наиболее распространенные разностные схемы этого семейства схем 
Рунге – Кутты соответствуют  двум  значениям  параметра 
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Ее можно разбить на два действия «предиктор – корректор»: 
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  формула (6.20) принимает вид

  Первое  действие  происходит  по  схеме  Эйлера – это  грубое  пред- 
сказание результата,  второе  действие  является  уточнением  результата,  его 
коррекцией.

При  
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Эту формулу также можно разбить на два действия «предиктор – 

корректор»: 
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Как и в случае метода Эйлера, можно получить оценку погрешности 

решения вида 
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.  В  связи  с  этим   метод  Рунге – Кутты  называют

методом второго порядка  точности относительно шага h.

  Наиболее  часто  при  проведении  реальных  расчетов 
используется 
схема Рунге – Кутты четвертого порядка точности:

к  нулю  со  скоростью 
Неравенство  (6.24) показывает, что погрешность решения стремится
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Предположим, что для погрешности явного одношагового метода 

справедливо следующее представление для оценки погрешности: 
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Тогда метод имеет порядок точности, равный k, а локальная по-

грешность iii yuz   допускает представление 
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с  помощью  того  же  одношагового  ме- 
тода,  но  уже  с  помощью  двух  элементарных  действий  с  половинным  ша- 
гом. Например, по формуле (6.21) имеем

  Уменьшим  шаг  интегрирования вдвое и  вычислим  приближение 
к значению  решения  в  точке 
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Тогда, аналогично формуле двойного пересчета (7.19), можно по-
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Из последнего приближенного равенства имеем апостериорную 

оценку локальной погрешности  значения 
2/1

1


h
iu . 

Уточненное значение  1
2/1

11 

  i
h
ii uu  в дальнейшем при расчетах 

принимается за приближенное решение задачи Коши в точке xi
 

1
 .  

Заметим, что этот способ контроля точности приводит к увеличению 

времени счета на 50 %. 
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6.4. Метод Адамса

Из уравнения (6.1) находим  
 



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x
ii xyxfyy dx

 
 . (6.27) 

 

Это соотношение непосредственно использовать нельзя, т. к. при пе-

реходе от точки сетки xi
  к точке 1ix  подынтегральная функция не-

известна. 

Рассмотрим, как эта проблема решается в методе Адамса. Пусть 

в процессе численного решения задачи расчет доведен до точки xi
  и из-

вестны величины 

 

yi
  и ),( ii yxf . Построим интерполяционный многочлен 

Pm
 (

 
x)

 
 некоторой фиксированной степени m, принимающий в точках jx , 

ijmi   значения ),( jj yxf . 

Полином можно записать в форме Лагранжа 
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 легко интегрируется, поэтому  формула (6.27) при- 

водит к рекуррентной формуле
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где коэффициенты 
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  Метод  Адамса  (6.28)  является  линейным многошаговым методом. 
При  применении  формулы  (6.28)  необходимо  использовать  (m +1)  пре- 
дыдущее значение дискретной функции u.

Рассмотрим случай полинома первой степени:  
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  (6.29)

  Подставляя  в  интегральную  формулу  (6.27)  и  интегрируя,  получаем 
двухшаговую явную схему Адамса второго порядка:
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и  провести  интегри- 
рование  (6.28),  то  рекуррентная явная формула метода  Адамса  четвертого 
порядка примет вид

относительно h.

  Если  применить  интерполяционный  многочлен  третьей  степени  на 
равномерной  сетке  из  четырех  узлов 

рядка 

по  формуле  (6.29)  нельзя,  это  значение  приходится 
вычислять каким-то другим методом, напр., методом Рунге – Кутты.

  Замечание. Разностное уравнение метода Адамса, соответствующее 
случаю  полинома  степени m аппроксимирует  уравнение  с  точностью  по-

  Вычислить 
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  . Его можно записать в форме Лагранжа

,  значения

по формуле (6.30) нельзя, 
эти  значения  приходится  вычислять  каким-то  другим  методом  четвертого 
порядка точности относительно h.

  Рассмотрим  двухшаговую неявную  схему  Адамса,  используя  мно- 
гочлен второго  порядка,  принимающий  в  точках 

, ,   Вычислить первые три значения 
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   Из интегральной формулы (6.28) после интегрирования получаем ис- 
комую неявную схему: 
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  ui
 

1
 

ui
 

1
   можно найти, используя, напр., метод простой итерации.

. 
Значение 

  Сложность  использования  неявных  методов  Адамса  заключается 
в необходимости  решать  нелинейное  уравнение (6.31)  относительно 
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Методы Адамса  требуют меньшего числа вычислений правой части 

дифференциального уравнения по сравнению с методами Рунге – Кутты 

того же порядка точности. Для них существуют эффективные методы апо-

стериорной оценки локальной погрешности. Существенным недостатком 

метода Адамса является нестандартное начало вычислений.  

 

 

 

 

 

 
y

 



 
f

 
(t,

 
y(t)),

 
      y(t0

 )

 


 
y0

 .

 

  
  

f

 
(t,

 
y)

 
 

 

ПT
 

 
t,

 
y

 
:

 
t0

 

 
t

 


 
T

 
;

 


 


 


 
y

 


 
  

 

 t0
 

 
t

 


 
T

 
:и удовлетворяет условию Липшица по переменной y для всех 

определена  и  непрерывна  в  по- 
лосе

(6.32)

  Теорема. Пусть  функция 

6.5. Устойчивость численных методов решения задачи Коши

Напомним  основные  теоремы  из  курса  дифференциальных  уравне-

ний, связанных с решением задачи Коши
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  – решение задачи– решение задачи (6.32), а 

.

Теорема. Пусть  выполнены  условия  теоремы.  Далее,  пусть

задачи Коши, определенное при 
существует единственное

решение 

.

Тогда для каждого начального значения 
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Тогда справедлива оценка 
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выражающая устойчивость на конечном отрезке  Tt ,0  решение задачи 

Коши по начальным значениям и правой части. Здесь )( 0)(
tTL

eTK


 . 

Величина )( 0)(
tTL

eTK


  может неограниченно расти с ростом Т. Как 

следствие, при достаточно больших временных отрезках  Tt ,0  такая задача 

является плохо обусловленной. 
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Рассмотрим задачу (6.31) и задачу  
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. (6.33)

  Погрешность  решения  по  начальным  значениям  определяется  фор- 
мулой

и 

, тогда

.

Обозначим 

и – некоторое промежуточное значение между где 

.

По формуле конечных приращений Лагранжа

удовлетворяет уравнению
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y  с ростом t моно-

тонно убывает и погрешность, внесенная в начальное значение, имеет тен-

денцию к затуханию. 

 

Пример  1 . Рассмотрим  задачу  Коши y
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.0)0( y  Ее решением, как нетрудно проверить, является функция 

tty sin)(  .  

Внесем в начальное условие погрешность .)0( y  Решение задачи 

Коши при этом начальном условии есть 
t

etty  sin)( . Погрешность ре-

шения при росте t неограниченно возрастает.  

Заметим, что  01))(,(  tytf y  и величина 
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для оценки погрешности решения с ростом t  монотонно возрастает. 
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Кроме того,

.

что  соответствует 
условию 

убывает  при Его  решение 

которое  моделирует  локальное  распространение  погрешности

, 

Для изучения устойчивости по начальным данным задачи (6.1) будем

рассматривать модельное уравнение
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  Вводится  естественное  требование:  для  разностных  схем,  аппрок- 
симирующих  модельное  уравнение,  должен  выполняться  аналог  нера-

(6.34)

т. е. модельное уравнение устойчиво при 

, для всех , при 

венства (6.34) 
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Рассмотрим ряд примеров. 

1. Явная схема Эйлера 
 

  ,/1 iii uuu     .)1(1 ii uu   
 

Отсюда видно, что условие 
 

ui
 

 
ui

 
1

 

 
...

 


 
u

 

0
     

 


 
0

 
  

 

выполнено при  1  

 
1

 
    

 
1

 


 
1

 


 


 


 
1.  Из  последнего  неравенстваили 
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находим, что для устойчивости  шаг 
 

  по времени  t  должен удовлетво-

рять условию  /2 . Явная схема Эйлера условно устойчива. 
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Неявная схема Эйлера безусловно устойчива.

3. Схема с весами

при , т. к. Условие (6.36) выполнено при любом 

2. Неявная схема Эйлера
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Неравенство  1)1(1  выполнено при весе 2/1  

при любом шаге  ; при весе 2/10   шаг 
 

  должен удовлетворять не-

равенству .
)21(
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4. Схема Рунге – Кутты второго порядка. 

Подставляя в схему   
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5. Неявная схема Адамса третьего порядка 
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По теореме Виета

.

,

Условие (6.36) выполняется при 
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Откуда aс    и  ab 2 .  

В результате получаем, что схема устойчива, если 6/   . 
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6.6. Понятие о жестких задачах

  При  решении  некоторых задач  Коши  явными  методами  при  уве- 
личении  шага  происходит  катастрофический  рост  погрешности  решения. 
Обладающие таким свойством задачи получили название жестких задач.

  Явные методы оказались непригодными для решения жестких задач, 
т. к. они  приводят  к  большим  ограничениям  на  шаг  из-за  требований 
устойчивости в ущерб требованиям точности. 
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Если воспользоваться явной схемой Рунге – Кутты второго порядка, 
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при  использовании 
явного метода приводит к неустойчивости решения.

  Пример 3 . Рассмотрим задачу Коши  для системы линейных диф- 
ференциальных уравнений:

не  обладает  быстро  меняющейся

жесткой  компонентой,  но   попытка  увеличить  шаг 
функция При 
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

уаty

уаty
    ,012  aa   .0t  

 

Ее решением, как нетрудно проверить, являются функции 
1

1 1( ) (0) ,
a t

y t y e


  2

2 2( ) (0)
a t

y t y e


 . Функция )(2 ty  очень быстро убывает. 

Возьмем явную схему  

 

 

 

1, 1 1, 1 1,

2, 1 2, 2 2,

/ 0,

/ 0.

i i i

i i i

u u a u

u u a u





   

   
 

 

Схема устойчива, если выполняются одновременно два условия 

1/2 a  и 2/2 a , что приводит к малому допустимому шагу 
 

. 
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Для решения задачи Коши  для системы уравнений пригодна неявная 

схема 

 

 

1, 1 1, 1 1, 1

2, 1 2, 2 2, 1

/ 0,

/ 0,

i i i

i i i

u u a u

u u a u

 

 

   

   
 

 

которая устойчива при любых 
 

. 

При использовании явных методов наличие в решении быстро ме-

няющейся жесткой компоненты даже на том участке, где ее значение 

пренебрежимо мало, заставляет выбирать шаг из условия абсолютной 

устойчивости. Применение неявных методов  может существенно облег-

чить решение жесткой задачи. 
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опи сывается уравнением теплопроводности

7. РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯУРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

  Процесс  распространения  тепла  в  одномерном  стержне 
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 (7.1) 
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 постоянны, то (7.1) можно запи- 
сать в виде

. Если коэффициенты k, с, 
могут зависеть не только от x и t, но и от темпе-

ратуры 
, 

– плотность  тепловых  источников. 
В общем случае k, с, 

– теплоемкость единицы длины; k – ко-

эффициент  теплопроводности; 
– плотность; 

– температура в точке x в момент времени t, с – теплоемкость 
единицы массы; 
где 
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
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где )/(
2

 cka  – коэффициент температуропроводности.  

В дальнейшем без ограничения общности положим, что .1,1  la  

В самом деле, вводя переменные ,/1 lxx    ,/
22

1 ltat    
22

1 / aflf  , полу-

чим 

),,(12
1
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txf
x
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u



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


   .10 1  x  
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Будем рассматривать первую краевую задачу в области  

 

 П = 0 1; 0 x t T    . 

 

Требуется найти непрерывное в области П решение u

 


 
u(

 
x,t)

 
задачи 
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 (7.2) 
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    u(0,t)

 
0

 (t),

 
  u(1,

 
t)

 
1(t).

 
  

 

 

(7.4)

  Условие  (7.2)  характеризует  начальное  распределение  температуры 
в стержне.  Краевые  условия  (7.3),  (7.4) характеризуют  распределение  тем- 
пературы на концах стержня.

; (7.3)

 

 

 

  

 

 

 

7.1. Разностные схемы для одномерного уравнения

теплопроводности

Введем сетку  

 

 , : , ,i j i j

h
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i  0,1, 2,..., N , h  1 / N , j  0,1,..., L,   T / L 
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по t.

Заменяя вторую производную в (7.2) по x разностным выражением

с шагом h по x и с шагом 
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а первую производную по t  разностным отношением 
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получим явную схему на 4-точечном шаблоне: 
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Здесь ),,( ji
j
i txf  либо ),,( 2/1 ji

j
i txf  и т. д. Дополнительные 

условия для определения сеточной функции v: 
 

),(0
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ii xuv    Ni ...,,2,1,0 ;  
 

),(00 j
j

tv    ),(1 j
j
N tv    Lj ...,,1,0 . 

(7.6)

(7.7) 
 

Значения на  (j+1)-м временном слое находятся по явной формуле 
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Если в разностной схеме  ih uL  все значения iu  брать на (j+1)-м вре-

менном слое, то получаем полностью неявную схему с опережением на 4-х 

точечном шаблоне: 
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Для определения 
1j

iv  из (7.8) получаем краевую задачу 
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которая на каждом временном слое jt , Lj ...,,2,1  решается методом 

прогонки. 

 (7.5) 

(7.8) 
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Если правую часть взять в виде линейной комбинации iv  на (j+1)-м 

и j-м слоях, то получим разностную схему с весами: 
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Схема (7.9) определена на 6-точечном шаблоне: 
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В случае  1  получается чисто неявная схема, а при  0 – явная 

схема. 

При весе  2/1  (схема Кранка – Николсона) значения  
1j

iv  сеточ-

ной функции на новом слое определяются из краевой задачи: 
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7.2. Устойчивость разностных схем

  Рассмотрим  устойчивость  и  сходимость  явной  схемы.  Разностная 
схема  учитывает  граничные  и  начальные  условия  точно.  Рассмотрим  за- 
дачу определения сеточной функции по явной схеме:
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2
(7.10) следует оценка

то из задачинеотрицателен, т. е. Если коэффициент при 
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Откуда находим 
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Последнее неравенство и выражает устойчивость в сеточной норме С 

явной схемы по начальным данным и по правой части при условии ,
2

2
h

  

т. е. явная схема условно устойчива. 

Для определения 
1j

iv  из чисто неявной схемы имеем краевую задачу 
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с граничными условиями ,0
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шается  методом  прогонки. Система  (7.11)  обладает  свойством  диаго- 
нального преобладания (см. 4.2) и верна оценка  
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при любых   и h.  

Таким образом, чисто неявная схема безусловно устойчива.  

В общем случае схемы с весами  2/1   безусловно устойчивы.  

При  2/10   схема с весами в сеточной норме  С  условно ус-

тойчива, если  
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Введем в рассмотрение погрешность аппроксимации   схемы с ве-

сами на решении  ),( txuu   (невязку схемы): 
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Тогда для погрешности решения vuz  ,  htx ),(  можно полу-

чить оценку 
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1 / 2 .z
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j k
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    

 

 

 

  В  общем  случае  погрешность  аппроксимации  схемы  связана  с  по- 
рядком погрешности аппроксимации  производных. Общая схема (7.9) 

сходится к решению задачи (7.1) в сеточной норме C со скоростью
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Если в схеме с весами  (7.9) выбрать 
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Если в схеме с весами  (7.9) выбрать  
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то получим схему повышенного порядка аппроксимации:   
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 схе-

  Свойство  асимптотической  устойчивости задачи  (7.2)–(7.4)  при 
больших значениях t для явной схемы (7.10) и неявной схемы (7.11) сов- 
падают  с  условиями  обычной  устойчивости. Однако  при  весе 

ма асимптотически устойчива при условии 



h

. 

 

 

(7.13) 
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, которые имеют довольно простой вид (чаще всего  многочлены),

отличные от нуля лишь на нескольких соседних элементах.

  Многие задачи физики, химии и техники математически описывают- 
ся с помощью вариационных принципов, при этом решение задачи u(x) яв- 
ляется стационарной точкой вариационного функционала

8. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

  Наряду  с  методами  конечных  разностей  широко  используются  про- 
екционные  методы  Ритца и  Галеркина,  а  точнее  их  современные  вариан- 
ты – «метод  конечных  элементов»  или  «проекционно-сеточные  методы». 
Метод конечных элементов впервые был предложен Р. Курантом в 1943 г. 
Затем  в  начале  50-х  годов  двадцатого  столетия  специалистами  по  строи- 
тельной  механике  был  предложен  новый  метод  решения  задач  теории 
упругости.  Во  многих  случаях, когда  расчетная  область   имела  сложную 
геометрию, она разбивалась на подобласти простой геометрии, в каждой из 
которой  решение  могло  быть  найдено  аналитически.  Эти  подобласти  по- 
лучили  название  конечных  элементов,  а  сам  подход  метод  конечных 
элементов. На  его  основе  в  настоящее  время  разработано  большое  число 
прикладных  пакетов  для  решения большого  круга  инженерных и научных 
задач.

  При численном решении краевых задач методом конечных элементов 
рассматриваемую  область разбивают на  конечное  число  элементарных 
подмножеств  стандартной  формы  (которые  и  называют конечными  эле- 
ментами).  Затем  используются специально  подобранные базисные  функ- 
ции 
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dx
 

                                       (8.1)  

 

и удовлетворяет краевым условиям: 
 

         ( ) au a u ,   ( ) ,bu b u                                     (8.2)  
 

где значения ua, ub  фиксированы. 

Как известно из курса вариационного исчисления, непрерывно диф-

ференцируемая функция u(x) должна удовлетворять дифференциальному 

уравнению 

( , , ) ( , , ) 0,uu
d

F x u u F x u u
dx 

       

 

которое принято называть уравнением Эйлера. 
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Рассмотрим функционал 
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при j =  1,2,

…, N  1 следующим образом:

.

Введем  базовые  кусочно-непрерывные функции 

длины hi.  В качестве  конечного  элемента

здесь берутся отрезки 

точками a = x0 < x1 < …< xN = b на N эле- 

ментарных  отрезков 

(8.4)

  Можно показать, что функция u является точкой минимума функци- 
онала (8.3) тогда и только тогда, когда она является решением краевой за- 
дачи (8.4), (8.2).

Приведем решение краевой задачи для одномерной диффузии (8.3),

(8.2). Разобьем отрезок 

.

Уравнение  Эйлера для задачи одномерной стационарной диффузии

принимает вид

k0 > 0, q(x) 

задачи  одномерной  стационарной  диффузии,  удовлетворяют  краевым 
условиям  (8.2), где q(x), f(x), k(x)  кусочно-непрерывные  функции,  удо- 
влетворяющие условиям k(x) 
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Введем функции 0( )x  и ( )N x :  
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Будем искать приближенное решение задачи в виде  
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 равенство (8.6) можно переписать в виде

.  После  введения  обо- 

значения 

при и т. к. 

коэффициенты в  (8.6)

  

В  силу  выбора  базовых  функций 
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определяются

как  функции,  минимизирующие  функционал  (8.3)  на  множестве UN 

множестве всех функции вида (8.7), удовлетворяющих краевому условию

(8.2).

Согласно методу Ритца приближенные решения 
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,  при  которых  частные  производ- 

ные равны нулю:

Согласно  необходимому  условию  экстремума,  минимум  функции

(8.7)  достигается  при  тех  значениях 
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  и  тем  самым 

приближение (8.7). Система (8.8), (8.2) приводится к системе алгебраи- 
ческих уравнений:

  Добавляя  к  этим  уравнениям условия  (8.2),  приходим  к  системе 
уравнений,  из  которой  можно определить  все  значения 
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Базовые функции ( )j x , ( )i x  одновременно могут быть отличны-

ми от нуля, если 1i j  , поэтому  при 1i j   коэффициенты  аij  в си-
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получаем  из  (8.9)  и  (8.10)  следующую  систему  уравнений 

с трехдиагональной матрицей:

стеме  (8.9)  равны  нулю.  Таким  образом,  для  определения  неизвестных
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Из равенств (8.5) легко видеть  
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, коэффициенты

аij и bi в системе (8.11) можно вычислить по следующим формулам:

  Систему  уравнений  (8.11),  (8.12)  принято  называть  системой  ме- 
тода конечных элементов или проекционно-разностной системой,

которая

решается методом прогонки.

В силу свойств выбранных  базовых функций  
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Замечание. При построении системы уравнений метода конечных 

элементов, как правило, возникает необходимость вычисления определен-

ных интегралов. Эта проблема легко решается применением квадратурных 

формул.                                                                                             

В заключении отметим, что никакие теоретические положения и со-

веты не могут заменить собственного практического опыта вычислитель-

ной работы. Такой опыт можно приобрести, переходя от решения учебных 

задач к серьезным практическим задачам.  
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