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5 
Введение 

Исследование операций изучает применения количественных методов для управления сложными системами людей, машин, материалов, денег и ин-формации. Методология исследования операций позволяет понять сущность управленческих проблем и разработать модели для оценки последствий прини-маемых решений. «Исследование операций» как самостоятельная научная дисциплина воз-никло в годы Второй мировой войны, когда для решения сложных проблем ло-гистики и проектирования систем вооружений создавались команды практиков, в которые входили специалисты из самых различных областей: математики, инженеры, экономисты, психологи и т. д. Эти команды анализировали и фор-мулировали проблему в количественных терминах, чтобы найти ее оптималь-ное решение. Сегодня методы исследование операций широко используются в операционном менеджменте и других бизнес-ориентированных дисциплинах. Соглашения, принятые в учебном пособии Для улучшения восприятия материала в данном учебном пособии исполь-зуются пиктограммы и специальное выделение важной информации. 
  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Эта пиктограмма означает определение или новое понятие.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Эта пиктограмма означает «Внимание!». Здесь выделена важ-ная информация, требующая акцента на ней. Автор может поде-литься с читателем опытом, чтобы помочь избежать некоторых ошибок.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   В блоке «На заметку» автор может указать дополнительные сведения или другой взгляд на изучаемый предмет, чтобы помочь читателю лучше понять основные идеи.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   



6  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Эта пиктограмма означает совет. В данном блоке можно ука-зать более простые или иные способы выполнения определенной задачи. Совет может касаться практического применения только что изученного или содержать указания на то, как немного повы-сить эффективность и значительно упростить выполнение некото-рых задач.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Эта пиктограмма означает теорему.   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Эта пиктограмма означает пример. В данном блоке автор может привести практический пример для пояснения и разбора основных моментов, отражен-ных в теоретическом материале.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Контрольные вопросы по главе  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   
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1 Методы одномерной оптимизации функций 

1.1 Основные понятия и определения Рассмотрим простейшие задачи минимизации, в которых целевая функ-ция зависит от одной переменной, а допустимым множеством является отрезок вещественной оси [1, 2]: ( ) min;f x →  [ ; ].x a b∈   ·······················································································  Число ];[* bax ∈  называется точкой глобального (абсолют-ного) минимума, или просто точкой минимума, функции )(xf  на отрезке ];[ ba , если ( ) ( )*f x f x≤  для всех ];[ bax∈ .  ·······················································································  На рисунке 1.1 точка M  – глобальный минимум, точка N  – глобальный максимум. 

 Рис. 1.1 – График функции  ·······················································································  Число ];[* bax ∈  называется точкой локального минимума функции )(xf  на отрезке ];[ ba , если ( ) ( )*f x f x≤  для всех  [ ; ]x a b∈ , достаточно близких к *x .  ·······················································································  



8 На рисунке 1.1 точки A  и B  – локальные минимумы.  ·······················································································  Любая точка глобального минимума целевой функции (ЦФ) ( )f x  является одновременно и точкой локального минимума этой функции. Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.  ·······················································································  Точность. Характеристикой точности полученного решения может слу-жить величина абсолютного отклонения значения минимизируемой функции, достигнутого в точке [ ; ]nx a b∈ , от точного значения ее минимума на отрезке [ ; ]a b : 
( ) ( )* *, , [ ; ].n nf x f x x x a bδ = − ∈  Ясно, что чем меньше неотрицательная величина δ , тем точнее получен-ное решение. Недостатком использования абсолютной погрешности является то обстоятельство, что она меняется при умножении ЦФ на положительную кон-станту α :  ( ) ( ).f x f x→α⋅  Целесообразнее использовать следующую оценку точности: 

( ) ( )
( )

*
* ,nf x f xf x− = δ  

где ( )*f x  – либо точное значение минимума ЦФ, либо полученное «точным» алгоритмом.  Унимодальные функции. Многие методы оптимизации применимы только тогда, когда целевая функция ( )f x  является унимодальной, т. е. любой локаль-ный минимум ЦФ одновременно является и глобальным.  ·······················································································  Функция )(xf  является унимодальной, если слева от *x  она монотонно убывает, справа – монотонно возрастает.  ·······················································································  На рисунке 1.2 изображены графики унимодальных функций. Пример функции, не являющейся унимодальной, приведен на рисунке 1.1. 



9 

 Рис. 1.2 – Примеры унимодальных функций  ·······················································································  Функция )(xf  называется унимодальной на отрезке [ , ]a b , если она непрерывна на [ , ]a b  и существуют числа 1x и 2x , удовле-творяющие условию 1 2a x x b≤ ≤ ≤ , такие, что: 1) на отрезке 1,a x    функция )(xf  монотонно убывает; 2) отрезке 2 ,x b    функция )(xf  монотонно возрастает; 3) при 1 2,x x x ∈    имеем ( )* * [ , ]min ( )a bf x f f x= = .  ·······················································································  Отметим, что возможно вырождение в точку одного или двух из отрезков 1,a x   , 1 2,x x    и 2 ,x b   . Некоторые варианты расположения и вырождения в точку отрезков монотонности и постоянства унимодальных функций пред-ставлены на рисунке 1.2. Очевидно, что в некоторых вырожденных случаях ЦФ )(xf  не является дифференцируемой на отрезке [ , ]a b . Для проверки унимодальности функции )(xf  на практике обычно ис-пользуют следующие критерии, при выполнении которых функция является унимодальной: 
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• если функция )(xf  дифференцируема на отрезке [ , ]a b  и производная ( )f x′  не убывает на этом отрезке; 
• если функция )(xf  дважды дифференцируема на отрезке [ , ]a b  и вто-рая производная ( ) 0f x′′ ≥  при [ , ]x a b∈ . Если эти критерии не выполняются, то функция )(xf  является мульти-модальной или многоэкстремальной. Выпуклые функции.  ·······················································································  Функция )(xf  выпукла («вниз») на [ , ]a b , если справедливо неравенство Иенссена: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 ,f x x f x f x µ + −µ ≤ µ + −µ   для произвольных [ ]1 2, ,x x a b∈  и [ ]0,1µ∈ .  ·······················································································  Геометрически это означает, что все точки функции )(xf  для всех [ , ]x a b∈  лежат ниже прямой ( ) ( ) ( )1 21f x f xµ + −µ . Если функция )(xf  – выпуклая на ];[ ba , то на любом отрезке 
[ ]; [ ; ]x x a b′ ′′ ⊂  ее график расположен не выше хорды, проведенной через точки графика с абсциссами x′  и x ′′  (рис. 1.3). 

 Рис. 1.3 – Выпуклая функция 2( )f x x=  
Величина ( )1 21x xµ + −µ  определяет множество точек x  на интервале ];[ ba . При µ , равном единице, мы получим точку 1x , в случае если µ  равно ну-
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лю, – точку 2x . Величина ( ) ( ) ( )1 21f x f xµ + −µ  определяет множество точек оси ординат, соответствующих точкам интервала ];[ ba . При µ , равном едини-це, получим ( )1f x , равном нулю – ( )2f x , равном 0,5 – ( ) ( )1 22f x f x+ . Таким образом, ( ) ( ) ( )1 21f x f xµ + −µ  описывает хорду, соединяющую точки 1x  и 2x . Так, на рисунке 1.3 данное значение в случае, если 1 2x = − , 2 2x = , будет посто-янно и равно 4. Это равно (в точках 1x  и 2x ) или больше (во всех остальных точках), чем значение функции на интервале 1 2;x x   .  Можно показать, что всякая выпуклая непрерывная на отрезке ];[ baфункция является унимодальной. Обратное, вообще говоря, неверно (рис. 1.4). 

 Рис. 1.4 – Выпуклая функция (слева), унимодальная,  но не выпуклая функция (справа) На практике обычно используют следующий критерий: дважды диффе-ренцируемая функция )(xf  выпукла на [ , ]a b , если вторая производная ( ) 0f x′′ ≥  при всех [ , ]x a b∈ .  ·······················································································  Стационарной точкой функции ( )f x  называется такая точка *x , в которой производная функции равна нулю: 
*( ) 0.x xdf xdx =

=   ·······················································································  



12 Если стационарная точка не соответствует локальному экстремуму, то она является седловой точкой. 1.2 Необходимые и достаточные условия  существования экстремума Если в точке *x  первые ( )1n −  производные функции ( )f x  обращаются в нуль, а производная порядка n  отлична от нуля, т. е.  
*( ) ( ) ( ) | 0,n n n x xf d f x dx

=
= ≠  то  1) если n  – нечетное, то *x  – точка перегиба; 2) если n  – четное, то *x  – локальный экстремум; причем, если  

• ( )( ) 0nf x > , то *x  – точка локального минимума;  
• ( )( ) 0nf x < , то *x  – точка локального максимума [1, 2].  ·······················································································  При поиске глобального минимума функции ( )f x , заданной на отрезке ];[ ba , необходимо найти все точки локальных миниму-мов, вычислить в них значения функции, а также вычислить значе-ния функции на границах отрезка ( )f a  и ( )f b  и выбрать среди этих значений наименьшее.  ·······················································································   ··································   Пример 1.1  ··································  Рассмотрим функцию 2( )f x x= . Первая производная равна:  

( )2( ) 2 .df x x xdx ′= =  Найдем стационарную точку, приравняв к нулю полученное значение производной и выразив x :  2 0;0.xx =

=
 Вторая производная равна:  

( )
2 2( ) 2 2.d f x xdx ′= =  
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Вторая производная равна 2 0> . Следовательно, точка * 0x =  является точкой локального минимума (рис. 1.3).  ······································································································  Таким образом, методика нахождения экстремум на интервале включает следующие шаги:  1. Найти стационарную точку *x  из решения уравнения ( )* 0f x′ = .  2. Проверить значение функции в граничных точках интервала и в ста-ционарной точке: ( ) ( ) ( )*, ,f a f b f x . 3. Проверить знак ( )*f x′′  для оценки типа экстремума.  

1.3 Характеристики алгоритмов оптимизации Прежде чем приступить к решению конкретной задачи оптимизации (ЗО), следует выяснить вопрос, какому из методов оптимизации отдать предпочтение в данном случае. Для этого необходимо уметь сравнивать методы, например, на определенных классах задач [1]. Очень важна роль априорных характеристик методов: трудоемкость вы-числений, скорость сходимости, устойчивость метода к ошибкам в вычислени-ях, чувствительность метода к значениям параметров алгоритма и ряд других. Сходимость алгоритма является наиболее важным вопросом оптимиза-ции. Большинство методов решения ЗО имеют итерационную природу: { }kx , т. е. исходя из некоторой начальной точки 0x , они порождают последователь-ность 0 1{ , ,..., ,...}kx x x  на основе алгоритма A , сходящуюся к точке экстрему-ма *x .  ·······················································································  Глобальная сходимость. Алгоритм A  обладает свойством глобальной сходимости, если для любой начальной точки 0x  после-довательность { }kx , определяемая выражением ( )1k kx A x+ = , схо-дится к точке, удовлетворяющей необходимым условиям опти-мальности. Данное свойство отражает надежность работы алгоритма.  ·······················································································  



14 Асимптотическая сходимость и скорость сходимости. С практической точки зрения эффективность алгоритма зависит от числа итераций, необходи-мых для получения приближенного решения *x  с заданной точностью ε . Для получения критерия с некоторым абсолютным значением необходи-мо прибегнуть к другому типу анализа, взяв за объект исследования асимпто-тическую сходимость – поведение последовательности точек { }kx  в окрестно-сти предельной точки *x . Это значит, что каждому алгоритму приписывается индекс эффективности – скорость сходимости p : 
1 ,*k p*k

x   x Cx x+ −
=

−
 

где C  – некоторая конечная ненулевая константа. Наиболее распространены случаи линейной и квадратичной сходимости, когда 1p =  и 2p =  соответственно.  Исследование скорости сходимости алгоритма позволяет оценить его эф-фективность и осуществить его сравнение с другими алгоритмами. Иногда к выражению скорости сходимости последовательности { }kx  приходят и при исследовании способа сходимости последовательности ( )kf x  к ( )*f x . Для оценки эффективности выбранных методов можно рекомендовать три характеристики: время, затраченное на получение решения; точность ре-шения; чувствительность к изменению параметра сходимости. Для одномер-ных методов оптимизации первые две характеристики можно исследовать на типовых тестовых функциях, например, 
( ) ( )sin , 0 2 ,kf x x x= ≤ ≥ π  путем варьирования значений показателя степени k  на множестве нечетных чисел от 1 до 79. Отметим, что для всех k  min ( )f x  достигается в точке * 4, 2 92 1 33 7x = π = , при этом ( )* 1,0f x = − . Однако с увеличением k  степень гладкости функции, которая обладает узкими впадинами в окрестности *x , уменьшается. Проверку методов на чувствительность можно осуществить пу-тем варьирования значений параметра сходимости k  и параметров алгоритма.  Точность решения можно измерить как относительную (в процентах) ошибку оценивания координаты истинного минимума. 



15 Задача оптимизации функций одной переменной относится к наиболее простому классу оптимизационных задач. Тем не менее, анализ задач такого типа занимает центральное место в оптимизационных исследованиях. Такие за-дачи обычно решаются в инженерной практике. Вместе с тем, одномерные ме-тоды оптимизации часто используются для анализа подзадач, которые возни-кают при решении многомерных задач оптимизации. Существует большое число методов решения задач с одной переменной.  1.4 Прямые методы поиска минимума Большую группу приближенных методов минимизации составляют пря-мые методы, основанные на вычислении только значений минимизируемой функции в некоторых точках и не использующие значения ее производной. К данному классу относятся такие методы, как метод равномерного поис-ка, метод дихотомии, метод золотого сечения, метод Фибоначчи (псевдоним Леонарда Пизанского, первым изучившего эту последовательность в 1202 г.). В качестве наиболее распространенных критериев останова оптимизаци-онных методов (ε  – заданная точность) используются следующие условия: 1) 1k kx x x+∆ = − ≤ ε ;  2) ( ) ( )1k kf x f x+ − ≤ ε ;  
3) ( )

1kx
f xx +

∂
≤ ε

∂
, где k  – номер итерации. 1.4.1 Метод равномерного поиска Задается начальный интервал неопределенности [ ]0 0 0,L a b=  и количе-ство вычислений функции N . Вычисления производятся в N  равноотстоящих друг от друга точках (при этом интервал 0L  делится на 1N +  равных интерва-лов). Путем сравнения величин ( )if x , Ni ..1=  находится точка kx , в которой значение функции наименьшее. Чем больше точек будет выбрано, тем точнее полученное решение.    



16 Алгоритм Шаг 1. Задать начальный интервал неопределенности [ ]0 0 0,L a b= , N  – количество вычислений функции. Шаг 2. Вычислить точки ( )0 00 , 0.. 11i b ax a i i NN−
= + = −

−
, равноотстоящие друг от друга. Шаг 3. Вычислить значения функции в N  найденных точках: ( )if x , 0.. 1i N= − . Шаг 4. Среди точек , 0.. 1ix i N= − , найти такую, в которой функция при-нимает наименьшее значение: ( ) ( )mink if x f x= . 

 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 1.2  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим пример поиска минимума функции 2( )f x x=  (рис. 1.5). 

 Рис. 1.5 – Поиск минимума функции методом равномерного поиска Пусть интервал 0 [ 3,3]L = − , количество вычислений N  внутри интервала равно 7. Вычислим точки ix :  1) ( )( )0 3 33 0 36x − −
= − + ⋅ = − ; 

2) ( )( )1 3 33 1 26x − −
= − + ⋅ = − ; 

3) ( )( )2 3 33 2 16x − −
= − + ⋅ = − ; 
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4) ( )( )3 3 33 3 06x − −

= − + ⋅ = ; 
5) ( )( )4 3 33 4 16x − −

= − + ⋅ = ; 
6) ( )( )5 3 33 5 26x − −

= − + ⋅ = ; 
7) ( )( )6 3 33 6 36x − −

= − + ⋅ = .  Вычислим значения функции в N  найденных точках:  1) ( ) ( ) ( )20 3 3 9f x f= − = − = ; 2) ( ) ( ) ( )21 2 2 4f x f= − = − = ; 3) ( ) ( ) ( )22 1 1 1f x f= − = − = ; 4) ( ) ( ) ( )23 0 0 0f x f= = = ; 5) ( ) ( ) ( )24 1 1 1f x f= = = ; 6) ( ) ( ) ( )25 2 2 4f x f= = = ; 7) ( ) ( ) ( )26 3 3 9f x f= = = . Среди точек , 0.. 1ix i N= −  минимальное значение, равное 0, функция принимает в точке 3 0x =  (рис. 1.5), следовательно, эта точка и будет решением задачи.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   1.4.2 Метод дихотомии Метод относится к последовательным стратегиям. Задаются начальный интервал неопределенности и требуемая точность. Алгоритм опирается на ана-лиз значений функции в двух точках. Для их нахождения текущий интервал не-определенности делится пополам и в обе стороны от середины откладывается по 2ε , где ε  – малое положительное число. Условия окончания процесса поиска стандартные: поиск заканчивается, когда длина текущего интервала неопреде-ленности оказывается меньше установленной величины.   



18 Алгоритм Шаг 1. Задать начальный интервал неопределенности [ ]0 0 0,L a b= , 0ε >  – малое число, 0l >  – точность ( )( )0,2lε∈ .  Шаг 2. Положить 0k = . Шаг 3. Вычислить ( ),2k kk ka by f y+ − ε
= , ( ),2k kk ka bz f z+ + ε

= . Шаг 4. Сравнить ( )kf y  c ( )kf z : а) если ( ) ( )k kf y f z≤ , положить 1 1,k k k ka a b z+ += = и перейти к шагу 5; б) если ( ) ( )k kf y f z> , положить 1 1,k k k ka y b b+ += = . Шаг 5. Вычислить || 11 ++ −= kkk abL  и проверить условие окончания: а) если lLk ≤ , процесс поиска завершается и в качестве приближенного решения можно взять середину последнего интервала: * 1 1 ;2k ka bx + ++
=  б) если lLk > , положить 1+= kk  и перейти к шагу 3. 

 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 1.3  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим функцию 2( )f x x=  на интервале [ ]2,3−  (рис. 1.3). Пусть 2l = , 0,5ε = .  Вычислим значения 0y  и 0z : 
0 00 2 3 0,5 0,25,2 2a by + − ε − + −

= = =  0 00 2 3 0,5 0,75.2 2a bz + + ε − + +
= = =  Эти точки мы получим, если от середины отрезка [ ]0 0,a b  отложим в обе стороны величину 2ε .  Значения функции в этих точках (рис. 1.6):  

( ) 20 0,25 0,0625;f y = =  
( ) 20 0,75 0,5625.f z = =  Т. к. ( ) ( )0 0f y f z≤ , то 1 0 1 02, 0,75a a b z= = − = = . 
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 Рис. 1.6 – Первая итерация метода дихотомии Вычислим длину интервала: ( )0 1 1 0,75 2 2,75L b a= − = − − = . Значение больше 2, поэтому переходим к следующей реализации.  Вычислим значения 1y  и 1z  (рис. 1.7): 
1 11 2 0,75 0,5 0,875;2 2a by + − ε − + −

= = = −  0 01 2 0,75 0,5 0,375.2 2a bz + + ε − + +
= = = −  

 Рис. 1.7 – Вторая итерация метода дихотомии Значения функции в полученных точках:  
( ) ( )21 0,875 0,77;f y = − =  
( ) ( )21 0,375 0,14.f z = − =  Выполняется условие ( ) ( )k kf y f z> , значит, 2 20,875, 0,75a b= − = . 
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Длина интервала: ( )1 2 2 0,75 0,875 1,625L b a= − = − − = . Значение меньше двух, следовательно, вычисления завершаются. В качестве решения принимает-ся точка:  * 2 2 0,875 0,75 0,0625.2 2a bx + − +

= = = −   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   1.4.3 Метод золотого сечения Задаются начальный интервал неопределенности и требуемая точность. Алгоритм уменьшения интервала опирается на анализ значений функции в двух точках. В качестве точек вычисления функции выбираются точки золотого се-чения. Тогда с учетом свойств золотого сечения на каждой итерации, кроме первой, требуется только одно новое вычисление функции. Условия окончания процесса поиска стандартные: поиск заканчивается, когда длина текущего ин-тервала неопределенности оказывается меньше установленной величины. Алгоритм Шаг 1. Задать начальный интервал неопределенности [ ]0 0 0,L a b= , точ-ность 0l > . Шаг 2. Положить 0k = .  Шаг 3. Вычислить 
( )0 0 0 0 0 0 0 03 5 ; .2y a b a z a b y−

= + − = + −  Шаг 4. Вычислить ( )kf y , ( )kf z .  Шаг 5. Сравнить ( )kf y  с ( )kf z : а) если ( ) ( )k kf y f z≤ , то положить 1 1,k k k ka a b z+ += =  и 1 1k ky a+ += +  
1 ,k kb y++ −  1k kz y+ = . Перейти к шагу 6; б) если ( ) ( )k kf y f z> , положить 1 1,k k k ka y b b+ += =  и 1 1,k k ky z z+ += =  
1 1k k ka b z+ += + − . Шаг 6. Вычислить 1 1k k kL b a+ += −  и проверить условие окончания: а) если lLk ≤ , процесс поиска завершается и в качестве приближенного решения можно взять середину последнего интервала: * 1 1 ;2k ka bx + ++

=  



21 б) если lLk > , положить 1+= kk  и перейти к шагу 4. 
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 1.4  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Выполним поиск минимума рассмотренной на рисунке 1.3 функции ме-тодом золотого сечения. Пусть начальный интервал равен [ ]3;2− . Точность 2.l =  Вычислим величины 0 0,y z  (рис. 1.8): 

( ) ( )( )0 0 0 03 5 3 53 2 3 1,09;2 2y a b a− −
= + − = − + − − = −  

( )0 0 0 0 3 2 1,09 0,09.z a b y= + − = − + − − =  

 Рис. 1.8 – Нахождение точек золотого сечения (итерация 1) Значения функции в точках: 
( ) ( )20 1,09 1,19;f y = − =  
( ) ( )20 0,09 0,01.f z = =  Выполняется условие: ( ) ( )0 0f y f z> . Значит, 1 11,09, 2a b= − = , 1 0,09,y =  

1 1,09 2 0,09 0,82z = − + − =  (рис. 1.9).  Вычисляем ( )1 1 2 1,09 3,09kL b a= − = − − = . Эта величина больше задан-ной точности ( )2l = , поэтому переходим к следующей итерации.  Рассчитаем значения функции в точках 1 1,y z :  
( ) ( )21 0,09 0,01;f y = =  
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( ) ( )21 0,82 0,67.f z = =  Так как ( ) ( )1 1f y f z≤ , то полагаем 2 21,09, 0,82a b= − =  и 2 1,09y = − +   0,82 0,09 0,36,+ − = −  2 0,09.z =  

 Рис. 1.9 – Нахождение точек золотого сечения (итерация 2) Вычисляем ( )1 2 2 0,82 1,09 1,91L b a= − = − − = . Полученное значение меньше точности, поэтому поиск минимума завершается и в качестве решения можно взять точку:  * 2 2 1,09 0,82 0,135.2 2a bx + − +
= = = −   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Таким образом, алгоритм схож с методом дихотомии, отличие заключает-ся в выборе точек для определения поведения функции: в методе дихотомии малое число откладывалось по обе стороны от средней точки, в методе золото-го сечения берутся точки золотого сечения.  1.4.4 Метод Пауэлла Этот метод основан на последовательном применении процедуры оцени-вания с использованием квадратичной аппроксимации [2]. Алгоритм Пусть 1x  – начальная точка; x∆  – выбранная величина шага по оси x , 0>ε  и 0>δ  – заданные точности. Шаг 1. Вычислить 2 1x x x= + ∆ . 



23 Шаг 2. Вычислить ( )1f x  и ( )2f x . Шаг 3. Если ( ) ( )1 2f x f x> , положить 3 1 2x x x= + ∆ , если ( ) ( )1 2f x f x≤ , то 3 1x x x= − ∆ . Если 13 xx < , то перенумеровать точки в естественном порядке: 31 xx = , 12 xx = , 23 xx = . Шаг 4. Определить ( )1f x , ( )2f x  и ( )3f x , найти 
{ }min 1 2 3min , , .F f f f=  

minX  равно точке ix , которая соответствует min .F  Шаг 5. По трем точкам 1 2 3, ,x x x  вычислить x , используя квадратичную аппроксимацию: 
( ) ( )2 11 2 1 ,f x f xa x x−

=
−

 
( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 12 3 2 3 1 2 11 ,f x f x f x f xa x x x x x x − −

= − − − − 
 

2 1 12 .2 2x x ax a+
= −  Шаг 6. Проверка на окончание поиска: а) ( )minF f x− ≤ ε ; б) minX x− ≤ δ . Если условия а) и б) выполняются одновременно, то закончить поиск (в качестве результата взять точку x ). Иначе переход на шаг 7. Шаг 7. Выбрать «наилучшую» точку ( minX  или x ) и две точки по обе стороны от нее. Обозначить эти точки в естественном порядке и перейти на шаг 4. Замечание: после пятого шага необходимо провести дополнительную проверку, т. к. точка x  может находиться за интервалом ( )1 3,x x . В этом случае точка 1x  заменяется x  и осуществляется переход к шагу 1. 

 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 1.5  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим применение алгоритма для функции (рис. 1.3). Пусть началь-ная точка равна 1 2,x = −  1,5,x∆ =  1ε =  и 1δ = . Вычислим 2 1 2 1,5 0,5.x x x= + ∆ = − + = −  
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( ) ( )21 2 4;f x = − =  

( ) ( )22 0,5 0,25.f x = − =  Так как ( ) ( )1 2f x f x> , то 3 1 2 2 2 1,5 1x x x= + ∆ = − + ⋅ = , ( ) 23 1 1f x = = . 
{ }min 1 2 3min , , 0,25F f f f= = , min 0,5X = − .  По трем точкам 1 2 3, ,x x x  вычислим x , используя квадратичную аппрок-симацию (рис. 1.10): 

( ) ( )
( )

2 11 2 1 0,25 4 2,5;0,5 2f x f xa x x− −
= = = −

− − − −
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 1 2 12 3 2 3 1 2 11
1 1 4 0,25 4 1;1 0,5 1 2 0,5 2

f x f x f x f xa x x x x x x − −
= − = − − − 

 − −
= − = 

− − − − − − − 

 
2 1 12 0,5 2 2,5 0.2 2 2 2 1x x ax a+ − − −

= − = − =
⋅

 

 Рис. 1.10 – Метод Пауэлла (первая итерация) Проверим окончание поиска ( )minF f x− ≤ ε : 
• условие не выполняется 0,25 0 0,1− ≤ ; 
• 0,5 0 0,5− − ≤  выполняется.  Наилучшей точкой из minX  или x  является x , т. к. значение функции в этой точке минимально и равно 0. Нужно выбрать две точки по обе стороны 



25 от неё. Это будут точки 0,5−  и 1. Обозначим эти точки в естественном поряд-ке: 1 2 30,5, 0, 1.x x x= − = =  
( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 2 30,5 0,25; 0 0; 1 1.f x f x f x= − = = = = =  

{ }min 1 2 3min , , 0.F f f f= =  min 0.X =  Вычислим x  (рис. 1.11): 
( ) ( )

( )
2 11 2 1 0 0,25 0,5;0 0,5f x f xa x x− −

= = = −
− − −  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 1 2 12 3 2 3 1 2 11
1 1 0,25 0 0,25 1;1 0 1 0,5 0 0,5

f x f x f x f xa x x x x x x − −
= − = − − − 

 − −
= − = 

− − − − − 

 
2 1 12 0 0,5 0,5 0.2 2 2 2 1x x ax a+ − −

= − = − =
⋅

 

 Рис. 1.11 – Метод Пауэлла (вторая итерация) Проверим окончание поиска ( )minF f x− ≤ ε : 
• условие 0 0 0,1− ≤  выполняется; 
• условие 0 0 0,5− ≤  также выполняется; 
• условия окончания поиска выполняются, в качестве решения прини-мается точка 0x = , значение функции в этой точке равно ( ) 0f x = .  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   



26 1.5 Методы, основанные на использовании производных Данные методы предполагают вычисление производной, следовательно, к функции предъявляют требование дифференцируемости. Вычисление произ-водной может быть выполнено аналитически либо с помощью формул числен-ного дифференцирования. Приведем простейшие формулы численного диффе-ренцирования. Вычисление первой производной. В качестве приближенных формул пер-вой производной можно использовать: 
( ) ( ) ( ) ,f x h f xf x h+ −
′ ≈  
( ) ( ) ( ) .f x f x hf x h− −
′ ≈  Здесь 0h >  – шаг.  Формула с большей точностью: 

( ) ( ) ( ) .2f x h f x hf x h+ − −
′ ≈  Вычисление второй производной. В качестве приближенных формул вто-рой производной можно использовать: 

( ) ( ) ( ) ( )22 .f x h f x f x hf x h− − + +
′′ ≈  

1.5.1 Метод Ньютона Пусть )(xf  – унимодальная, дважды дифференцируемая на [ ]0 0 0,L a b=  функция [2]. Выбрав начальное приближение 0x , построим последовательность 
( )
( )1 .nn n nf xx x f x+

′
= −

′′
 Считая неравенство ( )1nf x +′ ≤ ε  (ε  – малое число) условием достижения требуемой точности вычислений, положим 1*

+≈ nxx .  
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 1.6  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим применение данного метода для поиска минимума функции 2( )f x x=  (рис. 1.3). Пусть начальная точка 0 2x = , точность 0,1ε = .  



27 Первая производная равна: 
( ) ( )
( )

2
0

2 ,2 2 4.f x x xf x ′′ = =

′ = ⋅ =
 

Вторая производная:  
( ) ( )2 2.f x x ′′′ = =  Новое значение x  равно: 

1 2 22 0.2x ⋅
= − =  Выполним проверку условия: ( )1f x′ ≤ ε , ( )1 2 0 0f x′ = ⋅ = . Данное значе-ние меньше точности ε , следовательно, выполнение алгоритма завершается и в качестве решения принимается точка * 1 0.x x= =   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   1.5.2 Метод средней точки Пусть )(xf  – унимодальная, дифференцируемая на [ ]0 0 0,L a b=  функция. Рассмотрим алгоритм метода средней точки [2].  Шаг 1. Задать начальный интервал неопределенности [ ]0 0 0,L a b= , 0ε >  – точность.  Шаг 2. Положить 0=k .  Шаг 3. Вычислить среднюю точку ,2k kk a bz +

=  ( )kf z′ . Шаг 4. Сравнить ( )kf z′  с нулем: а) если ( ) 0kf z′ < , положить 1 1,k k k ka z b b+ += =  и перейти к шагу 5; б) если ( ) 0kf z′ > , положить 1 1,k k k ka a b z+ += = . Шаг 5. Проверить условие окончания: а) если ( )kf z′ ≤ ε , процесс поиска завершается и в качестве прибли-женного решения можно взять точку kzx =* ; б) если ( )kf z′ > ε , положить 1+= kk  и перейти к шагу 3.   



28 
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 1.7  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   

Рассмотрим поиск минимума функции ( ) ( )22f x x= +  методом средней точки на интервале [ ]5;0− , 0,5ε =  (рис. 1.12). Как видно из рисунка, минималь-ное значение функции, равное нулю, наблюдается в точке 2− .  

 Рис. 1.12 – График функции ( ) ( )22f x x= +  
Вычислим 0 00 5 0 2,52 2a bz + − +

= = = −  (рис. 1.12, б). Производная функции равна:  
( ) ( )2 2 .f x x′ = +  Значение производной в средней точке 0z :  

( ) ( )2,5 2 2,5 2 1.f ′ − = − + = −  Так как ( )0 0f z′ < , то положим 1 0 1 02,5, 0.a z b b= = − = =  Поскольку ( )0f z′ > ε , то переходим к расчету новой средней точки.  
1 11 5 0 1,252 2a bz + − +

= = = −  (рис. 1.13, а). Значение производной в средней точке 1z :  
( ) ( )1,25 2 1,25 2 1,5.f ′ − = − + =  Так как ( )1 0f z′ > , установим 2 1 2 12,5, 1,25.a a b z= = − = = −  Критерий останова снова не выполняется.  2 22 2,5 1,25 1,8752 2a bz + − −

= = = −  (рис. 1.13, б). 
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 Рис. 1.13 – Вторая и третья итерации метода средней точки Значение производной 
( ) ( )1,875 2 1,875 2 0,25.f ′ − = − + =  

( )2 0f z′ > , поэтому установим 3 2 3 22,5, 1,875.a a b z= = − = = −  Условие ( )2 0,5f z′ <  выполняется, поэтому работа алгоритма завершает-ся и в качестве решения принимается точка 2 1,875.z = −   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   1.6 Решение задачи определения цены на товар  Предприятие, изменяя цену на товар price , фиксировало значение спроса demand . В итоге с помощью метода наименьших квадратов была построена функция зависимости спроса от цены:  90 17,92 .demand price= − ⋅  Тогда зависимость выручки income  предприятия от цены может быть представлена с помощью уравнения:  
( )90 17,92 .income price price= ⋅ − ⋅  График этой функции представлен на рисунке 1.14.  Задача заключается в определении цены, при которой выручка будет мак-симальной. Задачу определения максимума функции можно свести к задаче определения минимума путем умножения функции на 1− . Тогда минимизируе-мая функция имеет вид: 

( ) ( )90 17,92 .f price price price= − ⋅ − ⋅  Воспользуемся методом равномерного поиска на интервале [ ]0;5  с ша-гом 0,1. Результаты представлены в таблице 1.1.  Минимальное значение функции достигается в точке 2,5.price =  
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 Рис. 1.14 – Зависимость выручки от цены Таблица 1.1 – Результаты равномерного поиска  price  0 0,1 … 2,4 2,5 2,6 … 4,9 5 
( )f price  0 –8,821  –112,781 –113 –112,861  –10,741 –2 

Решим задачу с использованием метода Ньютона (начальная точка 0 5,x =  0,1ε = ). Для этого будем использовать итерационную формулу: 
( )
( )1 .nn n nf xx x f x+

′
= −

′′
 Производная функции имеет вид: 

( ) 35,84 90.n nf x x′ = −  В начальной точке значение производной функции равно 89,2: (5) 35,84 5 90 89,2.f ′ = ⋅ − =  Значение второй производной равно ( ) 35,84.nf x′′ =  Вычислим значение новой точки:  
( )
( )

01 0 0 89,25 2,511.35,84f xx x f x′
= − = − =

′′
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Выполним проверку условия: ( )1f x′ ≤ ε , ( )1 35,84 2,511 90 0f x′ = ⋅ − = . Данное значение меньше точности ε , следовательно, выполнение алгоритма за-вершается и в качестве решения принимается точка * 1 2,511x x= = .  1.7 Сравнение методов одномерной оптимизации С помощью теоретических выкладок можно показать, что такие методы точечного оценивания, как метод Пауэлла, метод поиска с использованием производных, существенно эффективнее методов исключения интервалов, сре-ди которых выделяется метод золотого сечения. Данный вывод справедлив лишь в предположении, что интервалы сходимости сравнимы между собой, а исследуемая функция является достаточно гладкой и унимодальной. Выбор то-го или иного метода определяется из следующих соображений [1]: 1. Если необходимо получить решение с очень высокой степенью точно-сти, то лучшими оказываются методы на основе полиномиальной ап-проксимации. 2. Если важно добиться надежной работы алгоритма, то целесообразно выбрать метод золотого сечения (МЗС). 3. Поисковые методы типа метода Пауэлла следует использовать сов-местно с МЗС, когда возникают затруднения с реализацией соответ-ствующих итераций на ЭВМ. Для оценки эффективности методов обычно используются три характери-стики: 
• время, затраченное на получение решения; 
• точность решения; 
• чувствительность к изменениям параметра сходимости. Например, метод средней точки, метод Пауэлла могут быть исследованы при поиске минимума функции ( ) ( )sinkf x x= , [ ]0,2x∈ π  для различных не-четных значений k : 

[ ] ( )* *1,79 , 4,71239, 1, 0k x f x∈ = = −  для любого k . При возрастании значения k  увеличивается время решения и уменьшает-ся точность. Однако МЗС не чувствителен к росту k . В заключение отметим, что МЗС обладает высокой вычислительной эф-фективностью и простотой реализации. Методы точечного оценивания позво-ляют определить точки экстремума с помощью квадратичной аппроксимации 



32 целевой функции. Если интервалы сходимости сравнимы между собой, а целе-вая функция гладкая и унимодальная, то методы точечного оценивания сходят-ся значительно быстрее, чем методы исключения интервалов. Однако при ис-следовании мультимодальных или быстроизменяющихся функций (типа 
( ) sinkf x x= , которая обладает узкими впадинами вблизи точки минимума) наиболее надежным оказывается метод золотого сечения.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Контрольные вопросы по главе 1  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   1. Какая точка называется точкой глобального минимума?  2. Какая точка называется точкой локального минимума?  3. Какая функция называется унимодальной? 4. Какая функция называется выпуклой?  5. Какая точка называется стационарной?  6. Какая точка называется седловой? 7. В чем суть метода равномерно поиска?  8. В чем суть метода дихотомии? 9. В чем суть метода Ньютона? 10. В чем суть метода средней точки?    
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2 Методы многомерной оптимизации функций 

Задачи, которые будут рассмотрены в этой части, имеют следующий вид: найти  
( )min ,f x   где ( ) ( ) ( )1 2, , , , .n if x f x x x x= ∈ −∞ ∞…   Для выпуклой непрерывно дифференцируемой функции для существова-ния локального минимума необходимо и достаточно лишь выполнение равен-ства: ( )* 0.f x∇ =  Методы, ориентированные на решение задач безусловной оптимизации, можно условно разделить на три больших класса: 

• методы прямого поиска (нулевого порядка), основанные на вычисле-нии только значений ЦФ; 
• градиентные методы (методы 1-го порядка), в которых используются значения первых производных; 
• методы 2-го порядка, в которых используются также вторые произ-водные целевой функции )(xf . Ни один метод или класс методов не отличается высокой эффективно-стью при решении оптимизационных задач различных типов. В некоторых си-туациях вычисление значений ЦФ требует чрезмерных затрат времени. Иногда невозможно или очень трудно найти аналитическое выражение для производ-ных целевой функции. Поэтому при использовании градиентных методов сле-дует применять процедуру разностной аппроксимации производных. Таким об-разом, в каждом конкретном случае необходимо приспосабливать применяемый метод к конкретным характеристикам решаемой ЗО. 2.1 Методы прямого поиска Рассмотрим три метода прямого поиска локального минимума: 1. Метод Гаусса. 2. Поиск по симплексу, или 2s -метод. 3. Метод Хука – Дживса. Достоинства данных методов: относительная простота вычислительных процедур, легкость реализации и корректировки. 



34 Недостатки: значительные затраты времени по сравнению с градиент-ными методами. 2.1.1 Метод Гаусса  Это простейший алгоритм, заключающийся в том, что на каждом шаге (каждой итерации) минимизация осуществляется только по одной компоненте вектора переменных x  (остальные равны фиксированным значениям). Таким образом, алгоритм сводится к многократному выполнению процедуры одно-мерной оптимизации. В качестве критериев останова могут быть использованы следующие условия:  
( ) ( )1 11 2, .j j j jx x f x f x− +− ≤ ε − ≤ ε  

 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.1  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   
Рассмотрим пример минимизации функции ( ) ( ) ( )2 21 24 2f x x x= − + −  (рис. 2.1).  

 Рис. 2.1 – График функции ( ) ( ) ( )2 21 24 2f x x x= − + −  
Пусть начальная точка равна ( )0 10; 10x = − − . Значение функции в этой точке равно ( ) ( ) ( )2 20 10 4 10 2 340f x = − − + − − = . Зафиксировав значение 

2 10x = − , определим минимум функции ( ) ( ) ( )2 21 1 4 10 2f x x= − + − −  на интер-вале [ ]0;10 . Используем метод равномерного поиска с шагом 1 (табл. 2.1). 



35 Таблица 2.1 – Равномерный поиск минимума  функции ( ) ( ) ( )2 21 1 4 10 2f x x= − + − −  
1x  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

( )1f x  160 153 148 145 144 145 148 153 160 169 180 
Из таблицы 2.1 видно, что минимальное значение функции наблюдается в точке 1 4x = . Зафиксируем полученное значение 1x , найдем значение 2x , при котором минимальна функция ( ) ( ) ( )2 22 24 4 2f x x= − + −  (табл. 2.2). 

Таблица 2.2 – Равномерный поиск минимума  функции ( ) ( ) ( )2 22 24 4 2f x x= − + −  
2x  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

( )2f x  4 1 0 1 4 9 16 25 36 49 64 
Минимум функции находится в точке 2 2x = . Таким образом, полученная точка ( )1 4;2x = , значение функции в этой точке равно 0: ( ) ( )24 4f x = − +  

( )22 2 0+ − = . Поверим условие останова ( ) ( )1 2j jf x f x +− ≤ ε  (при 2 0,1ε = ):  
( ) ( )0 1 340 0 340.f x f x− = − =  Значение больше 0,1, следовательно, условие останова не выполняется.  Зафиксируем точку 2 2x =  найдем минимум функции ( ) ( )21 1 4f x x= − +  

( )22 2+ −  на интервале [ ]0;10 . Полученное значение, так же как и на предыду-щей итерации, равно 1 4x = . Фиксируя это значение, снова получим, что 2 2x =  и точка ( )2 4;2x = .  Поверим условие останова:  
( ) ( )1 2 0,f x f x− =  значение меньше 0,1, следовательно, работа алгоритма завершается. В качестве решения принимается точка ( )* 4;2x = .  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   



36 2.1.2 Симплексный метод  Метод поиска по симплексу был предложен в 1962 г. Спендли (W. Spendley), Хекстом (G. R. Hext) и Химсвортом (F. R. Himsworth). Этот ме-тод называют последовательным симплекс-методом (ПСМ). Следует отметить, что указанный метод и другие подобные методы не имеют отношения к сим-плекс-методу линейного программирования (ЛП), а сходство названий носит чисто случайный характер.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   В k -мерном эвклидовом пространстве k -мерный симплекс представляет собой фигуру, образованную 1k +  точками (верши-нами), не принадлежащими одновременно ни одному пространству меньшей размерности [2].  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   В одномерном пространстве симплекс есть отрезок прямой; в двумер-ном – треугольник; в трехмерном – треугольная пирамида (тетраэдр) и т. д.  Из любого симплекса, отбросив одну его вершину, можно получить но-вый симплекс, если к оставшимся добавить всего лишь одну точку.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Симплекс называется регулярным, если расстояния между вершинами равны. В ПСМ используются регулярные симплекс-планы.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Для оценки направления движения во всех вершинах симплекса jV , 1,2, , 1j n= +… , где n  – размерность вектора x , необходимо оценить значение ЦФ ( )j jf f V= . 

 Рис. 2.2 – Траектория движения по симплексу 



37 При поиске минимума наиболее целесообразно будет движение от вер-шины sV  с наибольшим значением sf  к противоположной грани симплекса. Шаг поиска выполняется переходом из некоторого симплекса 1mS −  в новый симплекс mS  путем исключения вершины sV  и построения ее зеркального отображения относительно общей грани sV  (рис. 2.2). Многократное отражение худших вершин приводит к шаговому движению центра симплекса к цели по траектории некоторой ломаной линии. Алгоритм ПСМ Шаг 1. Задается исходная вершина симплекса [1]. 
( )0 0 01 ,..., .nx x x=  Задается коэффициент сжатия [0,1]γ∈  и размер симплекса L . Строится симплекс: 

 ( )

0 011 11
1 111

......... ... ... .......
nnji n nnn nn

x xx xx x xx x− −

 
 
 
 =  
 
  
 

 (2.1) 
Здесь j -я строка – это координаты j -й вершины jV  ( )1,..., 1j n= + , где n  – размерность пространства (размерность вектора x ), i  – номер координаты 1,...,i n= .  Определение координат jix , начиная со второй, производится по формуле   ( )0 , 1,..., ; 1,..., ,j ji i ix x x j n i n= + = =ɶ  (2.2) где jixɶ  – матрица размерности ( )1n n+ × . 
 ( )

0 0 0 ... 0...... ,... ... ... ... ......
n n n nji n n n n
n n n n

p q q qx q p q q
q q q p

 
 
 
 =
 
 
 
 

ɶ  (2.3) 
где ( )1 1 ,2n Lp n nn= + + −  ( )1 1 .2n Lq nn= + −  



38 Векторы, соответствующие вершинам 1,..., nV V , определяемые формулой (2.2), составят одинаковые углы с координатными осями 1,..., nx x . Шаг 2. В вершинах симплекса вычисляется ЦФ ( ), 0,..., .jf x j n=  Шаг 3. Проверяем условия: ( ) ( )1 11 2, .j j j jx x f x f x− +− ≤ ε − ≤ ε  Если «да», то конец; если «нет», то переходим на шаг 4. Шаг 4. Находится «наихудшая» вершина симплекса (при поиске мини-мума «наихудшая» вершина – та, в которой значение функции максимально). 
( ) ( ){ }max , 1, 1 .p jjf x f x j n= = +  Шаг 5. Осуществляется расчет координат новой вершины (вершина от-ражения px ): 

02 .np j p pjx x x xn =

 
= − −  

 
∑ɶ  

Шаг 6. Если точка pxɶ  оказывается «хуже» всех остальных точек сим-плекса, то осуществляется возврат к исходному симплексу с последующим его сжатием относительно «лучшей» из вершин kx : 
( ) ( ){ }min , 1, 1 ;k jjf x f x j n= = +  

( )1 , 0,1,..., ; .s k sx x x s n s k= γ + − γ = ≠ɶ  Переход на шаг 2. Если pxɶ  не является «худшей» в новом симплексе, то перейти на шаг 3.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.2  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   
Рассмотрим пример оптимизации функции ( ) ( ) ( )2 21 25 6f x x x= − + −  

( )0,5γ = . Минимальное значение функции находится в точке ( )5;6  (рис. 2.3).  Пусть длина ребра симплекса равна 2L = , размерность пространства рав-на 2, 1 1,3ε = , 2 1ε = . Тогда 
( ) ( )21 1 2 1 2 1 1,932;2 2 2n Lp n nn= + + − = + + − =  

( ) ( )1 1 2 2 1 1 0,518.2 2 2n L nq n + − + −
= = =  
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 а)  б) Рис. 2.3 – а) график функции ( ) ( ) ( )2 21 25 6f x x x= − + − ;  б) контурный график  Матрица jixɶ  (2.1):  0 01,932 0,518 .0,518 1,932jix  
 =  
 
 

ɶ  Пусть точка 0 (2;2)x = . Тогда матрица  
( )

2 23,932 2,518 .2,518 3,932jix  
 =  
 
   То есть значения матрицы jixɶ  (2.3) увеличены на 2 (2.2).  В вершинах симплекса вычислим ЦФ: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 20
2 21
2 22

2,2 2 5 2 6 25;3,932,2,518 3,932 5 2,518 6 13,268;2,518,3,932 2,518 5 3,932 6 10,439.
f x ff x ff x f

= = − + − =

= = − + − =

= = − + − =

 
Проверяем условия: ( ) ( )1 11 2,j j j jx x f x f x− +− ≤ ε − ≤ ε . Разность значений функции в двух вершинах симплекса:  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 1
1 2

2 0
25 13,268 11,732;13,268 10,439 2,828;10,439 25 14,561.

f x f xf x f xf x f x
− = − =

− = − =

− = − =

 



40 Расстояние между точками:  
( ) ( )2 21 0 3,932 2 2,518 2 2.x x− = − + − =  Полученные значения превышают 1ε  и 2ε . Поэтому продолжаем вычис-ления.  Наихудшей вершиной является вершина 0x , поскольку значение функции в этой точке максимально и равно 25. Вычислим координаты новой вершины:  

0 0 002 (4,449;4,449).n jjx x x xn =

 
= − − =  

 
∑ɶ  Значение функции в этой точке равно 2,707:  

( ) ( ) ( )2 24,449,4,449 4,449 5 4,449 6 2,707.f = − + − =  Следовательно, точка не является наихудшей. Обозначим её 0x . Условие останова не выполняется:  
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 1
1 2
2 0

2,707 13,268 10,561;13,268 10,439 2,828;10,439 2,707 7,732.
f x f xf x f xf x f x

− = − =

− = − =

− = − =

 
Наихудшей вершиной является вершина 1x , поскольку значение функции в этой точке максимально и равно 13,268. Вычислим координаты новой вершины:  

( )1 1 102 3,035;5,864 .n jjx x x xn =

 
= − − =  

 
∑ɶ  Значение функции в этой точке равно 3,879:  

( ) ( ) ( )2 23,035,5,864 3,035 5 5,864 6 3,879.f = − + − =  Точка не является наихудшей. Эта точка становится точкой 1x . Условие останова не выполняется:  
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 1
1 2
2 0

1,172;6,561;7,732.
f x f xf x f xf x f x

− =

− =

− =

 



41 
Наихудшей вершиной является вершина 2x , поскольку значение функции в этой точке максимально и равно 10,432. Вычислим координаты новой вершины:  

( )2 2 202 4,967;6,381 .n jjx x x xn =

 
= − − =  

 
∑ɶ  Значение функции в этой точке равно 0,147. Точка не является наихуд-шей. Эта точка становится точкой 2x . Условие останова не выполняется:  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 1
1 2
2 0

1,172;3,732;2,561.
f x f xf x f xf x f x

− =

− =

− =

 
Наихудшей вершиной является вершина 1x , поскольку значение функции в этой точке максимально и равно 3,879. Вычислим координаты новой вершины:  

( )1 1 102 6,381;4,967 .n jjx x x xn =

 
= − − =  

 
∑ɶ  

Значение функции в этой точке равно 2,975. Точка 1xɶ  оказалась «хуже» всех остальных точек симплекса, осуществляется возврат к исходному сим-плексу с последующим его сжатием относительно «лучшей» из вершин – 2x : 
( )1 , 0,1,..., ; ,s k sx x x s n s k= γ + − γ = ≠ɶ  

( )0 2 0 4,7080,5 1 0,5 ;5,415x x x  
= + − =  

 
ɶ  

( )1 2 1 4,0010,5 1 0,5 .6,123x x x  
= + − =  

 
ɶ  Значения функции в новых точках равно ( )( )2 0,147f x = :  

( )0 0,427;f x =ɶ  
( )1 1,013.f x =ɶ  Выполним проверку критерия останова: 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 1
1 2
2 0

0,586;0,281;0,867.
f x f xf x f xf x f x

− =

− =

− =

 
( ) ( )2 21 0 4,001 4,708 6,123 5,415 1.x x− = − + − =  Условие останова выполняется, т. к. полученные значения меньше 1ε  и 2.ε  В качестве решения примем точку 2 4,9676,381x  

=  
 

, в которой функция ми-нимальна и равна 0,147.  На рисунке 2.4 представлено перемещение симплекса к точке минимума. 

 Рис. 2.4 – Перемещение симплекса  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   2.1.3 Метод Хука – Дживса Процедура Хука – Дживса представляет собой комбинацию двух поис-ков [2]: 1) исследующий поиск (для выявления характера локального поведения ЦФ и определения направления движения вдоль «оврагов») с цикли-ческим изменением переменных; 



43 2) ускоряющий поиск по образцу с использованием определенных эври-стических правил. Исследующий поиск. Выбирается некоторая исходная точка 0x . Задается величина шага i∆ , которая может быть различной для разных координатных направлений и изменяться в процессе поиска. Если значение ЦФ в пробной точке меньше значения ЦФ в исходной точ-ке, то шаг поиска успешный. В противном случае из исходной точки делается шаг в противоположном направлении. После перебора всех n  координат иссле-дующий поиск завершается. Полученная точка называется базовой. Поиск по образцу. Осуществляется шаг из полученной базовой точки вдоль прямой, соединяющей эту точку с предыдущей базовой. Новая точка об-разца определяется по формуле: 
( )1 1 .k k k kpx x x x+ −= + −  Как только движение по образцу не приводит к уменьшению ЦФ, точка 1kpx +  фиксируется в качестве временной базовой точки и вновь проводится ис-следующий поиск. Если в результате получается точка с меньшим значением ЦФ, чем в точке kx , то она рассматривается как новая базовая точка 1kx + . Но если исследующий поиск неудачен, то следует вернуться в точку kx  и провести исследующий поиск с целью выявления нового направления минимизации. В конечном итоге возникает ситуация, когда такой поиск не приводит к успеху. В этом случае уменьшается шаг путем введения коэффициента α  и возобнов-ляется исследующий поиск. Схема алгоритма Хука – Дживса Введем следующие обозначения: kx  – текущая базовая точка; 1kx −  – предыдущая базовая точка; 1+kpx  – точка, построенная при движении по образ-цу; 1+kx  – следующая (новая) базовая точка [2]. Критерий останова: x∆ ≤ ε . Шаг 1. Определить начальную точку 0x ; приращения (шаги) , 1, ;i i n∆ =  коэффициент уменьшения шага 1α > ; параметр окончания поиска ε . Шаг 2. Провести исследующий поиск. Шаг 3. Был ли исследующий поиск удачным (найдена ли точка с мень-шим значением ЦФ)? 



44 Да: переход на шаг 5. Нет: продолжить, т. е. переход на шаг 4. Шаг 4. Проверка на окончание поиска. Выполняется ли неравенство x∆ ≤ ε? Да: окончание поиска, т. е. текущая точка аппроксимирует точку экс-тремума ∗x .  Нет: уменьшить приращение ; 1,2, ... ,i i n∆ α = . Переход на шаг 2. Шаг 5. Провести поиск по образцу: ( )1 1 .k k k kpx x x x+ −= + −  Шаг 6. Провести исследующий поиск, используя точку 1+kpx  в качестве временной базовой точки. Пусть в результате получена точка 1kx − . Шаг 7. Выполняется ли неравенство: ( ) ( )1k kf x f x+ < ? Да: положить 1 1;k k k kx x x x− += = . Переход на шаг 5.  Нет: переход на шаг 4.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.3  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Найти точку минимума ЦФ (рис. 2.5): 
( ) 2 21 1 2 28 4 5 .f x x x x x= + +  

 Рис. 2.5 – График функции ( ) 2 21 1 2 28 4 5f x x x x x= + +  
Начальная точка: [ ]0 4; 4 Tx = − − . Решение. Зададим следующие величины: 
• [ ]1;1 Tx∆ =  – векторная величина приращения шага; 
• 2α =  – коэффициент уменьшения шага x∆ ; 
• 410−ε =  – параметр окончания поиска. 
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Итерации начинаются с исследующего поиска вокруг точки 0x , которой соответствует значение ЦФ ( )0 272f x =  (рис. 2.6). 

 Рис. 2.6 – Исследующий поиск, предполагающий вычисление  значения функции в точках вокруг точки (–4;–4) Фиксируя переменную 2 4x = − , дадим приращение 1x :  
1 4 1x = − +  → ( ) ( )03; 4 200f f x− − = <  → успех. Далее, фиксируем 1 3x = −  и дадим приращение 2x : 

2 4 1x = − +  → ( )3; 3 153 200f − − = <  → успех. Таким образом, в результате исследующего поиска найдена точка 
[ ]1 3; 3 Tx = − − , в которой значение ЦФ ( )1 153f x = .  Так как исследующий поиск был удачным, переходим к поиску по образ-цу (рис. 2.7): 

( ) [ ]2 1 1 0 2; 2 ;Tpx x x x= + − = − −  
( )2 68.pf x =  Далее проводится исследующий поиск вокруг точки 2px . В результате по-лучаем точку [ ]2 1; 1 Tx = − − , в которой значение ЦФ ( )2 17f x = . Поскольку ( ) ( )2 1f x f x< , поиск по образцу следует считать успешным и 2x  становится новой базовой точкой. Итерации продолжаются до тех пор, пока уменьшение величины шага не укажет на окончание поиска в ε -окрестности точки минимума [ ]0; 0 Tx∗ = . 
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 Рис. 2.7 – Поиск по образцу, предполагающий движение в направлении наилучшего значения функции (из точки [–4;–4] в точку [–2;–2])  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Достоинства метода Хука – Дживса: несложная стратегия поиска, про-стота вычислений, малый объем требуемой памяти (меньше чем в симплекс-методе). Недостатки: при наличии значительных нелинейных эффектов процесс вырождается в последовательность исследующих поисков без перехода к уско-ряющему поиску по образцу. Возможные варианты модификации метода Хука – Дживса: а) если движение по образцу приводит к успеху, то желательно увели-чить длину шага по образцу, чтобы полностью использовать возмож-ность поиска вдоль прямой; б) введение дополнительных правил увеличения и уменьшения прира-щения переменных и др. 2.2 Градиентные методы  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Градиент функции )(xf  многих переменных в некоторой точке x  – это вектор, координатами которого являются частные производные функции в этой точке: 
1 2( ) ( ) ( )( ) , ,..., .nf x f x f xf x x x x ∂ ∂ ∂

∇ =  ∂ ∂ ∂ 
  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   В малой окрестности точки x  градиент указывает направление наиско-рейшего возрастания функции, а его норма характеризует скорость этого воз-



47 растания. Вектор-антиградиент указывает направление наискорейшего убыва-ния функции. В любой точке поверхности целевой функции )(xf  вектор-антиградиент перпендикулярен касательной к линии уровня ( ) constf x =  в этой точке. Норма вектора-градиента: 22 2
1 2( ) ( ) ( )( ) ... .nf x f x f xf x x x x    ∂ ∂ ∂

∇ = + + +     ∂ ∂ ∂       В точке, где имеет место экстремум функции, вектор-градиент и все его компоненты обращаются в ноль: ( ) ( )* 0;0;...;0f x′ = .  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Матрица Гессе функции )(xf  многих переменных – это матрица вторых производных: 2 2 2
1 1 1 2 12 2 22 2 1 2 2 2

2 2 2
1 2

( ) ( ) ( )...( ) ( ) ( )...( ) ( ) .... ... ... ...( ) ( ) ( )...
n
n

n n n n

f x f x f xx x x x x xf x f x f xH x f x x x x x x x
f x f x f xx x x x x x

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 

= ∇ = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 
 
 ∂ ∂ ∂
 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Предполагается, что целевая функция ( )xf  непрерывна и имеет по край-ней мере непрерывные первые производные. Необходимым условием суще-ствования экстремума является наличие стационарной точки ЦФ. Таким обра-зом, основная идея многих методов оптимизации без ограничений в простран-стве nR  заключается в отыскании стационарной точки x∗ , в которой градиент ЦФ ( ) 0f x∗∇ = . Эта задача эквивалентна решению нелинейной системы уравнений вида: 

( ) 0, 1, .if x i nx∂
= =

∂  Можно отыскивать решение непосредственно этой системы, что приво-дит к методу Ньютона. При этом предполагается, что функция дважды диффе-ренцируема. 



48 В данном случае речь идет об итерационных процессах, порождающих последовательность точек 0 1, , , kx x x… , сходящихся к локальному экстремуму функции f  в точке ∗x . На каждом k -м этапе значение 1kx +  определяется выражением: 1 ,k k k kx x d+ = + λ  где kd  – направление перемещения, которое может быть: 
• либо градиентом функции в точке kx , т. е. ( )kkd f x= −∇ ; 
• либо вычисленным, исходя из направления градиента ( )kf x∇ ; 
• либо выбранным произвольно при условии, что это будет направление спуска. В этом случае должно выполняться неравенство вида: 

( ) 0T k kf x d∇ < . Здесь kλ  – параметр, характеризующий длину шага. Способ определения kd  и kλ  на каждой итерации связан с особенностями применяемого метода. Обычно выбор kλ  осуществляется путем решения зада-чи минимизации ( )f x  в направлении kd . Поэтому при реализации изучаемых методов необходимо использовать эффективные методы одномерной оптими-зации. В семействе градиентных методов следует выделить методы с заданным шагом, в которых заранее задаются значения kλ . Доказано, что построенная последовательность сходится к решению, т. е. kx x∗→ , если выполняются два условия: 1) 0kλ →  при k →∞ ; 2) 0 kk
∞

=

λ → +∞∑  например



, 1k k λ = 


. Данная процедура («метод расходящегося ряда») может оказаться мед-ленной. Критерии останова (наиболее употребительные). Пусть 0ε >  – заданная точность: 1) 1,max ;i n ifx=

∂
≤ ε

∂
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2) 22 1 ;n

i iff x=

 ∂
∇ = ≤ ε ∂ 

∑  
3) ( ) ( )1 ;k kf x f x+ − ≤ ε  
4) 2

1 ;n
i iff x=

 ∂
∇ = ≤ ε ∂ 

∑  
5) 1 .k kx x x+∆ = − ≤ ε  

2.2.1 Градиентный спуск Итерационная формула метода градиентного спуска имеет вид:  
( )1 .k k kx x f x+ = −α∇  Здесь α  – параметр спуска (обычно используются значения 1;α =  0,1;  0,001;  0,0001). В случае если α  слишком большое, возможна ситуация, когда метод не будет сходиться (значение функции будет увеличиваться). При малом значении параметра возможна медленная сходимость.   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.4  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   

Методом градиентного спуска найти минимум функции ( )21( ) 5f x x= − +

( )22 6x+ − . Пусть 0,4.α =  Критерий останова 1k kx x+ − ≤ ε , 0,3ε = . Начальная точка [10;10]. Частные производные равны:  
( )1 2 11 , 2 10;f x x xx∂ = −

∂
 

( )1 2 22 , 2 12.f x x xx∂ = −
∂

 Вычислим координаты новой точки по итерационной формуле: 
( )1 0 0 ;x x f x= −α∇  

1 10 2 10 10 60,4 .10 2 10 12 6,8x ⋅ −     
= − =     ⋅ −         



50 Проверим условие останова:  
( ) ( )2 21 0 6 10 6,8 10 5,122.x x− = − + − =  Значение больше 0,3, следовательно, переходим к следующей итерации. 

( )2 1 1 ;x x f x= −α∇  
2 6 2 6 10 5,20,4 .6,8 2 6,8 12 6,16x ⋅ −     
= − =     ⋅ −       Проверим условие останова: 

( ) ( )2 22 1 5,1 6 6,16 6,8 1,024.x x− = − + − =  Значение превышает 0,3, следовательно, условие останова не выполняется. Вычислим новую точку: 
( )3 2 2 ;x x f x= −α∇  

3 5,2 2 5,2 10 5,040,4 .6,16 2 6,16 12 6,032x ⋅ −     
= − =     ⋅ −       Проверим условие останова:  

( ) ( )2 23 2 5,04 5,2 6,032 6,16 0,205.x x− = − + − =  Значение меньше 0,3, следовательно, работа алгоритма завершается. Ре-шением задачи является точка (5,04;6,032).  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   2.2.2 Метод наискорейшего спуска (метод Коши) Известный французский математик Огюстен Луи Коши первым исполь-зовал аналогичный алгоритм для решения системы линейных уравнений [1]. В широко используемом методе Коши (МК) kλ  выбираются так, чтобы минимизировать функцию по λ : 
( ) ( ) ,k kg f x f x λ = − λ∇   на множестве значений 0≥λ  (одномерная минимизация). Алгоритм Коши Шаг 1. Выбрать начальную точку 0x . Шаг 2. На k -й итерации, где ( )kkd f x= −∇ , найти такое kλ , что 
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( ) ( )0min .k kk k kf x d f x d

λ≥
+ λ = + λ  Положить 1k k k kx x d+ = + λ . Шаг 3. Проверка критерия останова. Да: окончание поиска →  конец. Нет: 1+= kk , →  шаг 2. МК обладает устойчивостью, т. е. при достаточно малом значении kλ  обеспечивается выполнение неравенства:  

( ) ( )1 .k kf x f x+ ≤  МК позволяет существенно уменьшить значение ЦФ (быстро спуститься на «дно оврага») при движении из точек, расположенных на значительных рас-стояниях от точки x∗ , но в дальнейшем может произойти «зацикливание». По-этому МК часто используются совместно с другими градиентными методами (например, методом Ньютона) в качестве начальной процедуры. Недостаток: для некоторых типов функций сходимость может оказаться медленной. В самом деле, если kλ  минимизирует функцию  
( ) ( )k kg f x dλ = + λ , то должно быть 

( ) ( ) ( )1 0,k k T kk k k kdg d f x d d f xd +λ
= ∇ + λ = ∇ =

λ  откуда вытекает равенство: 
1 0,Tk kd d + =  которое доказывает, что последовательные направления ортогональны. В слу-чае ярко выраженной нелинейности («овражности») ЦФ происходит «зацикли-вание» (см. рис. 2.8). 

 Рис. 2.8 – Метод Коши – «зацикливание» траектории спуска 
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 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.5  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Методом Коши найти  

( ) 2 21 1 2 2min 8 4 5 ;f x x x x x= + +  [ ]0 10;10 .Tx =  Критерии останова: 1 ,k kx x+ − ≤ ε  0,1.ε =  Решение. Вычислим компоненты градиента: 
1 2 2 11 216 4 ; 10 4 .f fx x x xx x∂ ∂

= + = +
∂ ∂  С помощью формулы ( )1k k kkx x f x+ = − λ ∇  построим первое приближе-ние: 

( )1 0 00 .x x f x= − λ ∇  Вычислим значение антиградиента в точке 0x : 1 22 116 4 16 10 4 10 200;10 4 10 10 4 10 140;x xx x+ = ⋅ + ⋅ =

+ = ⋅ + ⋅ =
 

( )0 200 .140f x − 
−∇ =  −   Выберем 0λ  таким образом, чтобы минимизировать функцию по 0λ . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 20 0 0 0 08 10 200 4 10 200 10 140 5 10 140 .f λ = ⋅ − λ + ⋅ − λ ⋅ − λ + ⋅ − λ  Для решения задачи одномерной оптимизации используем метод равно-мерного поиска (табл. 2.3).  Таблица 2.3 – Значения функции 
0λ  0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 

( )0f λ  1700 1157 720 389 164 45 32 125 324 629 1040 
Из таблицы 2.3 видно, что минимальное значение функции наблюдается при 0 0,06λ = .  Следовательно, координаты новой точки будут равны:  

( )1 0 00 10 0,06 200 2 .10 0,06 140 1,6x x f x − ⋅ −   
= − λ ∇ = =   − ⋅       



53 Значение функции в данной точке равно:  
( ) ( ) ( )21 28 2 4 2 1,6 5 1,6 32.f x = − + − ⋅ + ⋅ =  Выполним проверку критерия останова 1k kx x+ − ≤ ε :  

( ) ( )2 21 2 10 1,6 10 14,648.k kx x+ − = − − + − =  Условие останова не выполняется, переходим к следующей итерации.  Вычислим новую точку: 
( )2 1 11 .x x f x= − λ ∇  Значение антиградиента в точке 1x : 

( ) ( )
( )

1 22 116 4 16 2 4 1,6 25,6;10 4 10 1,6 4 2 8;x xx x+ = ⋅ − + ⋅ = −

+ = ⋅ + ⋅ − =
 

( )1 25,6 .8f x  
−∇ =  −   Выберем 1λ  таким образом, чтобы минимизировать функцию по 1λ . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 1 18 2 25,6 4 2 25,6 1,6 8 5 1,6 8 .f λ = ⋅ − + λ + ⋅ − + λ ⋅ − λ + ⋅ − λ  Для решения задачи одномерной оптимизации используем метод равно-мерного поиска (табл. 2.4).  
Таблица 2.4 – Значения функции ( )1f λ  

1λ  0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 
( )1f λ  32 25,281 19,51 14,681 10,815 7,891 5,916 4,889 4,811 5,681 7,501 

Из таблицы 2.4 видно, что минимальное значение функции наблюдается при 1 0,08λ = .  Следовательно, координаты новой точки будут равны:  
( )2 1 11 2 0,08 25,6 0,048 .1,6 0,08 8 0,96x x f x − + ⋅   

= − λ ∇ = =   − ⋅     Значение функции в полученной точке равно:  
( ) ( )22 28 0,048 4 0,048 0,96 5 0,96 4,811.f x = + ⋅ ⋅ + ⋅ =  Проверим условие останова алгоритма: 

( ) ( )2 21 0,048 2 0,96 1,6 2,146.k kx x+ − = + + − =  



54 Значение превышает ε , поэтому работа алгоритма продолжается. Результаты последующих итераций представлены в таблице 2.5. Таким образом решением задачи будет точка 5 0,0290,045x − 
=  
 

.  
Таблица 2.5 – Результаты выполнения итераций  k  1kx  2kx  ( )kf x  1k kx x+ −  1 –2 1,6 32 14,648 2 0,048 0,96 4,811 2,146 3 –0,275 0,275 0,678 0,758 4 0,022 0,126 0,095 0,332 5 –0,029 0,045 0,012 0,096  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Несмотря на то, что МК не имеет большого практического значения, он реализует важнейшие шаги большинства градиентных методов. 2.2.3 Метод Ньютона Итерационная формула метода Ньютона (МН) имеет вид [2]:  

( ) ( )1 2 1 .k k k kx x f x f x+ − = − ∇ ∇   Эта формула есть не что иное, как МН в применении к решению системы нелинейных уравнений: 
( ) 0, 1, , .if x i nx∂

= =
∂

…   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   В МН и направление, и шаг перемещения фиксированы.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Если ( )f x  строго выпуклая функция, то МН сходится за одну итерацию. 
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.6  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Методом Ньютона найти 

( ) 2 21 1 2 2min 8 4 5 ,f x x x x x= + +  где [ ]0 10 ;10 .Tx =  Решение. Найдем градиент и матрицу Гессе в начальной точке 
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( ) ( )1 2 2 116 4 ;10 4 ,f x x x x x∇ = + +  
( ) ( )2 0 16 4 .4 10fH x f x  

= ∇ =  
   Используя формулу МН, получаем: 

[ ] [ ]1 10 4 200110;10 0;0 ,4 16 140144T Tx −   
= − ⋅ ⋅ =   −   

 что совпадает с точным решением.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Если функция ( )xf  не квадратичная, то МН не отличается высоким быстродействием и надежностью.  2.2.4 Задача определения параметров регрессии Руководитель торговой точки изменял цену на товар и фиксировал спрос при каждом значении. Результаты наблюдений представлены в таблице 2.6. Необходимо построить линейную функцию регрессии вида y a bx′ = + , исполь-зуя метод наименьших квадратов. Для этого нужно минимизировать квадрат разности наблюдаемого значения y  и модельного значения y a bx′ = + . Полу-ченная функция имеет вид:  
( ) ( ) ( )2 2 2( , ) 4 2 6 4 5 6 min.f a b a b a b a b= − − ⋅ + − − ⋅ + − − ⋅ →  Таблица 2.6 – Данные о спросе Цена ( x , тыс. руб.) Спрос ( y , тыс. шт.) 2 4 4 6 6 5 Для нахождения параметров a  и b  используем метод градиентного спуска 0,01α = , начальная точка [5;5].  Частные производные равны:  

( ) ( ) ( )( )( , ) 2 4 2 6 4 5 6 6 24 30;f a b a b a b a b a ba∂ = − ⋅ − − + − − + − − = + −
∂

 
( ) ( ) ( )( )( , ) 2 2 4 2 4 6 4 6 5 6 24 112 124.f a b a b a b a b a bb∂ = − ⋅ ⋅ − − + ⋅ − − + ⋅ − − = + −

∂
 



56 Вычислим координаты новой точки по итерационной формуле 
( )1 0 0x x f x= − α∇ : 

1 5 6 5 24 5 30 3,80,01 .5 24 5 112 5 124 0,56x ⋅ + ⋅ −     
= − =     ⋅ + ⋅ − −       Результаты последующих 6 итераций представлены в таблице 2.7.  Таблица 2.7 – Результаты выполнения итераций № итерации, k  2 3 4 5 6 

0kx  4,006 3,971 3,977 3,977 3,977 
1kx  0,395 0,231 0,259 0,254 0,255 

Таким образом, уравнение зависимости спроса от цены будет иметь вид:  3,977 0,255 .y x′ = +  2.3 Глобальная оптимизация с помощью случайных величин Целевая функция может иметь несколько локальных минимумов на за-данном интервале (рис. 2.9). В этом случае решаются задачи глобальной опти-мизации, в которых определяются все локальные минимумы функции либо осуществляется выбор лучшего из них. 

  Рис. 2.9 – График функции  
( ) ( )4 42 20,5 30 20 0,5 30 20( , ) 100x x x y y yf x y    + − − + + − −

   =  



57 Появление идеи использования случайных величин при поиске глобаль-ного минимума связывают с именем У. Р. Эшби. В нашей стране исследования алгоритмов случайного поиска берут начало в работах Л. А. Растригина. Алго-ритмы поиска подразделяют на ненаправленные (все случайные испытания строят независимо друг от друга) и направленные (испытания связаны между собой).  Наиболее простым методом решения задач глобальной оптимизации яв-ляется метод ненаправленного случайного поиска. Он заключается в получении случайных значений аргументов из заданного интервала, расчете целевой функ-ции и сравнении её величины с наилучшим из вычисленных. Если новое рас-считанное значение результата оказалось меньше, то осуществляется запомина-ние полученного решения. Таким образом, для функции одного аргумента последовательность шагов будет следующая:  Шаг 1. Генерирование на интервале [ ];r R  равномерно распределенной случайной величины x . Шаг 2. Если min( )f x f<  ( minf  – минимальное найденное значение функ-ции), то происходит запоминание новой точки в качестве текущего решения min ( )f f x= , minx x= . Шаги повторяются в течение заданного числа реализаций либо до полу-чения решения с указанной точностью. Такой способ нахождения решения яв-ляется реализацией метода проб и ошибок.  Данный алгоритм может быть совмещен с локальным поиском, когда из случайно выбранных точек осуществляется локальный спуск в ближайший ми-нимум. Из найденных локальных минимумов выбирается точка с наименьшим значением.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.7  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим использование данного алгоритма для определения на интер-вале [–10;10] минимума следующей функции:  ( , ) .1 xf x y y=
+  Её график представлен на рисунке 2.10. Минимальное значение функции достигается в точке 10, 0x y= − = . 
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 Рис. 2.10 – График функции ( , ) 1 xf x y y=
+

 
Для решения задачи необходимо случайным образом моделировать вели-чины x  и y  из интервала [–10;10] и рассчитывать значение функции ( , )f x y . Пять первых итераций представлены в таблице 2.8. Таблица 2.8 – Результаты выполнения пяти итераций № итерации x  y  ( , )f x y  [ ]min min;x y  1 1,5 –7 0,188 [1,5;–7] 2 –5 8 –0,556 [–5;8] 3 9 2 3 [–5;8] 4 –6,5 –2 –2,167 [–6,5;–2] 5 2 –4 0,4 [–6,5;–2] На первой итерации генерируются случайные величины 1,5x = , 7y = − . Значение функции в этой точке равно:  

( ) 1,51,5, 7 0,188.1 1 7xf y− = = =
+ + −  На второй итерации 5x = − , 8y = , значение функции в полученной точке равно –0,556. Эта величина меньше, чем полученная на предыдущей итерации, поэтому точка [–5;8] принимается в качестве текущего решения. По истечении пяти итераций в качестве решения рассматривается точка [–6,5;–2]. С увеличением количества точек возрастает точность решения.   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   



59 2.4 Решение обратных задач с помощью обратных вычислений Причинно-следственная связь величин обусловливает разделение задач исследования операций на прямые и обратные. Прямая задача заключается в определении результирующего показателя по имеющимся значениям исходных величин и виду зависимости с целью оценки текущего состояния объекта, про-гноза его изменения в будущем, исследования влияния входных параметров на выходную величину. В качестве примера можно привести определение выруч-ки предприятия по заданным значениям цены и количества проданного товара.  Обратная задача является более сложной по сравнению с прямой и за-ключается в таком подборе исходных величин, который обеспечил бы заданное значение результирующей переменной. Целью решения подобных задач, как правило, является формирование оптимальных управленческих решений. Например, определение количества проданного товара и цены, которые бы обеспечили необходимый прирост выручки.  Встречаются задачи, в которых минимальное значение функции известно заранее и нужно определить величины аргументов, обеспечивающие значение функции. Данная задача может быть сведена к задаче минимизации, при этом минимизировать нужно разность:  
min ( ) min,f f x− →  где minf  – заранее известное минимальное значение функции.  Также для решения таких задач может быть использован подход на осно-ве обратных вычислений. Рассмотрим пример функции двух аргументов (рис. 2.11): выручка ( )r  равна произведению цены ( )p  и количества товара ( )c : .r p c= ⋅  

 Рис. 2.11 – Зависимость показателей Исходные данные: 50r = , 10p = , 5c = . Необходимо определить значе-ния цены и количества, которые обеспечат величину выручки, равную 100. Без дополнительных ограничений данная задача может иметь множество решений. 



60 На рисунке 2.12, а изображена изокванта – линия, в которой функция постоян-на и равна заданному числу (в данном случае 100). По оси x  представлены зна-чения цены, по y  – количества. Любая точка графика позволит получить реше-ние задачи (произведение x  и y  будет равно 100). На рисунке 2.12 представлен вид поверхности функции r . Так, например, выручка, равная 100, может быть получена при следующих комбинациях:  1) 10p = ; 10c = ; 2) 20p = ; 5c = ; 3) 12,5p = ; 8c = , и т. д. 

 а)  б) Рис. 2.12 – Изокванта Решение обратных задач с помощью обратных вычислений – это получе-ние точечных значений приростов аргументов функции на основании ее задава-емого значения и дополнительной информации, поступающей от лица, форми-рующего решение. В частности, в качестве такой информации могут быть указаны индивидуальные коэффициенты прироста аргументов (коэффициенты относительной важности), начальные значения функции и аргументов. С помо-щью коэффициентов относительной важности определяется, за счет какого ар-гумента изменение функции произойдет в большей степени [3].  В случае использования коэффициентов относительной важности реше-ние задачи может быть получено путем решения системы уравнений:  
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( ) ( )( ), ;;1,

y y f x x z zxz
 ± ∆ = ± ∆ α ± ∆ β

∆ α

=
∆ β

α +β =

 
где x∆ , z∆  – приращение аргументов; ,α β  – коэффициенты относительной важности приращений x∆ , z∆  соот-ветственно;  ,y y∆  – исходное значение и приращение результирующей функции.  Знак «плюс» или «минус» говорит о том, будет ли значение аргумента уменьшатся или увеличиваться для решения поставленной задачи.  Определение цены и количества товара может быть выполнено тремя способами в зависимости от соотношения величин прироста аргументов (табл. 2.9). Так, если нужно увеличить значение выручки, то это может быть достигнуто следующими способами: 1) увеличение цены ( )p+  и количества ( )c+ ; 2) увеличение цены ( )p+  и уменьшение количества ( )c− . В этом случае, чтобы произошло увеличение выручки, увеличение цены должно быть выполнено в большей степени, чем уменьшение количества, поэтому коэффициент относительной важности цены ( )α  должен быть выше, чем коэффициент относительной важности количества ( )β ; 3) уменьшение цены ( )p−  и увеличение количества ( )c+ . В этом случае, чтобы произошло увеличение выручки, увеличение количества долж-но быть выполнено в большей степени, чем уменьшение цены, поэто-му коэффициент относительной важности количества ( )β  должен быть выше, чем коэффициент относительной важности цены ( )α . 

Таблица 2.9 – Варианты достижения цели Вид зависимости Прирост результата + – Мультипликативная( ) ( )p cα ⋅ β  ,p c+ +  , ,p c+ −  
α > β  , ,p c− +  

α < β  ,p c− −  , ,p c+ −  
α < β  , ,p c− +  

α > β  



62 Установим значения коэффициентов важности приращений аргументов функции: 0,75α =  и 0,25β = .  Тогда решение задачи для случая увеличения аргументов может быть по-лучено следующим образом:  
( )( );.r r p p c cpc

 + ∆ = + ∆ + ∆

∆ α

=∆ β

 
3;pc∆

=
∆

 3 .p c∆ = ∆  Подставим полученное выражение в уравнение и решим его: 
( )( )3 100;c c p c+ ∆ + ∆ =  
( )( )5 10 3 100;c c+ ∆ + ∆ =  23 25 50 0;c c∆ + ∆ − =  1,67;c∆ =  3 1,67 5.p∆ = ⋅ =  Значения количества проданного товара и цены равны: 6,67c = , 15p = . Рассмотрим также решение детерминированной обратной задачи с адди-тивной исходной функцией.  Прибыль, направленная на потребление ( )пП , и прибыль, направляемая на инвестиции ( )иП , образует общую прибыль ( )П :  

п иП П П .= +  Исходные данные: П 20= , пП 12= , иП 8= , 0,3α = , 0,71β = . Нужно определить такие значения пП  и иП , при которых общая прибыль будет рав-на 18. Этого можно добиться двумя способами: уменьшив значения пП  и иП , либо увеличив пП  и уменьшив иП  (рис. 2.13, а, б).  Решение для случая на рисунке 2.13, а: 
( )п п и ипи

П П П П П П ,П .П
− ∆ = + ∆ + − ∆


∆ α

=∆ β

 
ип иП ПП , П .1α∆ ∆

∆ = ∆ = −
αβ −
β  



63 

 Рис. 2.13 – Дерево расчета общей прибыли в случае изменения показателей:  а) в разных направлениях; б) в одном направлении  Подставив значение, получим:  
и 2П 3,5;0,3 10,7∆ = − =

−
 

п 0,3 3,5П 1,5;0,7⋅∆ = =  
иП 8 3,5 4,5;= − =  

пП 12 1,5 13,5.= + =  В случае на рисунке 2.13, б уменьшаются оба показателя, причем в боль-шей степени уменьшение происходит за счет величины иП :  
( )п п и ипи

П П П П П П ;П .П
− ∆ = − ∆ + − ∆


∆ α

=∆ β

 
ип иП ПП , П .1α∆ ∆

∆ = ∆ = −
αβ +
β

 
Подставив значение, получим:  

и 2П 1,4;0,3 10,7∆ = − =
+

 
п 0,3 1,4П 0,6;0,7⋅∆ = =  
иП 8 1,4 6,6;= − =  

пП 12 0,6 11,4.= − =  



64 Рассмотрим другой вид целевой функции: прибыль равна выручка минус себестоимость ( )П = В С− .  Целевая установка состоит в следующем: необходимо нарастить прибыль за счет повышения выручки и себестоимости, причем большая часть прироста прибыли должна произойти за счет повышения прибыли, а меньшая – за счет повышения себестоимости. Такая целевая установка отражается следующим образом:  
( ) ( )П В С , .+ + += α − β α > β  Представим эту задачу в виде системы уравнений:  П П В В С С;В .С

+ ∆ = + ∆ − − ∆

∆ α =∆ β  Решив ее относительно В∆  и С∆  получим: В С.α

∆ = ∆
β  Подставляя полученное выражение в первое уравнение, получим:  ПС .1∆

∆ =
 α

− β 

 
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.8  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Пусть исходные значения равны: 0,7α = ; 0,3β = ; В 20= ; С 12= ; П 8= ; П 4∆ =  (рис. 2.14). Тогда:  П 4С 3;0,7 11 0,3∆

∆ = = =
   α

−−   β   

 
0,7B 3 7.0,3∆ = ⋅ =  Следовательно, новое значение выручки будет равно: В 20 7 27= + = , зна-чение себестоимости составит С 12 3 15= + = , а прибыль будет равна П =  27 15 12= − = , т. е. её увеличение равно заданному значению ( )П 4∆ = . 
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 Рис. 2.14 – Задача определения выручки и себестоимости  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.9  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим следующий пример. Рентабельность Р  рассчитывается деле-нием прибыли П  на себестоимость продукции С . Необходимо увеличить рен-табельность за счет повышения прибыли и снижения себестоимости, причем большая часть увеличения рентабельности должна произойти за счет повыше-ния прибыли, а меньшая – за счет снижения себестоимости. Такая целевая установка представляется следующим образом:  

( )
( )

ПР , .С+
+

−

α
= α > β

β  Составим систему уравнений:  П ПР Р ;С СП .С
+ ∆ + ∆ = − ∆

∆ α =
∆ β

 
Выражаем из второго уравнения изменение прибыли: П С.α

∆ = ∆
β  Подставляем его в первое уравнение: П СР Р ;С Сα
+ ∆

β+ ∆ =
− ∆  

( )( )П С Р Р С С ;α
+ ∆ = + ∆ − ∆

β
 

П С С Р С Р С Р С Р;α
+ ∆ = ⋅ − ∆ ⋅ + ⋅∆ − ∆ ⋅∆

β  С С Р С Р С Р С Р П;α
∆ + ∆ ⋅ + ∆ ⋅∆ = ⋅ + ⋅∆ −

β
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С Р Р С Р С Р П; α

∆ + + ∆ = ⋅ + ⋅ ∆ − β 
 

( )С Р Р ПС Р С Р ПС .Р Р Р Р⋅ + ∆ −⋅ + ⋅ ∆ −
∆ = =

α α
+ + ∆ + + ∆

β β

 
Исходные значения: = 0,7α ; = 0,3β ; П = 24 ; С = 4 ; Р = 6 ; Р = 4∆ .  Тогда изменение себестоимости составит:  

( ) ( )С Р Р П 4 6 4 24С 1,3.0,7Р Р 6 40,3⋅ + ∆ − ⋅ + −
∆ = = =

α
+ + ∆ + +

β  Изменение прибыли: 0,7П 1,3 3.0,3∆ = =  Следовательно, новые значения себестоимости и прибыли будут равны 4 1,3 2,7− =  и 24 3 27+ =  соответственно. Рентабельность составит 27 2,7 10= .  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Если результирующая величина зависит от нескольких переменных, можно использовать процедуру свертки либо решить систему с 1n +  уравнени-ями (n  – число аргументов).  Рассмотрим случай зависимости от трех аргументов. Общие затраты ( )З  включают материальные затраты ( )М , затраты на оплату труда ( )Т  и затраты на аренду помещения ( )А : З М Т А= + + . Допустим, необходимо снизить уро-вень затраты за счет снижения всех элементов. Тогда целевая установка будет иметь следующий вид:  
( ) ( ) ( )З М Т А .− − − −= α + β + γ  Свернем эту формулу. Введем величину, которая будет равна сумме двух последних затрат: ( ) ( ) ( )Т А О ,− − −β + γ = σ σ = β + γ . Тогда ( ) ( )З М О− − −= α + σ . Далее последовательно решаются две задачи с двумя аргументами, при этом значения коэффициентов относительной важности нормируются.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.10  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим эту задачу для следующих исходных данных (рис. 2.15): 0,5α = ; 0,3β = ; 0,2γ = ; З 15= ; М 7= ; Т 5= ; А 3= ; З 8∆ = . 
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 Рис. 2.15 – Задача с тремя аргументами Тогда  О Т А 8;= + =  0,3 0,2 0,5.σ = + =  Решаем систему (графическое представление задачи на рисунке 2.16, а): З З М М О О;М ;О
− ∆ = − ∆ + − ∆


∆ α

= ∆ σ

 
М О .α

∆ = ∆
σ  

 Рис. 2.16 – Представление задачи и подзадачи Подставляем выражение в первое уравнение, получим: З 8О 4;0,51 1 0,5∆
∆ = = =

α
+ +

σ  0,5М О 4 4.0,5α
∆ = ∆ = =

σ  Теперь нужно рассмотреть вторую модель ( ) ( ) ( )Т А О ,− − −β + γ = σ  
σ = β + γ  и найти значения Т  и А  (рис. 2.16, б).  



68 Выполним нормирование коэффициентов относительной важности (т. к. их сумма должна быть равна 1). Для этого разделим значение каждого коэффи-циента важности на сумму двух коэффициентов: 0,3 0,6;0,50,2 0,4.0,5
β′β = = =

β + γ

γ′γ = = =
β + γ  Получим систему уравнений: О О Т Т А А;Т .А

− ∆ = − ∆ + − ∆


′∆ β = ′∆ γ  Из этой системы:  Т А ;′β∆ = ∆
′γ  О 4А 1,6;0,61 1 0,4∆

∆ = = =′β
+ +

′γ  0,6Т 1,6 2,4.0,4∆ = ⋅ =  Таким образом, новые значения величин будут равны: Т 5 2,4 2,6= − = ; А 3 1,6 1,4= − = ; М 7 4 3= − = . Сумма затрат составит: 2,6 1,4 3 7+ + = , что со-ответствует искомому значению общих затрат.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Модифицированный метод обратных вычислений Модифицированный метод обратных вычислений заключается в опреде-лении аргументов функции на основании её указанного значения и коэффици-ентов относительной важности. Он предполагает построение уравнения связи между аргументами вида y a bx= ±  и подстановку полученного уравнения в исходное соотношение [4].  Для построения функции используются следующие формулы ( ( , )f x y  – функция, 0 0,x y  – начальные значения аргументов):  .b α
=

β  



69 В случае обратной зависимости между аргументами (один увеличивает-ся – другой уменьшается, т. е. изменение происходит в разных направлениях): 0 0a x b y= + ⋅ . В случае прямой зависимости: 0 0a x b y= − ⋅ .  В итоге получаем уравнение:  x a b y= + ⋅  (в случае прямой зависимости) или x a b y= − ⋅  (в случае обратной зависимости). В отличие от классического метода обратных вычислений он позволяет избежать проверок согласованности дополнительной информации, поступаю-щей от человека: соответствия поставленной цели коэффициентам важности.   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.11  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим пример определения цены и количества проданного товара (рис. 1.1) с помощью линейного уравнения ( 0,75α = ; 0,25β = ). В случае пря-мой зависимости расчет осуществляется следующим образом:  0,7510 5 5;0,25a = − ⋅ = −  5 3 .p c= − +  Подставляем полученную зависимость в исходную формулу:  
( )5 3 100.c c− + =  Решая квадратное уравнение, получим: 6,67;c =  5 3 6,67 15.p = − + ⋅ =  Рассмотрим также реализацию алгоритма на примере задачи на рисун-ке 2.13, а: пП 12= , иП 8= , 0,3α = , 0,7β = . Величина, имеющая наименьший коэффициент пропорциональности – пП . Построим линейное уравнение:  

и пП П 0,43 8 12 15,44;α
+ = ⋅ + =

β
 

п иП 15,44 0,43П .= −  Подставляем полученное уравнение в исходную формулу зависимости:  и иП 15,44 0,43 П П 18;= − ⋅ + =  и0,57П 2,56;=  



70 
иП 4,5;=  п иП 15,44 0,43П 15,44 0,43 4,5 13,5.= − = − ⋅ =  Результат совпал с полученным ранее.  Аналогично найдем решение для случая на рисунке 2.13, б:  пП 12= , иП 8= , 0,3α = , 0,7β = . Величина пП  имеет наименьший коэффициент пропорциональности.  Построим линейное уравнение:  

п иП П 12 0,43 8 8,56;α
− = − ⋅ =

β
 

п иП 8,56 0,43П .= +  Подставляем полученное уравнение в формулу:  и иП 8,56 0,43 П П 18;= + ⋅ + =  
и1,43П 9,44;=  

иП 6,6;=  
п иП 8,56 0,43П 8,56 0,43 6,6 11,4.= + = + ⋅ =   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 2.12  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Также рассмотрим следующий пример зависимости функции от трех ар-гументов. Прибыль организации ( )p  равна разности выручки ( )r  и постоянных 

( )c  и переменных ( )v  затрат:  .p r c v= − −  Исходные данные (тыс. руб.): 200, 400, 50, 150p r c v= = = = . Ставится за-дача определения уровня выручки, переменных и постоянных затрат для увели-чения прибыли на 150 тыс. При этом коэффициенты относительной значимости равны: 0,8, 0,1, 0,1α = β = γ =  (рис. 2.17).  Задача может быть решена с помощью процедуры свертки. Нужно опре-делить дополнительную переменную s , характеризующую общие затраты. То-гда задача разбивается на две подзадачи (рис. 2.18). Сначала необходимо опре-делить прирост выручки и общих затрат, а затем изменение постоянных и переменных затрат. Значения коэффициентов пропорциональности нормируют-ся таким образом, чтобы их сумма была равна единице.  
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 Рис. 2.17 – Трехфакторная модель 

 Рис. 2.18 – Разбиение на подзадачи Решение первой подзадачи:  400 4 ;400 4 350;250;600.
r ss ssr
= − + ⋅

− + ⋅ − =

=

=

 
Решение второй подзадачи:  100 ;100 250;2 350;

c vv vv
= − +

− + + =

⋅ =

 
175;75.vc==   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Аналогичным способом происходит решение задачи при большем числе аргументов. В качестве примеров таких моделей можно привести рейтинговую оценку организации, интегральные показатели (кредитоспособности, платеже-способности и т. д.) и др.    



72  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Контрольные вопросы по главе 2  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   1. Какие существуют методы прямого писка?  2. Опишите метод Гаусса.  3. В чем суть симплексного метода?  4. В чем суть метода Хука – Дживса?  5. Что такое градиент? 6. В чем суть метода градиентного спуска?  7. В каком случае метод градиентного спуска расходится?  8. В чем суть метода Ньютона?  9. Что такое обратная задача?  10. В чем суть обратных вычислений?    
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3 Линейное программирование 

3.1 Постановка задачи линейного программирования Приведем обратную задачу, рассмотренный в гл. 2 (рис. 3.1). Выручка 
( )r  равна произведению цены ( )p  и количества товара ( )c : .r p c= ⋅  

 Рис. 3.1 – Зависимость показателей Рассматривалось определение значения цены и количества, которые обеспечили бы величину выручки, равную 100. Исходные данные: 50r = , 10p = , 5c = .  Предположим теперь, что рассматриваются два вида товаров, их цена из-меняться не может и равна фиксированной величине: 1 10p =  и 2 5p = , нужно определить такое количество товара каждого вида: 1c  и 2c , чтобы выручка r  за месяц предприятия была максимальна:   1 1 2 2.r p c p c= ⋅ + ⋅  (3.1) Из формулы (3.1) следует, что данная задача не имеет конкретного реше-ния: чем больше будет количество проданного товара 1c  и 2c , тем больше будет и выручка. С другой стороны, количество проданного товара не может увели-чиваться до бесконечности и ограничено максимальным спросом: пусть max1 6c =  (максимальное значение спроса на первый товар) и max 2 8c =  (макси-мальное значение спроса на второй товар) и возможностями предприятия: предприятие может выпускать только ограниченное количество товара в месяц: 1 1 10c с+ = . Полученная задача может быть представлена в следующем виде:  
• 1 2( , ) 10 5 maxr p c c c= ⋅ + ⋅ →  (максимизируем выручку); 
• 12

68cc ≤

≤
 (ограничение максимальным спросом); 
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• 1 2 10c с+ =  (ограничение на объем производимой продукции предпри-ятием).  Задачи нахождения наилучшего значения (максимального или минималь-ного) при заданных ограничениях называют оптимизационными задачами. Не прибегая к методам решения подобных задач, которые будут рассмотрены да-лее, можно сказать, что решением данной задачи будет следующее: 1 6c = , 

2 4c = . Это следует из того, что цена первого товара максимальна, следователь-но, чтобы максимизировать выручку, нужно продать наибольшее количество этого товара, которое равно 6 ( )max1 6c = . В месяц предприятие может выпу-стить 10 товаров, а значит, ещё 4 товара можно выпустить первого вида. Следо-вательно, выручка составит (3.1): ( , ) 10 6 5 4 80r p c = ⋅ + ⋅ =  д. е. Задачи подобного вида называют задачами линейного программирования (ЗЛП). В общем виде их можно представить следующим образом. Максимизировать целевую функцию (искомые величины , 1..jx j n=  вхо-дят в функцию без степени) [5]:  1( ) max,n j j xjf x c x
=

= →∑  (3.2) при некоторых ограничениях:   { }1 , , , 1,..., ,n ij j ij a x b i m
=

≤ = ≥ =∑  (3.3) 
 , 1,..., ,L Uj j jN x N j n≤ ≤ =  (3.4) где  jc  – величина, показывающая, какой вклад в результат дает единица про-дукции j -го вида. В качестве данной величины может рассматривать цена то-вара, его полезность и т. д.; LjN  – минимальное значение jx ;  UjN  – максимальное значение jx ;  

ija  и ib  – некоторые величины, определяющие смысл неравенства. На-пример, в задаче определения набора товаров (поиск количества товаров jx  каждого вида, которое нужно купить) неравенство может иметь вид: 1 1 2 2a x a x b⋅ + ⋅ ≤ , где 1a  – цена товара первого вида, 2a  – цена товара второго вида, 1x  – количество товара первого вида, 2x  – количество товара второго вида 



75 (величина 1 1 2 2a x a x⋅ + ⋅  определит стоимость набора товаров), b  – доход поку-пателя.  Ограничения могут отличаться в зависимости от конкретной задачи.  Решение задачи состоит в нахождении значений jx , обеспечивающих при заданных ресурсах получение максимального результата. Также может быть рассмотрена задача определения минимума целевой функции:   1( ) min.n j j xjf x c x
=

= →∑  (3.5) Задачи такого вида встречаются в случаях, когда, например, рассматри-ваются затраты (их нужно минимизировать). Таким образом, задачами линейного программирования называются зада-чи оптимизации, в которых ограничения, представленные в виде равенств или неравенств, и целевая функция линейны.  Каждая задача линейного программирования содержит целевую функцию (3.2, 3.5) и ограничения (3.3, 3.4).  Задача линейного программирования может быть представлена в матрич-ном виде:  
( )min min ,tf x c x=  

,Ax b≤ 
 
= 

 ≥ 

 
0,x ≥  где  { }ijA a=  – действительная матрица m n⋅  ограничений; ( )1 2, , , tnc c c c= …  – вектор строка; ( )1, , mb b b= …  – вектор ограничений ( )0, 1,...jb j m≥ = ;  

( ) 1
nt j jjf x c x c x
=

= =∑  – целевая функция. Неотрицательность элементов вектора b  легко получить, если это необ-ходимо, умножив соответствующие неравенства на (–1). ЗЛП имеет стандартную форму, если все ее ограничения имеют форму равенства (кроме ограничений неотрицательности 0jx ≥ ): 
( ) min;t xf x c x= →  



76 ;Ax b=  0.x ≥   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Если ищется максимум ЦФ ( )f x , то заменой ЦФ на ( )f x−  сводят исходную задачу к минимизации функции ( )f x− , то есть 
( )( )min max ( )f x f x− = .  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Основные методы решения ЗЛП ориентированы на использование стан-дартной (канонической) формы записи. Любую ЗЛП всегда можно представить в стандартной форме, введя до-полнительные переменные.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 3.1  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Представим в стандартной форме задачу: 

( )1 2min 5 3 ;x x−  1 21 21 21 2

2;2 3 4;6 10;0; 0.
x xx xx xx x

− ≥

+ ≤

− + =

≥ ≥

 
Введя дополнительные переменные 3 40, 0x x≥ ≥  в 1-м и 2-м ограничени-ях, получим задачу в эквивалентной форме: 

( )1 2 3 41 2 31 2 41 21 2 3 4

min 5 3 0 0 ;2;2 3 4;6 10;0; 0; 0; 0.
x x x xx x xx x xx xx x x x

 − + +


− − =


+ + =
− + =


≥ ≥ ≥ ≥

 
Мы получили стандартную форму записи задачи.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Следует подчеркнуть, что дополнительные переменные столь же необхо-димы, как и исходные переменные задачи. В некоторых случаях возникает необходимость рассмотрения перемен-ных jx , на которые не наложены ограничения, т. е. jx  может принимать и по-ложительные, и отрицательные значения. Поскольку переменные задачи ли-



77 нейного программирования в стандартной форме предполагаются неотрица-тельными, неограниченные переменные заменяют выражением: ,j j jx u v= −   где 0, 0.j ju v≥ ≥  Значения jx  могут быть 0>  или 0<  в зависимости от соотношения вели-чин ju  и jv . 
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 3.2  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим задачу линейного программирования в нестандартной форме или в общем виде [1]: 1 2 3( ) 2 3 max;f x x x x= − + →  ограничения: 1 2 3 7,x x x+ + ≤  1 2 3 2,x x x− + ≥  1 2 33 2 5,x x x− − = −  1 2 30, 0, ( ) 0,x x x≥ ≥ ≥ ≤  где 3x  – переменная, неограниченная по знаку. Преобразуем эту задачу к стандартной форме (СФ): 1) заменим 3x  на 4 5x x− , где 4 5, 0x x ≥ ; 2) умножим обе части уравнения на (–1); 3) введем дополнительные переменные 6 7,x x  в ограничения; 4) припишем нулевой коэффициент переменным 6 7,x x , а целевую функ-цию умножим на (–1). Таким образом, рассматриваемая задача сводится к следующей задаче линейного программирования в СФ: 1 2 4 5 6 7( ) 2 3 3 0 0 min;f x x x x x x x− = − + − + − ⋅ − ⋅ →  при ограничениях: 1 2 4 5 61 2 4 5 71 2 4 5

7;2;3 2 2 5;0; 1, ,7.j

x x x x xx x x x xx x x xx j
+ + − + =

− + − − =

− + + − =

≥ = …

 



78 Если b  – вектор ресурсов, то дополнительная переменная 6x  означает ре-зерв ресурса. В первом ограничении введена переменная 7x  со знаком «–». Это значит, что переменная 7x  представляет собой количество дополнительного ре-сурса, необходимого для выполнения плана.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Для решения задач линейного программирования используют графиче-ский и аналитический методы. 3.2 Примеры задач линейного программирования 3.2.1 Задача об использовании ресурсов  (задача планирования производства) Для изготовления двух видов продукции 1P  и 2P  используют четыре вида ресурсов: 1S , 2S , 3S , 4S . Запасы ресурсов, число единиц ресурсов, затрачивае-мых на изготовление единицы продукции, приведены в таблице 3.1 (цифры условные). Также в таблице приведена стоимость продажи единицы продук-ции [1].  Таблица 3.1 – Исходные данные 
Вид  ресурса Запас  ресурса 

Число единиц ресурсов, затрачиваемых на  изготовление единицы продукции 
1P  2P  

1S  18 1 3 2S  16 2 1 
3S  5 – 1 
4S  21 3 – Стоимость ед. продукции 2 д. е. 3 д. е. Необходимо составить такой план производства продукции, при котором прибыль от ее реализации будет максимальной. Составим экономико-математическую модель задачи. Обозначим 1x , 2x  – число единиц продукции соответственно 1P  и 2P , за-планированных к производству. Для их изготовления (см. табл. 3.1) потребует-



79 ся ( )1 23x x+  единиц ресурса 1S , ( )1 22x x+  единиц ресурса 2S , ( )2x  единиц ре-сурса 3S  и ( )23x  единиц ресурса 4S . Так как потребление ресурсов 1S , 2S , 3S  и 
4S  не должно превышать их запасов, соответственно 18, 16, 5 и 21 единицу, то связь между потреблением ресурсов и их запасами выразится системой нера-венств: 

 1 21 221

3 18,2 16,5,3 21.
x xx xxx

+ ≤
 + ≤


≤
 ≤

 (3.6) 
По смыслу задачи переменные 1 20, 0x x≥ ≥  (количество изготавливае-мой продукции не может быть отрицательной).  Суммарная прибыль f  составит 12x  руб. от реализации продукции 1P  и 

23x  руб. – от реализации продукции 2P , т. е.  ( )1 2 1 2, 2 3 .f x x x x= +  (3.7) Итак, экономико-математическая модель задачи: найти такой план вы-пуска продукции ( )1 2,X x x=  ( 1x  – количество изготавливаемой продукции пер-вого вида, 2x  – количество изготавливаемой продукции второго вида), удовле-творяющий системе (3.6) и условию ( )1 20, 0x x≥ ≥ , при котором функция (3.7) принимает максимальное значение. Выполним решение задачи с помощью Excel (рис. 3.2). Для этого в ячей-ках С2:С5 нужно записать ограничения (3.6):  <С2>=A2+3*B2; <C3>=2*A2+B2; <C4>=B2; <C5>=3*A2. 

 Рис. 3.2 – Решение задачи 



80 В ячейке D6 приводится расчет прибыли:  <D6>=2*A2+3*B2. После этого вызывается надстройка «Поиск решения» («Данные» → «Поиск решения»), в которой указываются ограничения и целевая функция (рис. 3.3). 

 Рис. 3.3 – Надстройка «Поиск решения» В итоге было получено, что 1 26, 4x x= = . Ограничения (3.6) выполняются (на рисунке 3.2 значения в ячейках С2:С5 меньше или равны D2:D5). Суммар-ная прибыль составит:  
( )1 2 1 2, 2 3 12 12 24f x x x x= + = + =  д. е. Задачу легко обобщить на случай выпуска n  видов продукции с исполь-зованием m  видов ресурсов. Обозначим jx  ( )1,...,j n=  – число единиц продукции jP , запланирован-ной к производству; ib  ( )1,...,i m=  – запас ресурсов iS , ija  – число единиц ре-сурса iS , затрачиваемого на изготовление единицы продукции jP  (числа ija  ча-



81 сто называют технологическими коэффициентами); jc  – прибыль от реализа-ции единицы продукции jP . Тогда экономико-математическая модель задачи об использовании ресур-сов в общей постановке примет вид: найти такой план ( )1 2, ,..., nX x x x=  выпус-ка продукции, удовлетворяющий системе 
11 1 12 2 1 121 1 12 2 2 2

1 1 2 2

... ,... ,.................................................
n nn n

m m mn n m

a x a x a x ba x a x a x b
a x a x a x b

+ + + ≤
 + + + ≤


 + + + ≤  и условию 1 20, 0,..., 0,nx x x≥ ≥ ≥  при котором функция 1 1 21 2( ) ... n nf x c x c x c x= + + +  принимает максимальное значение. Рассмотрим пример подобной задачи. В таблице 3.2 представлены сведе-ния о производстве товаров двух видов: печение «Ромашка» и печенье «Глаго-лик». Приводится состав этих продуктов. Так, для изготовления 1 кг печенья «Ромашка» понадобится 495 г муки, 6 г яйца, 210 г сахара, 330 г маргарина, 1 г ванилина, 1 г соли и 156 г повидла. На предприятии имеются следующие ре-сурсы: 300 кг муки, 200 кг яйца, 300 кг сахара, 200 кг маргарина, 100 кг вани-лина, 100 кг соли, 50 кг повидла, 70 кг сахарной пудры. Маржинальная при-быль за 1 кг печенья «Ромашка» составляет 84,61 руб. за 1 кг, «Глаголик» – 86,84 руб. за 1 кг. Таблица 3.2 – Сведения о продуктах Продукты Печенье  «Ромашка» Печенье  «Глаголик» Ограничение сырья, кг Мука, кг 0,495 0,37 300 Яйцо, кг 0,06 0,12 200 Сахар, кг 0,21 0,21 300 Маргарин, кг 0,33 0,405 200 Ванилин, кг 0,001 0,001 100 Соль, кг 0,001 0,001 100 



82 
Продукты Печенье  «Ромашка» Печенье  «Глаголик» Ограничение сырья, кг Повидло, кг 0,156 0 50 Сахарная  пудра, кг 0 0,001 70 Маржинальная прибыль, руб. за 1 кг 84,61 86,84  
Математико-экономическая модель будет иметь вид. 1x  – искомое коли-чество (в кг) печенья «Ромашка», 2x  – искомое количество (в кг) печенья «Гла-голик». Связь между потребляемыми ресурсами и их запасами будет иметь вид: 

1 21 21 21 21 21 212

0,495 0,37 300,0,06 0,12 200,0,21 0,21 300,0,33 0,405 200,0,001 0,001 100,0,001 0,001 100,0,156 50,0,001 70.

x xx xx xx xx xx xxx

+ ≤
 + ≤
 + ≤


+ ≤


+ ≤
 + ≤


≤
 ≤

 

По смыслу задачи переменные 1 20, 0x x≥ ≥  (количество изготавливаемой продукции не может быть отрицательной).  Суммарная маржинальная прибыль f  составит 184,61x  руб. от реализа-ции печенья «Ромашка» и 286,84x  руб. – от реализации печенья «Глаголик», т. е. 
( )1 2 1 2, 84,61 86,84 .f x x x x= +  Итак, экономико-математическая модель задачи: найти такой план вы-пуска продукции ( )1 2,X x x= , удовлетворяющий системе уравнений и условию 

( )1 20, 0x x≥ ≥ , при котором функция ( )1 2,f x x  принимает максимальное значе-ние. Решение задачи в Excel представлено на рисунке 3.4. Согласно получен-ным результатам нужно произвести 320,513 кг печенья «Ромашка» и 232,669 кг печенья «Глаголик». Общая маржинальная прибыль будет равна 47 323,53 руб. 



83 Расход ресурсов (244,741 кг муки, 47,151 кг яиц, 116,168 кг сахара и т. д.) соот-ветствует ограничениям, обусловленным их наличием на предприятии.  

 Рис. 3.4 – Решение задачи об использовании ресурсов 3.2.2 Задача составления рациона (задача о диете, задача о смесях) Имеются два вида корма 1P  и 2P , содержащие питательные вещества (ви-тамины) 1S , 2S  и 3S . Содержание числа единиц питательных веществ в 1 кг каждого вида корма и необходимый минимум питательных веществ приведены в таблице 3.3 (цифры условные). Также в таблице представлена стоимость 1 кг корма каждого вида [1]. Таблица 3.3 – Исходные данные Питатель-ное веще-ство Необходимый  минимум питатель-ных веществ Число единиц питатель-ных веществ в 1 кг корма 
1P  2P  

1S  9 3 1 
2S  8 1 2 
3S  12 1 6 Стоимость 1 кг корма 4 д. е. 6 д. е. Необходимо составить дневной рацион, имеющий минимальную стои-мость, в котором содержание каждого вида питательных веществ было бы не менее установленного предела. 



84 Составим экономико-математическую модель задачи. Обозначим 1x , 2x  – количество кормов 1P  и 2P , входящих в дневной рацион. Тогда этот рацион (см. табл. 3.3) будет включать ( )1 23x x+  единиц питательного вещества 1S , 
( )1 22x x+  единиц вещества 2S  и ( )1 26x x+  единиц питательного вещества 3S . Так как содержание питательных веществ 1S , 2S  и 3S  в рационе должно быть не менее соответственно 9, 8 и 12 единиц, то получим систему неравенств:  

 1 21 21 2
3 9,2 8,6 12.

x xx xx x
+ ≥


+ ≥

 + ≥

 (3.8) 
Кроме того, переменные 1 20, 0x x≥ ≥  (количество корма в рационе не может быть отрицательным). Общая стоимость рациона составит (в д. е.):  ( )1 2 1 2, 4 6 .f x x x x= +  (3.9) Итак, экономико-математическая модель задачи: составить дневной ра-цион ( )1 2,X x x= , удовлетворяющий системе (3.8) и условию ( 1 20, 0x x≥ ≥ ), при котором функция (3.9) принимает минимальное значение. Полученное с помощью Excel решение:  1 22, 3.x x= =  Ограничения (2.8) выполняются, т. к.:  1 23 3 2 3 9;x x+ = ⋅ + =  1 22 8;x x+ =  1 26 20.x x+ =  Общая стоимость рациона составит (в д. е.) 

( )1 2 1 2, 4 6 4 2 6 3 26.f x x x x= + = ⋅ + ⋅ =  Для формулировки задачи в общей постановке обозначим: jx  
( )1,...,j n=  – число единиц корма j -го вида; ib  ( )1,...,i m=  – необходимый ми-нимум содержания в рационе питательного вещества iS ; ija  – число единиц пи-тательного вещества iS  в единице корма j -го вида; jc  – стоимость единицы корма j -го вида. Тогда экономико-математическая модель задачи примет вид: найти такой рацион ( )1 2, ,..., nX x x x= , удовлетворяющий системе 
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11 1 12 2 1 121 1 12 2 2 2
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... ,... ,...............................................
n nn n

m m mn n m

a x a x a x ba x a x a x b
a x a x a x b

+ + + ≥
 + + + ≥


 + + + ≥  и условию 1 20, 0,..., 0,nx x x≥ ≥ ≥  при котором функция 1 1 21 2( ) ... n nf x c x c x c x= + + +  принимает минимальное значение. Рассмотрим пример задачи о диете.  В таблице 3.4 представлены сведения о продуктах и о содержании в них витаминов С и Е.  Таблица 3.4 – Исходные данные Витамин Содержание в 100 г лимона, мг Содержание в 100 г миндаля, мг С 40 1,5 Е 0,2 25,2 Суточная потребность человека в витамине С составляет 75 мг, в вита-мине Е – 14 мг. Стоимость 100 г лимона составляет 17 руб., миндаля – 58 руб.  Таким образом, модель имеет вид ( 1x  – количество лимона (× 100 г), 2x  – количество миндаля (× 100 г)). Ограничения:  

1 21 240 1,5 75,0,2 25,2 14,x xx x+ ≥


+ ≥
 

1 20, 0.x x≥ ≥  Целевая функция:  
( )1 2 1 2, 17 58 min.f x x x x= + →  Полученное с помощью Excel решение (рис. 3.5):  1 21,85, 0,54x x= =  т. е. в день нужно употребить 185 г лимона и 54 г миндаля.  Потребление витамина С составит:  1 240 1,5 40 1,85 1,5 0,54 75x x+ = ⋅ + ⋅ =  мг.   



86 Потребление витамина Е составит:  1 20,2 25,2 0,2 1,85 25,2 0,54 14x x+ = ⋅ + ⋅ =  мг,  что соответствует суточной потребности (рис. 3.5). 

 Рис. 3.5 – Решение задачи о диете При этом стоимость набора продуктов составит:  
( )1 2 1 2, 17 58 17 1,85 58 0,54 63f x x x x= + = ⋅ + ⋅ =  руб.  

 Рис. 3.6 – Решение задачи в MathCad при представлении  исходных данных в матричном виде 



87 На рисунке 3.6 представлено решение задачи в MathCad. Здесь исходные данные представлены в матричном виде. Результат совпал с решением, полу-ченным ранее.  3.2.3 Задача об использовании мощностей  (задача о загрузке оборудования) Предприятию задан план производства продукции по времени и номен-клатуре: требуется за время T  выпустить 1 2, ,..., kn n n  единиц продукции 1P , 2P , …, kP . Продукция производится на станках 1S , 2S , …, mS . Для каждого станка известны производительность ija  (т. е. число единиц продукции jP , которое можно произвести на станке iS  за единицу времени) и затраты ijb  на изготовле-ние продукции jP  на станке iS  в единицу времени [1]. Необходимо составить такой план работы станков (т. е. так распределить выпуск продукции между станками), чтобы затраты на производство всей про-дукции были минимальными. Составим экономико-математическую модель задачи. Обозначим ijx  – время, в течение которого станок iS  ( )1,...,i m=  будет занят изготовлением продукции jP  ( )1,...,j k= . Так как время работы каждого станка ограничено и не превышает T , то справедливы неравенства: 
 11 12 121 22 2
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x x x T

+ + + ≤
 + + + ≤


 + + + ≤

 (3.10) 
Для выполнения плана выпуска по номенклатуре необходимо, чтобы вы-полнялись следующие равенства: 
 11 11 21 21 1 1 112 12 22 22 2 2 2
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
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 (3.11) 
Кроме того, 

( )0 1,..., ; 1,..., .ijx i m j k≥ = =    



88 Затраты на производство всей продукции выразятся функцией  1 1 .m k ij iji jf b x
= =

=∑∑  (3.12) Экономико-математическая модель задачи об использовании мощностей примет вид: найти такое решение ( )11 12, ,..., mkX x x x= , удовлетворяющее систе-мам (3.10) и (3.11) и условию ( )( )0 1,..., ; 1,...,ijx i m j k≥ = = , при котором функ-ция (3.12) принимает минимальное значение. 3.2.4 Задача о раскрое материалов На раскрой (распил, обработку) поступает материал одного образца в ко-личестве V  единиц. Требуется изготовить из него m  разных комплектующих изделий в количествах, пропорциональных числам 1 2, ,..., mb b b  (условие ком-плектности). Каждая единица материала может быть раскроена n  различными способами, причем использование j -гo способа ( )1,2,...,j n=  дает jia  единиц  i -го изделия ( )1,2,...,i m=  [1]. Необходимо найти план раскроя, обеспечивающий максимальное число комплектов. Составим экономико-математическую модель задачи. Обозначим jx  – число единиц материала, раскраиваемых j -м способом, и x  – число изготавливаемых комплектов изделий. Так как общее количество материала равно сумме его единиц, раскраива-емых различными способами, то  1 .n jj x V
=

=∑  (3.13) Требование комплектности выразится уравнениями  ( )1 1,2,..., .n j ji ij x a xb i m
=

= =∑  (3.14) Очевидно, что 
( )0 1,..., .jx j n≥ =  Экономико-математическая модель задачи: найти такое решение 

( )1 2, ,..., nX x x x= , удовлетворяющее системе уравнений (3.13)–(3.14) и условию 
( )( )0 1,...,jx j n≥ = , при котором функция  



89 f x=  принимает максимальное значение.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 3.3  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Для изготовления брусьев длиной 1,2 м, 3 м и 5 м в соотношении 2:1:3 на распил поступают 195 бревен длиной 6 м. Определить план распила, обеспечи-вающий максимальное число комплектов. Составить экономико-математи-ческую модель задачи. Прежде всего определим всевозможные способы распила бревен, указав соответствующее число получаемых при этом брусьев (табл. 3.5). Таблица 3.5 – Исходные данные Способ  распила j  Кол-во получаемых брусьев 1,2 м 3,0 м 5,0 м 1 5 – – 2 2 1 – 3 – 2 – 4 – – 1 Обозначим: jx  – число бревен, распиленных j -м способом ( )1,2,3,4 ;j =  x  – число комплектов брусьев. Учитывая, что все бревна должны быть распилены, а число брусьев каж-дого размера должно удовлетворять условию комплектности, экономико-математическая модель задачи примет вид: maxf x= →  при ограничениях: 

( )

1 2 3 41 22 34

195,5 2 2 ,2 ,3 ,0 1,2,3,4 .j

x x x xx x xx x xx xx j
+ + + =

 + =


+ =
 =

≥ =

 
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   



90 3.2.5 Задача технического контроля В отделе технического контроля (ОТК) некоторой фирмы работают кон-тролеры 1-го и 2-го разрядов. Норма выработки ОТК за 8-часовой рабочий день составляет не менее 1 800 изделий. Контролер 1-го разряда проверяет 25 изделий в час, причем не ошибается в 98% случаев. Контролер 2-го разряда проверяет 15 изделий в час; его точность – 95% [1]. Зарплата контролера 1К  – 4 д. е. в час, контроля 2К  – 3 д. е. в час. При каждой ошибке контролера фирма несет убыток в размере 2 д. е. Фирма может использовать не более 8 1К  и не более 10 2К . Определить оптимальный состав ОТК, при котором общие затраты на контроль будут минимальны. Составим экономико-математическую модель. Пусть 1 2,x x  обозначают количество 1К  и 2К  соответственно. Число кон-тролеров каждого разряда ограничено, т. е. 1 8x ≤  (разряд 1); 
2 10x ≤  (разряд 2). Ежедневно необходимо проверять не менее 1 800 изделий. Поэтому должно выполняться неравенство 1 2 1 28 25 8 15 200 120 1800x x x x⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = + ≥  или 1 25 3 45.x x+ ≥  При построении целевой функции следует иметь в виду, что расходы фирмы, связанные с контролем, включают две составляющие: 

• зарплату контролеров; 
• убытки, вызванные ошибками контролеров. Расходы на одного контролера 1К  составляют 

д.е./час4 2 25 0,02 5 .+ ⋅ ⋅ =  Расходы на одного контролера 2К  составляют 
д.е./час3 2 15 0,05 4,5 .+ ⋅ ⋅ =  Следовательно, целевая функция, выражающая ежедневные расходы на контроль, имеет вид 

( ) ( )1 2 1 2 1 2, 8 5 4,5 40 36 .f x x x x x x= + = +  Экономико-математическая модель отдела технического контроля примет вид:  
( ) 1 240 36 minf x x x= + →  



91 при ограничениях: 1 25 3 45x x+ ≥  
1 20 8; 0 10.x x≤ ≤ ≤ ≤  

3.2.6 Задача об оптимальном ассортименте Имеются два вида товара, характеризующиеся ценой, переменными за-тратами, трудозатратами (время на изготовление одного товара), необходимым количеством сырья (табл. 3.6). На предприятии существует ограничения трудо-затрат (80 часов) и сырья (50 кг). Таблица 3.6 – Исходные данные Характеристика Товар 1 Товар 2 Цена, д. е. 10 8 Переменные затраты, д. е. 4 3 Трудозатраты, час 5 10 Сырье, кг 4 2 Необходимо определить количество товара каждого вида, имеющее мак-симальную маржинальную прибыль, в при этом трудозатраты и сырье не долж-ны превышать ограничений. Составим экономико-математическую модель задачи. Обозначим 1x , 2x  – количество товаров первого и второго вида. Тогда общие трудозатраты будут равны 1 25 10x x+  (см. рис. 3.7), а объем необходимого сырья составит 1 24 2x x+ . Получим систему неравенств:   1 21 25 10 80,4 2 50.x xx x+ ≤


+ ≤
 (3.15) Кроме того, переменные 1 20, 0x x≥ ≥  (количество товара не может быть отрицательным). Маржинальная прибыль составит:  ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 10 4 8 3 .f x x x x= − + −  (3.16) Итак, экономико-математическая модель задачи: определить количество товаров каждого вида ( )1 2,X x x= , удовлетворяющего системе (3.15) и условию 

( )1 20, 0x x≥ ≥ , при котором функция (3.16) принимает максимальное значение. Решением задачи являются значения: 1 211,333, 2,333x x= =  кг.  



92 

 Рис. 3.7 – Решение задачи Трудоемкость составит: 1 25 10 5 11,333 10 2,333 80x x+ = ⋅ + ⋅ =  часов.  Расход сырья: 1 24 2 4 11,333 2 2,333 50x x+ = ⋅ + ⋅ =  кг. Таким образом, ограничения задачи выполняются.  Маржинальная прибыль составит:  
( ) ( ) ( )1 2 1 2, 10 4 8 3 79,67f x x x x= − + − =  д. е. 3.3 Решение задач линейного программирования 3.3.1 Графический метод решения задач  линейного программирования Графический метод применяют, когда число переменных не превосхо-дит 2. На практике задачи такой размерности встречаются редко, однако графи-ческий метод хорошо иллюстрирует основные понятия, используемые при ре-шении ЗЛП большой размерности. Графический метод рассмотрим на примере задачи (задача технического контроля) [1].   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 3.4  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   

1 2min ( ) 40 36 ;f x x x= +  
1 21 21 2

5 3 45;8, 10;0, 0.
x xx xx x

+ ≥

≤ ≤

≥ ≥

 
В качестве первого шага решения следует определить допустимую об-ласть, или область допустимых решений (ОДР). Для изображения ОДР следует начертить графики всех ограничений. Все допустимые решения лежат в первом квадранте, т. к. 1 2, 0x x ≥  (см. рис. 3.7). 



93 ОДР задачи является треугольник ABC  (рис. 3.8) (в общем случае много-гранник M  при 2m > ), который содержит бесконечное число допустимых точек. Нужно найти точку, в которой ( ) minf x = . 

 Рис. 3.8 – ОДР задачи технического контроля Если зафиксировать значение ЦФ 1 240 36f x x= + , то соответствующие ему точки будут лежать на некоторой прямой. При изменении величины f  прямая подвергается параллельному переносу. При поиске максимума линия смещается в направлении градиента, при поиске минимума – антиградиента до точки последнего касания границы ОДР.  Рассмотрим прямые, соответствующие различным значениям f , имею-щие с ОДР хотя бы одну общую точку. Построим линию уровня ЦФ, проходя-щую через ОДР, например, через точку ( )8,10B . Значение ЦФ в этой точке 
( )8,10 40 8 36 10 680f = ⋅ + ⋅ = , построим прямую 

( ) 1 21 2
680 40 36 68010 9 170.f x x xx x= ⇒ + = ⇒

⇒ + =  Также укажем на рисунке направление антиградиента ЦФ (рис. 3.9): 
( )

40 40 .36 36f x −   
−∇ = − =   −     
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 Рис. 3.9 – Линия уровня ЦФ и направление антиградиента При приближении прямой ЦФ к началу координат значение f  умень-шается. Минимальное значение ЦФ достигается в узловой точке ( )8, 5 3A . Следовательно, ( )8, 5 3 ; 380x f∗ ∗= =  – оптимальное решение задачи. Таким образом ( )8, 5 3x∗ =  – оптимальный план. Итак, для оптимального режима работы ОТК необходимо использовать 8 контролеров 1-го разряда и 1,6 контролера 2-го разряда. Дробное значение 2 1,6x =  соответствует ситуации, когда один из двух К2 используется в течение неполного рабочего дня. При недопустимости неполной загрузки контролеров дробные значения обычно округляются, получая приближенное оптимальное целочисленное решение 1 28, 2x x= = .  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Из рассмотренного примера решения задачи ОТК мы видим, что опти-мальное решение задачи соответствует одной из вершин многогранника.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Отсюда можно сделать исключительно важный вывод: оп-тимальное решение – координаты вершины области допустимых решений.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   



95 Из этого вывода следует метод решения задач линейного программирова-ния, который заключается в следующем: 1. Найти вершины области допустимых решений как точки пересечения ограничений. 2. Определить последовательно значения целевой функции в вершинах. 3. Вершина, в которой целевая функция приобретает оптимальное (max или min) значение, является оптимальной вершиной. 4. Координаты оптимальной вершины есть оптимальные значения иско-мых переменных.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Возможны следующие частные случаи: 1. При параллельном переносе прямая ( ) constf x =  совпадает с одной из сторон многогранника решений. Имеем бесконечное множество решений (рис. 3.10). В данном примере каждая точка от-резка AE  является оптимальным решением. 

 Рис. 3.10 – ЗЛП, имеющая бесконечное множество решений 2. ОДР не ограничена сверху (так называемый «стакан», рис. 3.11).  Если антиградиент направлен ко «дну стакана» (вниз), то за-дача будет иметь решение только на минимум, в противном слу-чае – только на максимум. 
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 Рис. 3.11 – ОДР ЗЛП не ограничена сверху 3. ОДР не ограничена снизу («перевернутый стакан», рис. 3.12). 

 Рис. 3.12 – ОДР ЗЛП не ограничена снизу Аналогично, если антиградиент направлен ко «дну стакана» (вверх), то задача будет иметь решение только на минимум, в про-тивном случае – только на максимум.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   3.3.2 Основы симплекс-метода Рассмотрим общую ЗЛП с m  ограничениями и n  переменными, записан-ную в стандартной (канонической) форме: 
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( ) 1 min;nt j jjf x c x c x

=

= = →∑  
11 1 12 2 1 1
1 1 2 2

;
;0; 1, .

n n
m m mn n mj

a x a x a x b
a x a x a x bx j n

+ + + =

+ + + =

≥ =

…

… … …

…
 

Как правило, число уравнений задачи меньше числа переменных (т. е. m n< ), поэтому множество ее допустимых решений равно ∞ . Задача состоит в том, чтобы найти наилучшее решение в смысле принятого критерия (мини-мума целевой функции). Выше было отмечено, что оптимальное решение представляет собой одну из вершин многогранника допустимой области. Другими словами, оптимальное решение – это одно из базисных решений.  Получение одного из базисных решений основано на известном класси-ческом методе решения систем линейных уравнений – методе Гаусса – Жорда-на. Основная идея этого метода состоит в сведении системы m  уравнений с n  неизвестными к каноническому или ступенчатому виду при помощи элемен-тарных операций над строками: 1) умножение любого уравнения системы на положительное или отрица-тельное число; 2) прибавление к любому уравнению другого уравнения системы, умно-женного на положительное или отрицательное число. При использовании первых m  переменных такая система имеет следую-щий вид: 
 0 0 0 01 1, 1 1 1, 1, 10 0 0, 1 1 , ,0 0 0, 1 1 , ,

;;.
m m s s n nk k m m k s s k n n km m m m m s s m n n m

x a x a x a x bx a x a x a x bx a x a x a x b
+ +

+ +

+ +

+ + + + + =

+ + + + + =

+ + + + + =

… …

… …

… …

 (3.17) 
Подставляя эти переменные в целевую функцию, получим 

( ) 0 00 1 ,n j jj mf x p p x
= +

= + ∑  
где 0 0 0 00 1 1; , 1, , .m mi i j i ij ji ip c b p c a c j m n

= =

= = − + = +∑ ∑ …    



98 Систему уравнений можно переписать следующим образом:  0 01 , 1, .ni i ij jj mx b a x i m
= +

= − =∑  (3.18)  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Переменные 1, , mx x… , входящие с единичными коэффициен-тами в одно уравнение системы (3.17), (3.18) и с нулевыми – в остальные, называются базисными или зависимыми. В канониче-ской системе (3.17), (3.18) каждому уравнению соответствует ровно одна базисная переменная.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Остальные ( )n m−  переменные ( )1, ,m nx x+ …  называются небазисными или независимыми переменными. При записи системы в каноническом виде все ее решения можно полу-чить, присваивая независимым переменным произвольные значения и решая затем получающуюся систему относительно зависимых переменных. Базисным решением системы (3.17) называется решение, полученное при нулевых значениях небазисных переменных. Например, в системе (3.17) одно из базисных решений задается как  0 0 01 1 2 21
, , , .0; ; 0 m mm n

x b x b x bx x+

= = = 


= = 

…

…
 Базисное решение называется допустимым базисным решением, если значения входящих в него базисных переменных 0, 1,jx j m≥ = , что эквива-лентно условию 0 0, 1,jb j m≥ = . Так как различные базисные решения системы (3.14) соответствуют раз-личным вариантам выбора ( )m  из общего числа ( )n  переменных jx , то число допустимых базисных решений (угловых точек) не превышает 

( )
! .! !mn nc m n m=
−  Поэтому ЗЛП можно решать посредством перебора конечного числа уг-ловых точек допустимого множества S , сравнивая значения ЦФ в этих точках. Это наихудший вариант решения ЗЛП, т. к. требует огромного объема вычис-лений. 
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 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 3.5  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Если 50, 25n m= =  (задача небольшой размерности), то количество пе-реборов составит 141,26 10⋅  (количество вариантов). Даже если ЭВМ будет вы-полнять 510  переборов вариантов в 1 с, то ей потребуется 40 лет для поиска решения. Обычно 1500 2000; 1000 1500.n m= ÷ = ÷   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Идея симплекс-метода (СМ) состоит в направленном перебо-ре угловых точек допустимого множества S  с последовательным уменьшением ЦФ ( )f x .  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   СМ разработал Дж. Данциг (американский ученый) в 1947 г. Этот метод также называют методом последовательного улучшения решения (плана). Гарантии результативности СМ обеспечиваются следующей теоремой.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Теорема о конечности алгоритма симплекс-метода. Если су-ществует оптимальное решение ЗЛП, то существует и базисное оп-тимальное решение. Это решение может быть получено через ко-нечное число шагов симплекс-методом, причем начать можно с лю-бого исходного базиса.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   3.3.3 Алгоритм симплекс-метода Ручные вычисления по симплекс-методу удобно оформлять в виде так называемых симплекс-таблиц. Для удобства составления симплекс-таблицы (СТ) будем считать, что ЦФ и система ограничений переписаны в форме [1]:  

( ) 0 00 1 ,n j jj mf x p p x
= +

= + ∑  
где  0 0 0 00 1 1; , 1, , ;m mi i j i ij ji ip c b p c a c j m n

= =

= = − + = +∑ ∑ …  
0 01 , 1, .ni ij j ij mx a x b i m

= +

+ = =∑  



100 По исходным данным заполняется исходная СТ (табл. 3.7). В первый столбец выписывают базисные переменные, в последний столбец – свободные члены. В первую строку выписывают небазисные переменные, в последнюю строку – коэффициенты при переменных в целевой функции. В последней клетке последней строки заносим 00p  со знаком «минус». В остальные клетки заносятся коэффициенты ограничений. Сформулируем алгоритм СМ применительно к данным, внесенным в таб-лицу 3.7. Таблица 3.7 – Симплекс-таблица      ↓     1mx +  …  kx  …  nx  Свободные члены 
1x  01 1ma +   01ka   01na  01b  
…       …  

jx→  0 1jma +   0jka   0jna  0jb  
…       …  

mx  0 1mma +   0mka   0mna  0mb  Целевая функция f  0 1mp +  …  0kp  …  0np  00p−  
Шаг 1. Выяснить, имеются ли в последней строке таблицы отрицатель-ные числа ( 00p  не принимается во внимание). Если все числа неотрицательны, то процесс закончен; базисное решение ( )0 01 , , ,0, ,0mb b… …  является оптималь-ным: 00f p∗ = . Если в последней строке имеются отрицательные числа 0 0 01 2, , ,m m np p p+ + … , перейти к шагу 2. Шаг 2. Просмотреть столбец, соответствующий наименьшему отрица-тельному числу 0, 1kp m k n+ ≤ ≤ , и выяснить, имеются ли в нем положительные числа , 1,ika i m= . Если ни в одном из таких столбцов нет положительных чи-сел, то оптимального решения не существует. 



101 Если найден столбец, содержащий хотя бы один положительный элемент (если таких столбцов несколько взять любой из них), отметить его вертикаль-ной стрелкой (см. табл. 3.7) и перейти к шагу 3. Шаг 3. Разделить свободные члены на соответствующие положительные числа из выделенного столбца и выбрать наименьшее частное. Отметить стро-ку, соответствующую наименьшему частному горизонтальной стрелкой. Выде-лить разрешающий элемент 0jka , стоящий на пересечении отмеченных строки и столбца. Перейти к шагу 4. Шаг 4.  1. Поменять местами переменные kx  и jx , остальные переменные оста-вить на прежних местах. 2. На место опорного элемента поставить число 01jka . 3. На остальных местах разрешающей (опорной) строки записать соот-ветствующие элементы исходной таблицы, делённые на опорный эле-мент. 4. На свободные места разрешающего столбца поставить со знаком «ми-нус» соответствующие элементы исходной таблицы, делённые на опорный элемент. Шаг 5. Оставшиеся свободные места в новой СТ заполнить построчно следующим образом: из строки элементов исходной таблицы вычесть произве-дение ее элемента из разрешающего столбца на уже заполненную разрешаю-щую строку новой таблицы. Например, для строки i -й базисной переменной имеем: 
( ) ( ) ( )1 1 1 0 0 0 0 1 1 1, 1 , , 1 , , , 1 ,, , , , , , , , , , , , .i m i n i i m i n i i k k m k n ka ... ...a b a ... ...a b a a ... ...a b+ + +¬ = ¬ − ¬  Знак «¬» стоит на месте элемента разрешающего столбца, заполненного согласно определению операции 4. На этом заполнение новой таблицы заканчивается и происходит переход к шагу 1.  Если целевую функцию необходимо максимизировать, то предварительно нужно умножить ее на –1.   
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 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 3.6  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Решить ЗЛП симплекс-методом: 1 4 52 4 53 4 5

2;2 3 7;2 1;
x x xx x xx x x

− + =

+ + =

+ − =

 
4 53 2 min.f x x= + − →  Из системы ограничений видно, что переменные 1 2 3, ,x x x  являются базис-ными. Эти переменные используем в качестве начального опорного плана (начального базиса). Поэтому 1-й, 2-й и 3-й столбцы исключаем из таблицы. Ре-зультаты расчета представлены в таблице 3.8. Приведем решение. Шаг 1. В таблице в последней строке два элемента: 1 и –2. Один из них является отрицательным, поэтому переходим к шагу 2.  Шаг 2. В столбце, соответствующем числу «–2», есть два положительных элемента: 1 и 3. Выделяем столбец стрелкой.  Шаг 3. Разделим свободные члены на соответствующие положительные числа из выделенного столбца:  1) 2/1=2; 2) 7/3=2,33 и выберем наименьшее частное: ( )min 2 1;7 3 2= . Отметим строку, соответствующую наименьшему частному горизонталь-ной стрелкой (это первая строка). Выделим квадратом разрешающий элемент, стоящий на пересечении отмеченных строки и столбца (пересечение первой строки и второго столбца – элемент «1»). Шаг 4. Поменять местами переменные 1x  и 5x , остальные переменные оставить на прежних местах. На место опорного элемента поставить число 1 11 = . На остальных местах разрешающей (опорной) строки запишем соответ-ствующие элементы исходной таблицы, делённые на опорный элемент. По-скольку элемент равен единице, то все значения останутся прежними.  На свободные места разрешающего столбца поставить со знаком минус соответствующие элементы исходной таблицы, делённые на опорный элемент. 



103 Следовательно, элементы «3», «–2» и «–2» второго столбца будут изменены на «–3», «2», «2».  Шаг 5. Оставшиеся свободные места в новой СТ заполнить построчно следующим образом: из строки элементов исходной таблицы вычесть произве-дение ее элемента из разрешающего столбца на уже заполненную разрешаю-щую строку новой таблицы ( ,i ja , i -я строка, j -й столбец). Элемент первого столбца второй строки ( )2,1a  будет преобразован: 2 3− ×

( )1 2 3 5× − = + = . Преобразование последующих элементов:  
2,3 7 3 2 1;a = − ⋅ =  
( ) ( )3,1 1 2 1 1 2 1;a = − − ⋅ − = − = −  

( )3,3 1 2 2 1 4 5.a = − − ⋅ = + =  Элементы последней строки:  
( ) ( )1 1 2 1 1 2 1;p = − − ⋅ − = − = −  

( )3 3 2 2 3 4 1.p = − − − ⋅ = − + =  Заполнение новой таблицы 3.8, б закончено и происходит переход к ша-гу 1.  Шаг 1. В таблице в последней строке два элемента: –1 и 2. Один из них является отрицательным, поэтому переходим к шагу 2.  Шаг 2. В столбце, соответствующему числу «–1» есть один положитель-ный элемент: 5. Следовательно, вторая строка будет разрешающей.  Выделим квадратом разрешающий элемент, стоящий на пересечении вто-рой строки и первого столбца – элемент «5». Шаг 3. Поменяем местами переменные 2x  и 4x , остальные переменные оставить на прежних местах. На место опорного элемента поставить число 1 0,25 = . На остальных местах разрешающей (опорной) строки запишем соответ-ствующие элементы исходной таблицы, делённые на опорный элемент. Полу-чим элемент второй строки второго столбца: 3 5 0,6− = − . Элемент второй стро-ки третьего столбца: 1 5 0,2= . Элемент второй строки третьего столбца: 1 5 0,2= . На свободные места разрешающего столбца поставить со знаком минус соответствующие элементы исходной таблицы, делённые на опорный элемент. 



104 Следовательно, элемент первой строки первого столбца будет равен: ( )1 5− − =  0,2= . Элемент третьей строки первого столбца будет равен: ( )1 5 0,2− − = . Элемент четвертой строки первого столбца будет равен: ( )1 5 0,2− − = .  Шаг 4. Оставшиеся свободные места в новой СТ заполнить построчно следующим образом: из строки элементов исходной таблицы вычесть произве-дение ее элемента из разрешающего столбца на уже заполненную разрешаю-щую строку новой таблицы: 
( ) ( )1,2 1 0,6 1 1 0,6 0,4;a = − − ⋅ − = − =  
( ) ( )1,3 2 0,2 1 2 0,2 2,2;a = − − ⋅ − = + =  
( ) ( )3,2 2 0,6 1 2 0,6 1,4;a = − − ⋅ − = − =  

( )3,3 5 0,2 1 5 0,2 5,2.a = − ⋅ − = + =  Элементы последней строки:  
( ) ( )2 2 0,6 1 2 0,6 1,4;p = − − ⋅ − = − =  

( )3 1 0,2 1 1 0,2 1,2.p = − ⋅ − = + =  Заполнение новой таблицы (табл. 3.8, в) завершено, переходим к шагу 1.  В последней строке все элементы положительны, следовательно, решение задачи найдено. Полученное решение: 1 2 3 4 50, 0, 5,2, 0,2, 2,2x x x x x= = = = = . Подставляя решение в исходную функцию, получим её значение: 43f x= + −  
52 3 0,2 2 2,2 1,2.x− = + − ⋅ = −  

Таблица 3.8а – Решение задачи симплекс-методом (первая итерация)  Небазисные переменные Свободные члены 4x  5x
↓

 

Базисн
ые  

переме
нные 1x→  –1 1 2 

2x  2 3 7 
3x  1 –2 1 Целевая функция f  1 –2 –3   



105 Таблица 3.8б – Решение задачи симплекс-методом (вторая итерация)  Небазисные переменные Свободные члены 4x
↓

 1x  
Базисн

ые  
переме

нные 5x  –1 1 2 
2x→  5 –3 1 

3x  –1 2 5 Целевая функция f  –1 2 1 
Таблица 3.8в – Решение задачи симплекс-методом (решение)  Небазисные переменные Свободные члены 2x  1x  

Базисн
ые  

переме
нные 5x  0,2 0,4 2,2 

4x  0,2 –0,6 0.2 
3x  0,2 1,4 5.2 Целевая функция f  0,2 1,40 1.2 

Ответ: * *(0; 0; 5,2; 0,2; 2,2); 1,2x f= = − .  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 3.7  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Решить ЗЛП симплекс-методом:  
( ) 1 22 3 maxf x x x= + →  при ограничениях 

1 21 2 21

3 182 16 .53 21
x xx x xx

+ ≤ 
+ ≤ 


≤ 
≤ 

 



106 Приведем задачу к стандартному виду с помощью дополнительных пере-менных:  
1 2 31 2 42 51 6

3 182 16 .53 21
x x xx x xx xx x

+ + = 
+ + = 


+ = 
+ = 

 
Дальше решаем симплексным методом (табл. 3.9, а–г). Таблица 3.9а – Симплекс-таблица (первая итерация)  Небазисные  переменные Свободные члены 1x  2x

↓
 

Базисн
ые  

переме
нные 3x  1 3 18 

4x  2 1 16 
5x→  0 1 5 

6x  3 0 21 Целевая  функция f  –2 –3 0 
Таблица 3.9б – Симплекс-таблица (вторая итерация)  Небазисные  переменные Свободные члены 1x

↓
 5x  

Базисн
ые  

переме
нные 3x→  1 –3 3 

4x  2 –1 11 
2x  0 1 5 
6x  3 0 21 Целевая  функция f  –2 3 15   



107 Таблица 3.9в – Симплекс-таблица (третья итерация)  Небазисные  переменные Свободные члены 3x  5x
↓

 
Базисн

ые  
переме

нные 1x  1 –3 3 
4x→  –2 5 5 

2x  0 1 5 
6x  –3 9 12 Целевая  функция f  2 –3 21 

Таблица 3.9г – Симплекс-таблица (результат)  Небазисные  переменные Свободные члены 3x  4x  

Базисн
ые  

переме
нные 1x  –1/5 3/5 6 

5x  –2/5 1/5 1 
2x  2/5 –1/5 4 
6x  3/5 –9/5 3 Целевая  функция f  4/5 3/5 24 

Ответ: ( )* *6; 4; 0; 0; 1; 3 ; 24x f= = . Таким образом, мы можем записать 
1 3 4
2 3 4
5 3 4
6 3 4

1 36 ,5 52 14 ,5 52 11 ,5 53 93 ,5 5

x x xx x xx x xx x x

 = + −

 = − +


 = + −


 = − +

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3 44 324 .5 5f x x= − −  Коэффициенты целевой функции, полученные в последней строке, мы взяли со знаком «минус», так как мы умножали целевую функцию на –1. Опти-мальное значение целевой функции берем со знаком «плюс» (потому что в ис-ходной задаче мы ищем максимум f ).  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 3.8  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Решить ЗЛП симплекс-методом:  1 2 3 418 16 5 21 min,Z y y y y= + + + →  при ограничениях 

1 2 41 2 3
2 3 2,3 3,0, 1, 2, 3, 4.i

y y yy y yy i
+ + ≥


+ + ≥

≥ =

 
Вводим дополнительные переменные 5 6,y y  со знаком «минус» [1]. По-лучим стандартную ЗЛП 

1 2 4 51 2 3 6
2 3 2,3 3,0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.i

y y y yy y y yy i
+ + − =


+ + − =

≥ =

 
В качестве базисных переменных возьмем 3 4,y y . Для этого первое урав-нение разделим на 3. Выразим базисные переменные через свободные 3 1 2 6

4 1 2 5
3 3 ,2 1 2 13 3 3 3

y y y yy y y y= − − +

= − − +
 

и подставим в целевую функцию, получим 1 2 5 629 4 3 7 5 .Z y y y y= − − + +  Дальше решаем симплексным методом (табл. 3.10, а–в).   



109 Таблица 3.10а – Симплекс-таблица (первая итерация)  Небазисные переменные Свободные члены 1y
↓

 2y  5y  6y  
Базисн

ые  
переме

нные 3y→  3 1 0 –1 3 
4y  1/3 2/3 –1/3 0 2/3 

Целевая  функция Z  –4 –3 7 5 –29 
Таблица 3.10б – Симплекс-таблица (вторая итерация)  Небазисные переменные Свободные члены 3y  2y

↓
 5y  6y  

Базисн
ые  

переме
нные 1y  1/3 1/3 0 –1/3 1 

4y→  –1/9 5/9 –1/3 1/9 1/3 
Целевая  функция Z  4/3 –5/3 7 11/3 –25 

Таблица 3.10в – Симплекс-таблица (решение)  Небазисные переменные Свободные члены 3y  4y  5y  6y  

Базисн
ые  

переме
нные 1y  2/5 –3/5 1/5 –2/5 4/5 

2y  –1/5 9/5 –3/5 1/5 3/5 
Целевая функция Z  1 3 6 4 –24 

Ответ: ( )* *4 5; 3 5; 0; 0; 0; 0 ; 24y Z= = .   



110 Таким образом, мы можем записать: 
1 3 4 5 6
2 3 4 5 6

4 2 3 1 2 ,5 5 5 5 53 1 9 3 1 ,5 5 5 5 5
y y y y yy y y y y

 = − + − +

 = + − + −


 
3 4 5 624 3 6 4 .Z y y y y= + + + +   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   3.3.4 Поиск начального базиса Для решения задачи ЛП симплексным методом необходимо получить начальный опорный план (начальный базис).  Рассмотрим способ получения начального базиса (начальной угловой точки многогранника допустимой области). Если в исходной задаче ЛП огра-ничения заданы в виде неравенств, например,   1 , 1, ,n ij j ij a x b i m

=

≤ =∑  (3.19) то введение дополнительных переменных 1 1 2 2, ,...,n n m n my x y x y x+ + += = =  приве-дет (3.19) к виду:  
1 , 1, .ni i ij jjy b a x i m

=

= − =∑  Вектор ( )1 2, ,..., ,0,0,...,0mX y y y=  будет являться начальным опорным планом (начальным базисным решением). Метод симплексного преобразования Если ограничения исходной задачи ЛП заданы в виде равенств (то есть имеем сразу стандартную форму ЗЛП), то для получения начального базиса можно воспользоваться методом симплексного преобразования, который явля-ется одной из модификаций метода Гаусса – Жордана [1].  Запишем систему 1 , 1,n ij j ij a x b i m
=

= =∑  в виде таблицы 3.11. При этом предполагается, что все 0, 1,ib i m≥ = . Алгоритм симплексного преобразования основан на идее исключения переменных методом, во многом схожим с методом преобразования симплекс-таблиц. 



111 Таблица 3.11 
1x  2x  … nx  Свободные члены 

1121
1m

aa
a…  1222

2m

aa
a…  

…

…

…

… 12nn
mn

aa
a…  12

m

bb
b⋮  

Шаг 1. Среди столбцов из коэффициентов при неизвестных выбирается столбец, в котором имеется хотя бы один положительный элемент. Если в та-ком столбце несколько положительных элементов, то из них выбирается тот, который отвечает наименьшему частному при делении соответствующих сво-бодных членов на положительные элементы выбранного столбца. Выделенный таким образом элемент называется разрешающим. Шаг 2. Элементы разрешающей строки делятся на разрешающий элемент и переписываются в новую таблицу.  Шаг 3. Каждая новая строка новой таблицы образуется следующим обра-зом: из строки элементов исходной таблицы вычитается разрешающая строка, полученная на шаге 2, которая предварительно умножается на соответствую-щий элемент разрешающего столбца. При этом в клетках выделенного (разре-шающего) столбца появятся нули. На этом заполнение новой таблицы заканчи-вается и происходит переход к шагу 1. Процесс продолжается до тех пор, пока не будет получено неотрицатель-ное базисное решение.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 3.9  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Найти неотрицательное базисное решение системы: 1 5 62 5 63 5 64 5 6

5 2 3;2 5;3 7;3 4.
x x xx x xx x xx x x

− + = −

− − =

− + = −

+ − = −

 
Воспользуемся методом симплексного преобразования. Перед составле-нием начальной таблицы с целью получения неотрицательных свободных чле-нов первое, третье и четвертое уравнения умножим на –1. Дальнейшие преоб-разования по нахождению начального базиса приведены в таблице 3.12. 



112 Таблица 3.12 – Этапы решения задачи Этап преобра-зований 1x  2x  3x  4x  5x  6x  Свободные члены Этап 1 –1 0 0 0 5 –2 3  0 1 0 0 –2 –1 5  0 0 –1 0 3 –1 7  0 0 0 –1 –1 3 4 Этап 2 –1/5 0 0 0 1 –2/5 3/5  –2/5 1 0 0 0 –9/5 31/5  3/5 0 –1 0 0 1/5 26/5  –1/5 0 0 –1 0 13/5 23/5 Этап 3 0 0 –1/3 0 1 –1/3 7/3  0 1 –2/3 0 0 –5/3 29/3  1 0 –5/3 0 0 1/3 26/3  0 0 –1/3 –1 0 8/3 19/3 Этап 4 0 0 –3/8 –1/8 1 0 25/8  0 1 –7/8 –5/8 0 0 109/8  1 0 –13/8 1/8 0 0 63/8  0 0 –1/8 –3/8 0 1 19/8 
Итак, получили базисное решение ( )63 8,109 8,0,0,25 8,19 8 , что при необходимости позволяет составить первую симплекс-таблицу с начальным ба-зисом 

( )1 2 5 6Б , , , .x x x x=  В канонической системе каждому уравнению соответствует ровно одна базисная переменная.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Метод искусственного базиса Другим методом поиска начального базиса является метод искусственно-го базиса [1]. 



113 В систему ограничений вводятся искусственные переменные 0n ix + ≥  
( )1,...,i m=  и вводится искусственная целевая функция ( ) 1

m n iiz x x +
=

=∑ . Таким образом, приходим к следующей задаче линейного программирования 
 ( )

1
min,, 1, ,0, 1,2,..., .

n ij j n i ij k

z xa x x b i mx k n m+
=

→

+ = =

≥ = +

∑  (3.20) 
Далее ищется решение задачи (3.20) симплекс-методом. В качестве базиса используются переменные n ix + . В процессе решения переменные n ix +  выводятся из базиса, а переменные jx  вводятся в базис. Процесс поиска заканчивается, когда все переменные n ix +  будут выведены из базиса, при этом значение искус-ственной целевой функции ( )z x  обращается в ноль. 

 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 3.10  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Найти неотрицательное базисное решение системы: 1 5 62 5 63 5 64 5 6

5 2 3;2 5;3 7;3 4.
x x xx x xx x xx x x

− + − =

− − =

− + − =

− − + =

 
Введем в систему ограничений дополнительные переменные 7 8 9, , ,x x x  

10 ,x  которые будем называть искусственными. В результате получим систему: 
1 5 6 72 5 6 83 5 6 94 5 6 10

5 2 3;2 5;3 7;3 4.
x x x xx x x xx x x xx x x x

− + − + =

− − + =

− + − + =

− − + + =

 
Запишем искусственную целевую функцию: 7 8 9 10( ) .z x x x x x= + + +  Из системы ограничений выразим дополнительные переменные 7 8, ,x x  

9 10,x x  через исходные, получим: 
7 1 5 68 2 5 63 5 2 ;5 2 ;x x x xx x x x= + − +

= − + +
 



114 
9 3 5 610 4 5 67 3 ;4 3 .x x x xx x x x= + − +

= + + −
 Подставим в целевую функцию, получим: 1 2 3 4 5 6( ) 19 5 .z x x x x x x x= + − + + − +  Дальше решаем задачу симплекс-методом. В результате решения все ис-кусственные переменные должны выйти из базиса. Решение приведено в таб-лице 3.13. Таблица 3.13а – Решение задачи (первая итерация)  Небазисные переменные Свободные члены 1x  2x

↓
 3x  4x  5x  6x  

Базисн
ые  

переме
нные 7x  –1 0 0 0 5 –2 3 

8x→  0 1 0 0 –2 –1 5 
9x  0 0 –1 0 3 –1 7 

10x  0 0 0 –1 –1 3 4 Целевая функция z 1 –1 1 1 –5 1 –19 
Таблица 3.13б – Решение задачи (вторая итерация)  Небазисные переменные Свободные члены 1x  8x  3x  4x  5x

↓
 6x  

Базисн
ые  

переме
нные 7x→  –1 0 0 0 5 –2 3 

2x  0 1 0 0 –2 –1 5 
9x  0 0 –1 0 3 –1 7 

10x  0 0 0 –1 –1 3 4 Целевая функция z  1 1 1 1 –7 0 –14   



115 Таблица 3.13в – Решение задачи (третья итерация)  Небазисные переменные Свободные члены 1x  8x  3x  4x  7x  6x
↓

 
Базисн

ые  
переме

нные 5x  –1/5 0 0 0 1/5 –2/5 3/5 
2x  –2/5 1 0 0 2/5 –9/5 31/5 

9x  3/5 0 –1 0 –3/5 1/5 26/5 
10x→  –1/5 0 0 –1 1/5 13/5 23/5 Целевая функция z  –2/5 1 1 1 7/5 –14/5 –49/5 

Таблица 3.13г – Решение задачи (четвертая итерация)  Небазисные переменные Свобод-ные чле-ны 1x
↓

 8x  3x  4x  7x  10x  

Базисн
ые  

переме
нные 5x  –3/13 0 0 –2/13 3/13 2/13 17/13 

2x  –7/13 1 0 –9/13 7/13 9/13 122/13 
9x→  8/13 0 –1 1/13 –8/13 –1/13 63/13 

6x  –1/13 0 0 –5/13 1/13 5/13 23/13 Целевая функция z  –8/13 1 1 –1/13 21/13 14/13 –63/13 
Таблица 3.13д – Решение задачи (результат)  Небазисные переменные Свобод-ные чле-ны 9x  8x  3x  4x  7x  10x  

Базисн
ые  

переме
нные 5x  3/8 0 –3/8 –1/8 0 1/8 25/8 

2x  7/8 1 –7/8 –5/8 0 5/8 109/8 
1x  13/8 0 –13/8 1/8 –1 –1/8 63/8 
6x  1/8  –1/8 –3/8 0 3/8 19/8 Целевая функция z  1 1 0 0 1 1 0 



116 Итак, получили базисное решение ( )63 8;109 8;0;0;25 8;19 8 . Это базис-ное решение совпало с решением, полученным симплексным преобразованием таблицы ограничений. Значение искусственной целевой функции рано нулю.  В результате получим следующую систему уравнений-ограничений: 
1 3 4
2 3 4
5 3 4
6 3 4

13 1 63;8 8 87 5 109 ;8 8 83 1 25;8 8 81 3 19.8 8 8

x x xx x xx x xx x x

− + =

− − =

− − =

− − =

 
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим случай, когда часть ограничений задана в виде неравенств, а часть ограничений – в виде равенств: 

1
1

, 1,..., ,
, 1,..., ,0, 1,..., .

n ij j ijn ij j ij j

a x b i k
a x b i k mx j n
=

=

≤ =

= = +

≥ =

∑

∑  
Дополним неравенства дополнительными переменными , 1,...,n ix i k+ = , а ограничения равенства дополним искусственными переменными ,n k ix + +1,...,i m k= − . В результате мы получим систему ограничений в стандартной форме: 

1
1

, 1,..., ,
, 1,..., ,0, 1,..., .

n ij j n i ijn ij j n i ij j

a x x b i k
a x x b i k mx j n m

+
=

+
=

+ = =

+ = = +

≥ = +

∑

∑  
Затем рассматривается вспомогательная задача: 

1( ) min,m n ii kz x x +
= +

= →∑  
1 , 1,..., ,n ij j n i ij a x x b i k+

=

+ = =∑  
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1 , 1,..., ,n ij j n i ij a x x b i k m+

=

+ = = +∑  0, 1,..., .jx j n m≥ = +  В качестве начального базиса используются переменные , 1,...,n ix i m+ = . В процессе решения искусственные переменные выводятся из базиса. При этом дополнительные переменные , 1,...,n ix i k+ =  должны остаться в базисе. На по-следнем шаге симплекс-метода значение искусственной целевой функции будет равно нулю. 3.4 Задачи многокритериальной оптимизации В практической деятельности часто встречаются задачи, заключающиеся в поиске лучшего (оптимального) решения при наличии различных несводимых друг к другу критериев оптимальности. Например, принятие решения о строи-тельстве дороги в объезд города должно учитывать такие факторы, как выиг-рыш города в целом по соображениям экологии, проигрыш отдельных пред-приятий и фирм, например, из-за уменьшения проезжающих через город потенциальных покупателей, и многие другие. Если такого рода задачи реша-ются методами математического программирования, то говорят о задачах мно-гокритериальной оптимизации. Эти задачи могут носить как линейный, так и нелинейный характер. Далее будем рассматривать только линейные задачи [1]. Задачи многокритериальной оптимизации возникают в тех случаях, когда имеется несколько целей, которые не могут быть отражены одним критерием (например, стоимость и надежность). Требуется найти допустимое решение, которое минимизирует или максимизирует все такие критерии. Если в подобно-го рода задачах речь идет не о разнородных критериях некоторой системы, а о сопоставлении однородных критериев разных ее подсистем (например, отрасли, группы населения и т. п.), то эти задачи называются задачами векторной оп-тимизации. Обозначим i -й частный критерий через ( )iZ X , где X  – допустимое ре-шение, а область допустимых решений – через S . Задачу многокритериальной оптимизации можно сформулировать следующим образом:  ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., max, .mZ X Z X Z X Z X X S= → ∈  (3.21) Некоторые частные критерии могут противоречить друг другу, другие действуют в одном направлении, третьи – индифферентны, безразличны друг к 



118 другу. Поэтому процесс решения многокритериальных задач неизбежно связан с экспертными оценками как самих критериев, так и взаимоотношений между ними. Известен ряд методов решения задач многокритериальной оптимизации: 
• оптимизация одного признанного наиболее важным критерия, осталь-ные критерии при этом играют роль дополнительных ограничений; 
• упорядочение заданного множества критериев и последовательная оп-тимизация по каждому из них (этот подход рассмотрен ниже на при-мере метода последовательных уступок); 
• сведение многих критериев к одному введением экспертных весовых коэффициентов для каждого из критериев таким образом, что более важный критерий получает более высокий вес; 
• метод справедливого компромисса, который допускает одинаковую важность всех частных критериев и не требует их нормализации и упорядоченности по степени важности.  Для решения задач многокритериальной оптимизации используют крите-рий оптимальности Парето, суть которого состоит в улучшении одних показа-телей при условии, чтобы другие не ухудшались. Вектор *X S∈  называется эффективным (оптимальным по Парето) реше-нием задачи (3.21), если для любого вектора X S∈  выполняется соотношение 

( ) ( )* , 1,..., ,i iZ X Z X i m≤ =  причем хотя бы для одного значения i  имеет место строгое неравенство. Множество допустимых решений, для которых невозможно одновремен-но улучшить все частные показатели эффективности (т. е. улучшить хотя бы один из них, не ухудшая остальных), принято называть областью Парето, или областью компромиссов, а принадлежащие ей решения – эффективными, или оптимальными по Парето. Метод уступок Рассмотрим один из методов решения многокритериальных задач – метод последовательных уступок [1]. Метод последовательных уступок решения задач многокритериальной оптимизации применяется в случае, когда частные критерии могут быть упоря-дочены в порядке убывания их важности. Предположим, что все частные кри-терии максимизируются и пронумерованы в порядке убывания их важности. 
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Находим максимальное значение *1Z  первого по важности критерия в области допустимых решений путем решения однокритериальной задачи: 

( )1 max,.Z XX S→

∈
 Затем, исходя из практических соображений и принятой точности, назна-чается величина допустимого отклонения 1 0∆ >  (экономически оправданной уступки) критерия 1Z , и далее находится максимальное значение второго кри-терия *2Z  при условии, что значение первого критерия не должно отклоняться от своего максимального значения более, чем на величину допустимой уступки, т. е. решается задача: 

( )
( )
2 *1 1 1

max,,.
Z XZ X ZX S

→

≥ − ∆

∈

 
Снова назначается величина уступки 2 0∆ >  по второму критерию, кото-рая вместе с первой уступкой используется для нахождения условного макси-мума третьего частного критерия: 

( )
( )
( )

3 *1 1 1*2 2 2
max, ,,.

Z XZ X ZZ X ZX S
→

≥ − ∆

≥ − ∆

∈

 
Аналогичные процедуры повторяются до тех пор, пока не будет выявлено максимальное значение последнего по важности критерия mZ  при условии, что значение каждого из первых 1m −  частных критериев отличается от соответ-ствующего условного максимума не более чем на величину допустимой уступ-ки по данному критерию. Полученное на последнем этапе решение считается оптимальным.  Рассмотрим пример решения задачи многокритериальной оптимизации методом последовательных уступок. Пусть задача трехкритериальной оптимизации имеет вид:  1 1 22 max;Z x x= − + →  (3.22)  2 1 22 max;Z x x= + →  (3.23)  3 3 23 max;Z x x= − →  (3.24) 



120 
 1 212

6;1 3;1 4.
x xxx

+ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 (3.25) 
Заметим, что т. к. коэффициенты при одних и тех же переменных в дан-ных частных критериях имеют разные знаки, то в заданной области допусти-мых решений невозможно одновременно улучшить все частные критерии, т. е. в рассматриваемом случае область компромиссов (область Парето) совпадает с областью допустимых решений. Для определенности будем считать, что допустимые уступки по первым двум критериям заданы: 1 23; 5 3∆ = ∆ = . Максимизируем функцию 1Z  в области допустимых решений, т. е. реша-ем однокритериальную задачу (3.22), (3.25). Это несложно сделать рассмотрен-ным ранее графическим методом решения задач линейного программирования (см. рис. 3.13). 

 Рис. 3.13 – Решение задачи графическим способом Максимум функции 1Z  при условиях (3.25) достигается в точке A  обла-сти S  с координатами (1;4), так что в данном случае 
( )* * *1 2 1 11; 4; 7.x x Z Z A= = = =  Переходим к максимизации функции 2Z  при условиях (3.25) и дополни-тельном ограничении, позволяющем учесть, что по критерию 1Z  нельзя усту-



121 
пать более чем на 1∆ . Так как в нашем примере *1 1 4Z − ∆ = , то дополнительное ограничение будет иметь вид:  1 22 4.x x− + ≥  (3.26) Задачу (3.23), (3.25), (3.26) также решаем графически (рис. 3.14). 

 Рис. 3.14 – Решение задачи графическим способом Получаем, что максимум функции 2Z  при условиях (3.25), (3.26) достига-ется в точке B  части 1S  области S , так что  
( )** ** *1 2 2 28 3; 10 3; 26 3.x x Z Z B= = = =  Теперь уступаем по критерию 2Z  на величину уступки 2 5 3∆ =  

( )*2 2 26 3 5 3 7Z − ∆ = − =  и получаем второе дополнительное ограничение:  1 22 7.x x+ ≥  (3.27) Максимизируем функцию 3Z  (3.24) при условиях (3.25), (3.26) и (3.27). Решение этой задачи графическим методом представлено на рисунке 3.15. Таким образом, получаем оптимальное решение рассматриваемой трех-критериальной задачи (точка C  на рис. 3.15): *** ***1 22; 3.x x= =  Соответствующие значения частных критериев при этом составляют: 1 2 34; 7; 7.Z Z Z= = = −  
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 Рис. 3.15 – Решение задачи графическим способом Рассмотрим задачу об оптимальном ассортименте (табл. 3.6). Пусть в мо-дели используются два критерия оптимальности: максимизация прибыли и ми-нимизация трудозатрат.  Ограничение на объем сырья имеет вид:  1 24 2 50.x x+ ≤  Кроме того, переменные 1 20, 0x x≥ ≥  (количество товара не может быть отрицательным). Целевые функции: 
• ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 10 4 8 3 maxf x x x x= − + − →  (максимизация маржинальной прибыли); 
• ( )1 2 1 2, 5 10 minf x x x x= + →  (минимизация трудоемкости). Пусть 20∆ = .  Найдем решение первой задачи (максимизация маржинальной прибыли) при ограничении на объем ресурсов (рис. 3.16).  Для решения задачи минимизации трудоемкости добавим условие: 1 26 5 105.x x+ ≥  Полученное решение представлено на рисунке 3.17 (заданные ограниче-ния и целевая функция представлены на рисунке 3.18). Таким образом, нужно произвести 5 единиц товара 1 и 15 единиц товара 2.  
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 Рис. 3.16 – Решение задачи максимизации маржинальной прибыли 

 Рис. 3.17 – Решение задачи минимизации трудоемкости 

 Рис. 3.18 – Форма «Поиск решения»  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Контрольные вопросы по главе 3  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   1. В чем суть задачи линейного программирования?  2. В чем суть графического метода решения задачи линейного програм-мирования?  3. В чем состоит основная идея симплекс-метода?  4. Опишите алгоритм симплекс-метода.  5. Как происходит поиск разрешающей строки в симплекс-таблице? 



124 6. Как происходит поиск разрешающего элемента в симплекс-методе?  7. Какие существуют методы поиска начального базиса?  8. В чем суть метода симплексного преобразования?  9. В чем суть метода искусственного базиса?  10. В чем суть метода уступок?    
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4 Транспортная задача 

Важным частным случаем задачи линейного программирования является так называемая транспортная задача, которую можно сформулировать следую-щим образом.  4.1 Экономико-математическая модель транспортной задачи В m  пунктах отправления 1 2, , , ,mA A A…  которые в дальнейшем будем называть поставщиками, сосредоточено определенное количество единиц неко-торого однородного продукта, которое обозначим ( )1,...,ia i m= . Данный про-дукт потребляется в n  пунктах 1 2, , , ,nB B B…  которые будем называть потреби-телями; объем потребления обозначим ( )1,...,jb j n=  (рис. 4.1). Известны расходы на перевозку единицы продукта из пункта iA  в пункт jB , которые рав-ны ijc  и приведены в матрице транспортных расходов ( )ijC c=  [1]. 

 Рис. 4.1 – Геометрическая интерпретация транспортной задачи Требуется составить такой план прикрепления потребителей к поставщи-кам, т. е. план перевозок, при котором весь продукт вывозится из пунктов iA  в пункты jB  в соответствии с потребностью и общая величина транспортных издержек будет минимальной. Обозначим количество продукта, перевозимого из пункта iA  в пункт jB , через ijx . Совокупность всех переменных ijx  для краткости обозначим x , тогда целевая функция задачи будет иметь вид: 
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 1 1( ) min,m n ij iji jf x c x

= =
= →∑∑  (4.1) а ограничения будут выглядеть следующим образом:  1 ; 1,..., ,n ij ij x a i m

=
≤ =∑  (4.2) 

 1 ; 1,..., ,m ij ji x b j n
=

≥ =∑  (4.3)  0.ijx >  (4.4) Первая группа ограничений (4.2) указывает, что суммарный объем пере-возок продукции из некоторого исходного пункта не может превышать произ-веденного количества этой продукции, вторая группа ограничений (4.3) требу-ет, чтобы суммарные перевозки продукции в некоторый пункт потребления полностью удовлетворяли спрос на эту продукцию.  Рассмотрим задачу, исходные данные которой представлены в табли-це 4.1. Таблица 4.1 – Транспортная таблица. Стоимость доставки 1 кг конфет, д. е. 
Город (производство, кг) Город (спрос, кг) Москва (2 000) Санкт-Петербург (1 500) Нижний  Новгород (800) Подольск (2 500) 10 20 17 Балашиха (2 000) 9 15 16 Целевая функция имеет вид: 11 12 13 21 22 23( ) 10 20 15 7 18 16 min.f x x x x x x x= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ →  Ограничения:  11 12 13 2 500;x x x+ + ≤  

21 22 23 1800;x x x+ + ≤  
11 21 2 000;x x+ ≥  
21 22 1500;x x+ ≥  
31 32 800.x x+ ≥  Полученное в Excel решение представлено на рисунке 4.2. 
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  Рис. 4.2 – Решение транспортной задачи Из модели (4.1)–(4.4) видно, что суммарный объем производства в исход-ных пунктах 1m ij a
=
∑  не должен быть меньше суммарного спроса в пунктах назна-

чения 1n jj b
=
∑ . Если  

 1 1 ,m ni ji ja b
= =

=∑ ∑  (4.5) то модель называют сбалансированной (закрытой) транспортной моделью. Она отличается от модели (4.2), (4.3) тем, что  ; 1, , ,n ij ij x a i m= =∑ …  (4.6) 
 ; 1, , .m ij ji x b j n= =∑ …  (4.7) 

 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 4.1  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Заводы автомобильной фирмы расположены в п. , ,A B С . Центры распре-деления (пункты назначения) расположены в п. ,D E . Объемы производства в п. , ,A B C  равны 1 000, 1 500, 1 200 автомобилей ежеквартально. Величина спроса в п. ,D E  равна 2 300 и 1 400 автомобилей ежеквартально, т. е. суммар-ный объем производства равен суммарному спросу (3 700 автомобилей еже-квартально) (условие (4.5) выполняется). Стоимость перевозки одного автомо-биля из п. , ,A B C  в п. ,D E  указана в таблице 4.2.    



128 Таблица 4.2 – Стоимость перевозки   Пункты назначения   D  E  
Исходные пункты A  80 215 B  100 108 С 102 68 

Модель 
( ) 11 12 21 22 31 3211 1221 2231 3211 21 3112 22 32

80 215 100 108 102 68 min;1000;1500;1200;2 300;1400;0.ij

f x x x x x x xx xx xx xx x xx x xx

 = + + + + + →


+ =
 + =


+ =
 + + =

 + + =


≥

 
Занесем модель в таблицу 4.3. Таблица 4.3 – Транспортная таблица   Спрос   D E    2 300 1 400 

Объем
 произ

водств
а A  1 000  80  215 

11x   12x   B  1 500  100  108 
21x   22x   C  1 200  102  68 31x   32x   

 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·     
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 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 4.2  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Несбалансированная модель Изменим условия в примере 4.1. Предположим, что завод B  производит не 1 500, а 1 300 автомобилей. Это приведет к дисбалансу, поскольку суммар-ный объем производства (3 500) не равен суммарному спросу (3 700). Другими словами, дисбаланс означает, что спрос в центрах распределения (в пунктах назначения) полностью удовлетворить не удается. В этом случае необходимо изменить транспортную модель таким образом, чтобы недостаток автомобилей 
( )3 700 3 500 200− =  оптимально распределился между  и D E . Введем фиктивный исходный пункт (фиктивный завод) с производитель-ностью 200 автомобилей. Стоимость перевозок с фиктивного завода в п.  и D E  естественно положить равной нулю (т. к. никакие перевозки не осуществляют-ся). Таким образом, сбалансированная модель имеет следующий вид (табл. 4.4). Здесь Ф  – фиктивный завод. Если объем производства превышает спрос, мож-но ввести дополнительные фиктивные пункты назначения. Пусть, например, в п. D  спрос упал с 2 300 до 1 900 автомобилей. В таблице 4.5 представлена измененная модель (здесь Ф  – фиктивный пункт назначения). Таблица 4.4 – Добавление фиктивного пункта-производителя   D  E    2 300 1 400 A  1 000 80 215 B  1 300 100 108 C  1 200 102 68 Ф  200 0 0 Таблица 4.5 – Добавление фиктивного пункта-потребителя   D  E  Ф    1 900 1 400 400 A  1 000 80 215 0 B  1 500 100 108 0 C  1 200 102 68 0 



130 Автомобили, поступающие с некоторого завода в фиктивный пункт наз-начения, представляют собой избыток производства на этом заводе. Соответ-ствующая стоимость перевозки равна нулю. Однако можно назначить штраф за хранение автомобилей на складе завода, тогда стоимость перевозки одного ав-томобиля (перепроизведенного) будет равна штрафу за его хранение. Анало-гично в модели с недопроизведенным количеством автомобилей. Каждую не-допоставленную единицу продукции в пункт назначения можно обложить штра-фом. Тогда транспортные расходы на единицу недопроизведенной про-дукции равны штрафу за недополученную продукцию.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 4.3  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Многопродуктовая транспортная модель Пусть автомобильная компания (заводы , ,A B C ) производят автомобили четырех различных марок 1, 2, 3, 4M M M M , причем завод A  выпускает модели 3, 4M M ; завод B  – 1, 2, 4M M M ; завод C  – 1, 2M M  (рис. 4.3). В таблице 4.6 приведены объемы выпуска и спроса автомобилей всех марок. 

 Рис. 4.3 – Геометрическая интерпретация  многопродуктовой транспортной задачи Предположим, что стоимость перевозок автомобилей любой марки оди-накова (стоимость перевозки на одну милю). 



131 Таблица 4.6 – Объемы производства и спроса  Всего 1M  2M  3M  4M  Завод      A  1 000   700 300 B  1 500 500 600  400 C  1 200 800 400   Поку-патель      D  2 300 700 500 500 600 E  1 400 600 500 200 100 Видоизменим транспортную модель. Для этого каждый завод-изгото-витель разобьем на несколько заводов (несколько пунктов), и каждого покупа-теля разобьем также на несколько пунктов  В результате получаем семь исходных пунктов и восемь пунктов назна-чения. В таблице 4.7 приведена полная транспортная таблица. Заметим, что не-которые маршруты недопустимы (на рисунке 4.3 отсутствуют стрелки, а в таб-лице заштрихованы клетки), они соответствуют очень высокой стоимости пе-ревозки. Запрещенные маршруты означают, что автомобили различных марок нельзя заменять друг другом. Например, нельзя осуществлять перевозки из п. 1M  в п. 2M  и т. д. Если внимательно изучить таблицу, то можно заметить, что на самом де-ле задачу необязательно описывать одной моделью.  В силу независимости поставок можно было представить задачу по каж-дой марке автомобилей в виде отдельной таблицы перевозок, но только суще-ственно меньшего размера. В результате получим таблицы 4.8, а–г. Такое разбиение на задачи меньшей размерности оказалось возможным из-за независимости различных марок автомобилей (т. е. невозможности заме-ны одной марки другой). Если бы можно было заменять одну марку другой, то такое разбиение не получилось бы.   



132 Таблица 4.7 – Полная транспортная таблица   1 2 3 4DM M M M���������  1 2 3 4EM M M M���������    700 500 500 6002300����	���

 600 500 200 1001400����	���


 
34MA M 

700 1000300 
M  M  80  M  M  M  215 M  M  M  M  80  M  M  M  215 

124
MB MM





 

1500400600500








 
100  M  M  M  108  M  M  M  M  100  M  M  M  108  M  M  M  M  M  100  M  M  M  108  

12MC M 1200400800




 
102  M  M  M  68  M  M  M  M  102  M  M  M  68  M  M  

Отдельные таблицы перевозок  Таблица 4.8а Таблица 4.8б    3M      4M    D  E      D  E    500 200     600 100 A  700 80 215   A  300 80 215       B  400 100 108 Таблица 4.8в   Таблица 4.8г   1M      2M    D  E      D  E    700 600     500 500 B  500 100 108   B  600 100 108 C  800 102 68   C  400 102 68  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   



133 4.2 Решение транспортной задачи симплексным методом Закрытая транспортная задача может быть решена симплексным методом (методом последовательного улучшения плана). Для этого необходимо пере-обозначить переменные следующим образом [1]:  1 11 2 12 1, 1 21 2 22 2 2,, ,..., ; , ,..., ;...n n n n n nx x x x x x x x x x x x+ += = = = = =  
( ) ( )1 2 ,1 1 1 2, ,..., .m m mn m nm n m nx x x x x x− + − += = =  Точно так же переобозначаем коэффициенты ijс :  

1 11 2 12 1,, ,..., ;n nc c c c c c= = =  
( ) ( )1 21 2 22 2 2, 1 21 1 1 2, ,..., ;... , ,...,n n n n m mm n m nc c c c c c c c c c+ + − + − += = = = =  

, .mn m nc c=  Задача примет следующий вид: 
( ) 1 min;mn j jjf X c x

=
= →∑  

( 1)1 , 1,..., ;m i n j ji x b j n− +
=

= =∑  
( 1)1 , 1,..., ;0, 1,..., .

n i n j ij k
x a i mx k mn− +

=
= =

≥ =

∑  
Таким образом, пришли к стандартной форме ЗЛП. Для получения начального базисного решения можно использовать либо метод искусственного базиса, либо метод симплексного преобразования табли-цы ограничений. Однако для транспортной задачи разработаны свои методы поиска начального базиса и методы последовательного улучшения решения. Это связано со следующими особенностями транспортной задачи: 
• система ограничений закрытой транспортной задачи представляет со-бой систему уравнений (т. е. транспортная задача задана в канониче-ской форме); 
• коэффициенты при переменных системы ограничений равны единице; 
• каждая переменная входит в систему ограничений два раза: один раз – в систему (4.6) и один раз – в систему (4.7). 4.3 Первоначальное закрепление потребителей за поставщиками Первым этапом решения закрытой транспортной задачи является состав-ление начального распределения (начального плана перевозок или начального 



134 базиса). При этом следует отметить, что благодаря условию (4.5) ранг системы линейных уравнений (4.6), (4.7) равен 1m n+ − ; таким образом из общего числа m n⋅  неизвестных базисных неизвестных будет 1m n+ − . Вследствие этого при любом допустимом базисном распределении в матрице перевозок (таблице по-ставок), представленной в общем виде в таблице 4.9, будет занято ровно 1m n+ −  клеток, которые будем называть базисными в отличие от остальных свободных клеток; занятые клетки будем отмечать диагональной чертой [1]. Таблица 4.9 – Транспортная таблица Мощности поставщиков Мощности потребителей 
1b  2b  ...  nb  

1a  11c    11x  12c    12x  
...  1nc    1nx  

2a  21c    21x  22c    22x  
...  2nc    2nx  ...  ...  ...  ...  ...  

ma  1mc    1mx  2mc    2mx  
...  mnc    mnx  

Рассмотрим два метода получения начального распределения (начального опорного плана): метод северо-западного угла и метод наименьших стоимо-стей. При каждом из этих методов при заполнении некоторой клетки, кроме по-следней, вычеркивается или только строка матрицы перевозок, или только столбец; лишь при заполнении последней клетки вычеркиваются и строка, и столбец. Такой подход будет гарантировать, что базисных клеток будет ровно 1m n+ − . Если при заполнении некоторой (не последней) клетки одновременно удовлетворяются мощности и поставщика, и потребителя, то вычеркивается, например, только строка, а в соответствующем столбце заполняется незанятая клетка так называемой «нулевой поставкой», после чего вычеркивается и стол-бец. Для идентификации клетки обычно в скобках указываются номера ее стро-ки и столбца. В методе северо-западного угла всегда в первую очередь заполня-



135 ется клетка (из числа невычеркнутых), стоящая в верхнем левом (северо-западном) углу матрицы перевозок.   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 4.4  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Пример составления начального распределения методом северо-запад-ного угла показан в таблице 4.10: заполняется клетка (1;1) и вычеркивается первый столбец, заполняется клетка (1;2) (в верхнем левом углу указана стои-мость перевозки, в нижнем правом – количество) и вычеркивается первая стро-ка; заполняется клетка (2;2) и вычеркивается второй столбец; заполняется клет-ка (2;3) и вычеркивается вторая строка; заполняется клетка (3;3) и вычерки-вается третий столбец; наконец, заполняется клетка (3;4) и вычеркиваются по-следние строка и столбец. Число занятых клеток равно 1 3 4 1 6m n+ − = + − = . Суммарные затраты на реализацию данного плана перевозок составят 
( ) 4 30 5 30 3 70 6 30 7 10 4 110 1170.f X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

Таблица 4.10 – Поиск решения методом северо-западного угла Мощности  поставщиков Мощности потребителей 30 100 40 110 60 4 5 2 3  30 30   100 1 3 6 2   70 30  120 6 2 7 4    10 110  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Недостатком данного метода является то, что он не учитывает значения элементов ijc  матрицы транспортных расходов, в результате чего полученное этим методом начальное распределение (начальный опорный план перевозок) может быть достаточно далеко от оптимального. В методе наименьших стоимостей заполнение клеток матрицы перевозок проводится с учетом значений величин ijc . Отмечают клетки с наименьшими стоимостями перевозок сначала по каждой строке, а затем по каждому столбцу. Клетки, имеющие две отметки, заполняют в первую очередь, затем заполняют 



136 клетки с одной отметкой, а данные о нераспределенном грузе записывают в не-отмеченные клетки с наименьшими стоимостями. При этом из двух клеток с одинаковой стоимостью перевозок предпочтение отдается клетке, через кото-рую осуществляется больший объем перевозок. Вычеркивание строк и столб-цов при заполнении клеток проводится по описанным выше правилам. Пример начального распределения методом наименьших стоимостей для тех же исход-ных данных, что и ранее, представлен в таблице 4.11. Таблица 4.11 – Поиск решения методом наименьшей стоимости Мощности поставщиков Мощности потребителей 30 100 40 110 60 4 5 2   ×× 3    40 20 100 1   ×× 3 6 2    ×  30   70 120 6 2   ×× 7 4   100  20 Порядок заполнения клеток: (2;1), (3;2), (1;3), (2;4), (1;4), (3;4). Суммар-ные затраты на перевозки, представленные в таблице 4.12, составляют  
( ) 1 30 2 100 2 40 2 70 3 20 4 20 590.f X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  Следовательно, данный план перевозок значительно ближе к оптималь-ному, чем план, составленный по методу северо-западного угла. 4.4 Метод потенциалов Вторым этапом решения закрытой транспортной задачи служит построе-ние системы потенциалов [1].  Введем специальные показатели iu  для каждой строки, которые можно интерпретировать как цену продукта в пункте поставщика, а каждому столбцу j  ( -му потребителю) устанавливается потенциал jv , который можно принять условно за цену продукта в пункте потребителя. В простейшем случае цена продукта в пункте потребителя равна его цене в пункте поставщика плюс транспортные расходы на его доставку, т. е.  .j i ijv u c= +  (4.8) 

j



137 Совокупность уравнений вида (4.8), составленных для всех заполненных клеток (всех базисных неизвестных), образует систему 1m n+ −  линейных уравнений с m n+  неизвестными iu  и jv . Эта система всегда совместна, причем значение одного из неизвестных можно задавать произвольно (например,  1 0u = ), тогда значения остальных неизвестных находятся из системы однознач-но. Рассмотрим процесс нахождения потенциалов для базисного начального распределения по методу северо-западного угла, представленного в табли-це 4.12. Задав 1 0u =  и используя формулу (4.8) для заполненных клеток (1;1) и (1;2), находим 1 4v =  и 2 5v = . Зная 2v , по заполненной клетке (2;2) находим 
2 2u = , а зная 2u , по заполненной клетке (2;3) находим 3 8v = . Зная 3v , по запол-ненной клетке (3;3) находим 3 1u = , а затем по заполненной клетке (3;4) нахо-дим 4 5v = . Результаты представлены в таблице 4.12, где потенциалы поставщи-ков приведены в последнем столбце, а потенциалы потребителей – в последней строке. Таблица 4.12 – Расчет потенциалов  Мощности поставщиков Мощности потребителей 30 100 40 110 iu  60 4 5 2 3 0  30 30    100 1 3 6 2 2   70 30   120 6 2 7 4 1    10 110  jv  4 5 8 5  

Аналогичные результаты для начального распределения по методу наименьших стоимостей, приведенного в таблице 4.12, представлены в табли-це 4.13. Чтобы оценить оптимальность распределения, для всех клеток ( );i j  мат-рицы перевозок определяются их оценки, которые обозначим через ijd , по фор-муле: 
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 ( ) .ij i ij jd u c v= + −  (4.9) 

Таблица 4.13 – Расчет потенциалов Мощности поставщиков Мощности потребителей 30 100 40 110 iu  60 4 5 2 3 0    40 20  100 1 3 6 2 1  30   70  120 6 2 7 4 –1   100  20  
jv  2 1 2 3  

Используя ранее принятую интерпретацию, выражение ( )i iju c+  можно трактовать как сумму цены продукта у поставщика и стоимости перевозки; эта сумма путем вычитания сравнивается с ценой продукта у соответствующего потребителя jv . Очевидно, оценки заполненных клеток равны нулю (цена по-требителя покрывает цену поставщика и стоимость перевозок). Таким образом, об оптимальности распределения можно судить по величинам оценок свобод-ных клеток. Если оценка некоторой свободной клетки отрицательна, это можно интерпретировать так: цена, предлагаемая соответствующим потребителем, больше суммы цены поставщика и стоимости перевозки, т. е. если бы эта клет-ка была занята, то можно было бы получить дополнительный экономический эффект. Следовательно, условием оптимальности распределения служит усло-вие неотрицательности оценок свободных клеток матрицы перевозок. Оценки клеток по формуле (4.9) удобно представить в виде матрицы оценок. Для ранее рассматриваемого распределения, полученного методом се-веро-западного угла (см. табл. 4.11), матрица оценок клеток имеет вид: 
 0 0 6 21 0 0 1 .3 2 0 0d − − 

 = − − 
 − 

 (4.10) 
Наличие большого числа отрицательных оценок свободных клеток свиде-тельствует о том, что данный план перевозок далек от оптимального (напом-ним, что суммарные затраты на перевозку по этому плану равны 1170). 



139 Для распределения, полученного методом наименьших стоимостей (табл. 4.13), матрица оценок клеток имеет вид: 2 4 0 00 3 5 0 .3 0 4 0d  
 =  
 
 

 
Так как все оценки неотрицательны, то не имеется возможности улуч-шить данный план перевозок, т. е. он оптимален (суммарные затраты на пере-возку по этому плану равны 590). Кроме того, следует отметить, что в данном случае оценки всех свободных клеток строго больше нуля, т. е. любой другой план, предусматривающий занятие хотя бы одной из этих клеток, будет менее оптимален. Это говорит о том, что найденный оптимальный план является единственным. Наличие нулевых оценок свободных клеток в оптимальном плане перевозок, наоборот, свидетельствует о неединственности оптимального плана. Улучшение оптимального плана перевозок  (циклы перераспределения)  Чтобы улучшить неоптимальный план перевозок, выбирается клетка мат-рицы перевозок с отрицательной оценкой; если таких клеток несколько, то обычно (но необязательно) выбирается клетка с наибольшей по абсолютной ве-личине отрицательной оценкой. Например, для распределения, представленно-го в таблице 4.13, такой клеткой может служить клетка (1;3) (см. матрицу оце-нок (4.10)). Для выбранной клетки строится замкнутая линия (контур, в таблице 4.14 эти клетки «затенены»), начальная вершина которой лежит в выбранной клетке, а все остальные вершины находятся в занятых клетках; при этом направления отдельных отрезков контура могут быть только горизонтальными и вертикаль-ными. Вершиной контура, кроме первой, является занятая клетка, где отрезки контура образуют один прямой угол (нельзя рассматривать как вершины клет-ки, где горизонтальные и вертикальные отрезки контура пересекаются). Оче-видно, число отрезков контура, как и его вершин, будет четным. В вершинах контура расставляются поочередно знаки «+» и «–», начиная со знака «+» в вы-бранной свободной клетке. Пример простого контура показан в таблице 4.14, хотя вид контура может быть самым разнообразным.   



140 Таблица 4.14 – Построение контура Мощности поставщиков Мощности потребителей 30 100 40 110 iu  60 4 5          – 2          + 3 0  30 30    100 1 3          + 6          – 2 2   70 30   120 6 2 7 4 1    10 110  jv  4 5 8 5  Таблица 4.15 – Результат перераспределения Мощности поставщиков Мощности потребителей 30 100 40 110 iu  60 4 5 2 3 0  30 0 30   100 1 3 6 2 2   100    120 6 2 7 4 –5    10 110  
jv  4 5 2 –1  

Величина перераспределяемой поставки определяется как наименьшая из величин поставок в вершинах контура со знаком «–», и на эту величину увели-чиваются поставки в вершинах со знаком «+» и уменьшаются поставки в вер-шинах со знаком «–». Это правило гарантирует, что в вершинах контура не по-явится отрицательных поставок, начальная выбранная клетка окажется занятой, в то время как одна из занятых клеток при этом обязательно освободится. Если величина перераспределяемой поставки равна поставкам не в одной, а в не-скольких вершинах контура со знаком «–» (это как раз имеет место в контуре перераспределения в таблице 4.15), то освобождается только одна клетка, обычно с наибольшей стоимостью перевозки, а все другие такие клетки оста-ются занятыми с нулевой поставкой. 



141 Результат указанных операций для представленного в таблице 4.14 рас-пределения поставок показан в таблице 4.15. Суммарные затраты на перевозки по этому плану составляют 
( ) 4 30 5 0 2 30 3 100 7 10 4 110 990,f X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  что значительно меньше предыдущей суммы затрат 1170, хотя план перевозок в таблице 4.15 еще не является оптимальным. Об этом свидетельствует наличие отрицательных значений в матрице оценок клеток этого плана (соответствую-щие потенциалы iu  и jv  найдены способом, изложенным при описании этапа 2): 0 0 0 41 0 6 5 .3 8 0 0d  

 = − 
 − − 

 
Транспортные задачи, в базисном плане перевозок которых имеют место занятые клетки с нулевой поставкой (или в первоначальном распределении, или в процессе итераций), называются вырожденными. В случае вырожденной транспортной задачи существует опасность зацикливания, т. е. бесконечного повторения итераций (бесконечного перебора одних и тех же базисных комби-наций занятых клеток). Как правило, в практических задачах транспортного ти-па зацикливание не встречается; тем не менее следует знать, что существуют специальные правила, позволяющие выйти из цикла, если зацикливание все же произойдет. При отсутствии вырождения метод потенциалов конечен и приво-дит к оптимальному плану перевозок за конечное число шагов. 4.5 Открытая модель транспортной задачи Если суммарная мощность поставщиков не равна суммарной мощности потребителей т. е.




 если нарушается условие 1 1m ni ji ja b
= =


= 


∑ ∑ , то имеем открытую модель транспортной задачи. Открытая транспортная задача решается сведени-ем ее к закрытой транспортной задаче [1].   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 4.5  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Найти оптимальное распределение поставок для транспортной задачи, представленной в таблице 4.16. В данном случае суммарный спрос потребителей больше, чем суммарная мощность поставщиков ( )45 35 55 65 200 40 60 90 190+ + + = > + + = . Введем 



142 «фиктивного поставщика» и в таблицу поставок добавим дополнительную строку (табл. 4.17) так, чтобы задача стала закрытой. Для этого мощность фик-тивного поставщика следует принять равной 10 200 190= − . Коэффициенты за-трат этой добавленной строки определяются издержками ввиду недогрузки мощностей потребителей. Если информация об этих издержках отсутствует, то их принимают равными одному и тому же числу (например, нулю, как в табли-це 4.17). Конкретное значение этого числа не влияет на оптимальное распреде-ление поставок. Таблица 4.16 – Исходные данные Мощности поставщиков Мощности потребителей 45 35 55 65 40 4 1 2 5 60 3 2 3 7 90 4 4 5 2 Таблица 4.17 – Добавление фиктивного пункта  Мощности поставщиков Мощности потребителей 45 35 55 65 40 4 1 2 5 
60 3 2 3 7 
90 4 4 5 2 
10 0 0 0 0 

Первоначальное распределение поставок для сформулированной закры-той транспортной задачи найдем, например, по методу наименьших затрат. Для удобства укажем последовательность заполнения таблицы поставок: 44 10,x =  
12 35,x =  34 55,x =  13 5,x =  23 50,x =  21 10,x =  31 35.x =  В результате приходим к следующему базисному распределению поставок (табл. 4.18).    



143 Таблица 4.18 – Поиск решения методом наименьших затрат Мощности поставщиков Мощности потребителей 45 35 55 65 iu  40 4 1     × 2 5 0   35 5   60 3 2     × 3 7 –1  10  50   90 4 4 5 2     × –2  35   55  10 0    × 0     × 0    × 0     × 0     10  jv  2 1 2 0  
Рассчитаем матрицу оценок по формуле ( )ij i ij jd u c v= + − : 2 0 0 50 0 0 6 .0 1 1 02 1 2 0d  

 
 =
 
 
− − − 

 
Так как есть отрицательные оценки свободных клеток, то полученный план перевозок неоптимальный. Строим цикл перераспределения для клетки (4; 3). В результате получим следующий цикл (выделенные клетки в табли-це 4.19). Далее производим перераспределение в соответствии с описанной ра-нее схемой. Результат представлен в таблице 4.20. Таблица 4.19 – Составление цикла перераспределения Мощности поставщиков Мощности потребителей 45 35 55 65 iu  40 4 1 2 5 0   35 5   60 3           + 2 3           – 7 –1  10  50   
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Мощности поставщиков Мощности потребителей 45 35 55 65 iu  90 4           – 4 5 2           + –2  35   55  10 0 0 0           + 0           – 0     10  

jv  2 1 2 0  
Таблица 4.20 – Новое решение Мощности поставщиков Мощности потребителей 45 35 55 65 iu  40 4 1 2 5 0   35 5   60 3 2 3 7 –1  20  40   90 4 4 5 2 –2  25   65  10 0 0 0 0 0    10   

jv  2 1 2 0  
Матрица оценок для этой таблицы  2 0 0 50 0 0 60 1 1 00 1 0 2d  

 
 =
 
 
 

 
не содержит отрицательных элементов свободных клеток, следовательно, полу-ченный план перевозок оптимальный. Суммарная стоимость перевозок соста-вит: 

( ) 1 35 2 5 3 20 3 40 4 25 2 65 0 10 455.f X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   



145 В случае, когда суммарная мощность поставщиков больше суммарной мощности потребителей, в рассмотрение вводится «фиктивный потребитель», а к таблице поставок присоединяется дополнительный столбец. Коэффициенты затрат этого добавленного столбца соответствуют затратам на хранение неот-правленного груза (поставки последнего столбца – неотправленный груз для каждого из поставщиков). Если информация об этих затратах отсутствует, то их принимают равными одному и тому же числу (например, нулю).   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Контрольные вопросы по главе 4  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   1. В чем суть транспортной задачи?  2. Какая транспортная задача называется закрытой?  3. Какую величину нужно минимизировать в транспортной задаче?  4. Как рассчитывается стоимость перевозок в транспортной модели?  5. Какие существуют методы поиска начального решения?  6. В чем суть метода северо-западного угла?  7. В чем суть метода наименьшей стоимости?  8. Какие клетки заполняются в первую очередь в методе наименьшей стоимости? 9. В чем суть метода потенциалов?  10. Как вычисляются оценки d  клеток?    
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5 Целочисленное программирование   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Целочисленным (иногда его называют также дискретным) программированием (ЦП) называется раздел математического программирования, изучающий экстремальные задачи, в которых на искомые переменные накладывается условие целочисленности, а область допустимых решений конечна [1].  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Изучение этого раздела вызывается тем, что огромное количество эконо-мических задач носит дискретный, чаще всего целочисленный характер, что связано, как правило, с физической неделимостью многих элементов расчета: например, нельзя построить два с половиной завода, купить полтора автомоби-ля и т. д. В ряде случаев такие задачи решаются обычными методами, например симплексным методом, с последующим округлением до целых чисел. Однако такой подход оправдан, когда отдельная единица составляет очень малую часть всего объема (например, товарных запасов); в противном случае он может вне-сти значительные искажения в действительно оптимальное решение.  5.1 Графический метод решения задач  целочисленного программирования Приводимый ниже пример позволяет лучше понять неуловимую труд-ность задач целочисленного программирования (ЗЦП) [1].  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 5.1  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   

( ) 1 220 min,f x x x= − →  
1 210 40,x x− + ≤  
1 24 2 29,x x+ ≤  0; 1,2.j jx x j≥ ∈ =ℤ  На плоскости ( )1 2,x x  допустимое множество S  – многоугольник ABCD ; отметим точки множества S  с целочисленными координатами (рис. 5.1). Здесь множество Sɶ  отмечено отдельными точками внутри многогранника ABCD . 
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 Рис. 5.1 – Решение задачи графическим методом Перемещая линию уровня ЦФ ( )f x  в направлении антиградиента 
( )1,20f∇ = −  (убывания f ), находим крайнее положение этой линии, в котором она имеет непустое пересечение с множеством Sɶ . В этом положении линия уровня проходит через точку ( )0,4B , поэтому решение задачи имеет вид 
( )* 0,4 ;x =ɶ  ( )* min 80x Sf f x

∈
= = −

ɶ
ɶ . Из рисунка видно, что в случае непрерывной переменной оптимум есть точка ( )5;4,5C , т. е.  

( )* *5;4,5 ; 85.x f= = −  Простой метод округления привел бы к решению 1 25; 5x x= = , которое не удовлетворяет ограничениям. Отсюда следует, что точка минимума ЦФ на допустимом множестве Sɶ  целочисленной задачи не обязательно является бли-жайшей к решению *x  обычной ЗЛП.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Если округлить в сторону уменьшения, т. е. взять ( )5,4 ,xɶ  75,f = −ɶ  то эта точка будет удовлетворять ограничениям задачи.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Для решения целочисленных задач разработаны специальные методы, ко-торые можно разделить на две группы: методы отсечения (отсекающих плоско-стей) и комбинаторные методы. 



148 Метод отсекающих плоскостей состоит в построении дополнительных ограничений и применении модифицированного симплексного метода (метод Гомори). Представление о комбинаторных методах дает широко используе-мый на практике метод ветвей и границ. По методу Гомори первый этап решения целочисленных задач не отлича-ется от обычного расчета по симплексному алгоритму. Если среди значений переменных в оптимальном плане есть дробные, то составляется дополнитель-ное ограничение, отсекающее дробную часть решения, но оставляющее в силе все прочие условия, которым должен удовлетворять оптимальный план. Это дополнительное ограничение присоединяется к исходным ограничениям зада-чи, и вновь применяется процедура симплексного метода. Алгоритм Гомори позволяет прийти к оптимальному целочисленному решению за конечное число шагов. 5.2 Метод Гомори Метод Гомори (МГ) используется для решения задач ЦП с произвольным числом переменных [1]. Суть МГ: последовательное отсечение от допустимого множества S  нецелочисленной задачи частей, не содержащих точек с целыми координатами. Эти отсечения производятся включением в задачу дополнительных ограниче-ний на переменные jx . ЗЦП имеет вид: 
( ) min,tf x c x→ →  ,Ax b=   0;x x≥ ∈ℤ  – множество целых чисел. (5.1) 

5.2.1 Алгоритм МГ с использованием СМ Шаг 1. С помощью СМ находится решение *x  ЗЛП без учета требования целочисленности (5.1). Если для *x  условие x Z∈  выполняется, то задача ре-шена. В противном случае среди чисел ib  последнего столбца СТ, определяю-щей решение *x , есть такие, что { } 0ib > . Шаг 2. Среди нецелых элементов ib  выбирается произвольный элемент 
rb  (например, с максимальной дробной частью { }rb ). По r -й строке СТ состав-ляется дополнительное ограничение вида  
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{ } { }1n rj j rj m a x b

= +
− ≤ −∑  (здесь для определенности полагаем, что свободные переменные jx  имеют но-мера 1, 2, ,m m n+ + … ). С помощью вспомогательной переменной 1 0nx + ≥  это ограничение пред-ставляется в виде равенства 

{ } { }1 1nn rj j rj mx a x b+
= +

− = −∑  и вводится в СТ дополнительной строкой.  1 1, 1 1, 1, , ,n n m n n nx + + + + +α α β…  (5.2) где { }1, , ; 1, , ;n j r ja j m n+α = − = + …  
{ }1 .n rb+β = −  Так как { }1 0n rb+β = − < , то после дополнения строкой (5.2) СТ перестает соответствовать допустимому базисному решению ЗЛП, которую она описывает. Шаг 3. Для перехода к допустимому базисному решению производятся следующие операции: а) строка с отрицательным свободным членом 1n+β  считается опорной; б) если все коэффициенты 1, 0, 1, , ,n j j m n+α > = + …  то задача не имеет ре-шения, в противном случае номер ℓ  разрешающего столбца находится из усло-вия  

1,1 1: 01, 1,min ;n jn njn n j+

+ +

α <
+ +

β β
=

α αℓ

 в) совершается преобразование СТ с опорным элементом 1,n+α ℓ . Если в новой СТ по-прежнему есть хотя бы один отрицательный свободный член, то описанная процедура повторяется, начиная с операции (а), необходимое число раз. Если все элементы ib  новой СТ 0≥ , то допустимое базисное решение найдено. Отметим, что выбор опорного элемента 1,n+α ℓ  гарантирует неотрица-тельность коэффициентов ib  новой СТ. Поэтому найденное допустимое реше-ние является и оптимальным. Шаг 4. Если найденное на шаге 3 решение ЗЛП удовлетворяет условию целочисленности, то – «останов», если нет → переход к шагу 2. 



150 Описанный алгоритм позволяет найти решение полностью целочислен-ной ЗЛП или установить отсутствие решений за конечное число итераций.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 5.2  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Пусть для приобретения оборудования, размещаемого на производствен-ной площади 38 м2, фирма выделяет 20 млн руб. Имеются единицы оборудова-ния двух типов: типа А стоимостью 5 млн руб., требующее производственную площадь 8 м2 и имеющее производительность 7 тыс. единиц продукции за сме-ну, и типа Б – стоимостью 2 млн руб., занимающее площадь 4 м2 и дающее за смену 3 тыс. единиц продукции. Требуется рассчитать оптимальный вариант приобретения оборудования, обеспечивающий максимум производительности участка. Сформулируем экономико-математическую модель задачи. Пусть 1 2,x x  – количество приобретаемых машин типа А и типа Б соответственно. Тогда целе-вая функция задачи будет иметь вид: 
( ) 1 27 3 maxf X x x= + →  при ограничениях: 1 25 2 20,x x+ ≤  

1 28 4 38,x x+ ≤  
1,2 1,20; 0.x x≥ ≡  Сформулирована задача линейного целочисленного программирования. Введем дополнительные переменные 3 4,x x , с помощью которых исход-ные неравенства преобразуются в равенства: 1 2 35 2 20,x x x+ + =  
1 2 48 4 38,x x x+ + =  

1 2 3 4, , , 0; ,ix x x x x≥ ∈ℤ  из которых следует, что переменные 3 4,x x  могут принимать только неотрица-тельные целочисленные значения.  Далее решаем задачу симплексным методом (без учета целочисленности) (рис. 5.2).  Из таблицы СТ-3 видно, что в оптимальном плане 1 21; 7,5x x= =  и мак-симум целевой функции равен ( ) 7 1 3 7,5 29,5f X = ⋅ + ⋅ = . Полученное решение не удовлетворяет условию целочисленности, поэтому дополняем последнюю СТ строкой (4) (рис. 5.3).  



151 CT-1 CT-3  1x
↓

 2x  ib    3x  4x  ib  
3x→  5 2 20  1x  1 –1/2 1 

4x  8 4 38  2x  –2 5/4 15/2 f  –7 –3 0  f  1 1/4 59/2 CT-2  3x  2x
↓

 ib  
1x  1/5 2/5 4 

4x→  –8/5 4/5 6 f  7/5 –1/5 28 Рис. 5.2 – Симплекс-таблицы  СТ-4  3x
↓

 4x  ib  
1x  1 –1/2 1 
2x  –2 5/4 15/2 

5x→  0 –1/4 –1/2 f  1 1/4 59/2  CT-5  3x  5x  ib  
1x  1 2 2 
2x  –2 5 5 
4x  0 4 2 f  1 1 29 Рис. 5.3 – Симплекс-таблицы 



152 Повторив процесс решения симплексным методом для данной расширен-ной системы ограничений, получим новый оптимальный план, в котором пере-менные, входящие в базис, принимают целые значения: 1 2 42; 5; 2x x x= = = . Та-ким образом, приобретение двух машин типа А и пяти машин типа Б обеспе-чивает максимум производительности участка, равный 29 тыс. единиц продук-ции в смену. Заметим, что если бы в качестве плана был выбран вариант, полу-чаемый в результате округления первоначального решения задачи симплекс-ным методом ( )*1 21; 7x x= = , то суммарная производительность была бы равна лишь 28 тыс. единиц продукции.   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   5.2.2 Решение частично целочисленных задач методом Гомори Если требованию целочисленности подчинены не все переменные ЗЛП, то такая задача называется частично целочисленной [1].  Для решения частично целочисленных задач также используется метод Гомори, но его алгоритм в этом случае отличается видом коэффициентов 1,n j+α  в дополнительной строке: 
1 1, 1 1, 1, , .n n m n n nx + + + + +α α β…  Если переменная ix  подчинена требованию целочисленности, то имеем 

a) { }
{ }

1,
, если 0,, если 0.1

rj rjrjn j rj rjrj
a ab a ab+

− ≥


α = 
⋅ < −

 
Если же переменная ix  не подчинена требованию целочисленности, тогда  

б) { } { } { }
{ }
{ } { }( ) { } { }1,

, если ,1 , если .1
rj rj rn j r rj rj rr

a a bb a a bb+

 ≤


α = 
⋅ − >

−

 
Вычисления заканчиваются, когда целыми являются необязательно все коэффициенты ib , а только те, которым соответствуют переменные ix , подчи-ненные требованию целочисленности.   
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 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 5.3  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Решить частично целочисленную задачу линейного программирования. 

( ) 1 210 min,f x x x= − →  
1 23 12,x x+ ≤  
1 28 3 24,x x− + ≤  

20; .jx x≥ ∈ℤ  Запишем задачу в каноническом виде: 
( ) 1 210 min,f x x x= − →  

1 2 33 12,x x x+ + =  
1 2 48 3 24,x x x− + + =  

2 .x ∈ℤ  Нахождение решения представлено на рисунке 5.4.  СТ-1 СТ-2  1x  2x
↓

 b    1x
↓

 4x  b  
3x  3 1 12  3x→  17/3 –1/3 4 

4x→  –8 3 24  2x  –8/3 1/3 8  1 –10 0   –77/3 10/3 80  СТ-3  3x  4x  b  
1x  3/17 –1/17 12/17 
2x  8/17 3/17 168/17  77/17 31/17 1668/17 Рис. 5.4 – Поиск решения Найденное решение ( )* 12 17,168 17x =  по второй переменной не удовле-творяет условию целочисленности. По второй строке составим дополнительное ограничение (рис. 5.5). Таким образом, получим: ( )* *0, 9 ; 268 3x f= = −ɶ . 
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 3x  4x  b    3x  5x  b  
1x  3/17 –1/17 12/17  1x  1 –1/3 1 
2x  8/17 3/17 168/17  2x  0 1 9 
5x  –8/17 –3/17 –15/17  4x  8/3 –17/3 15/3  77/17 31/17 1668/17   –1/3 31/3 89   1x  5x  b  
3x  1 –1/3 1 
2x  0 1 9 
4x  –8/3 –43/9 7/3  1/3 92/9 268/3 Рис. 5.5 – Учет дополнительных ограничений  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   5.3 Метод ветвей и границ Метод ветвей и границ (МВГ) широко используется на практике для ре-шения как полностью целочисленных задач, так и смешанных задач целочис-ленного линейного программирования (ЦЛП). Он применяется в большинстве коммерческих программ решения ЗЦП. По существу МВГ представляет собой эффективную процедуру перебора всех целочисленных допустимых решений [1]. Как известно, в методе Гомори решение основано на отсечении нецело-численных допустимых решений. В МВГ используется округление нецелочис-ленного оптимального решения ЗЛП.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 5.4  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Пусть оптимальное решение двумерной ЗЛП есть ( )* 3,5;4,4x = . В каче-стве кандидатов на роль приближенного целочисленного оптимального реше-ния необходимо рассматривать решения (3;4), (4;4), (4;5), (3;5), полученные в результате округления. Истинное оптимальное целочисленное решение может не совпадать ни с одним из четырех, поскольку целое значение 1x  в оптималь-



155 ном решении может быть > 4 или < 3. Таким образом, для получения истинного оптимального целочисленного решения приходится рассматривать все возмож-ные значения 1x  большие и меньшие 3,5. Другими словами, оптимальное цело-численное значение 1x  должно удовлетворять неравенству 1 3x ≤  либо неравен-ству 1 4x ≥ . Аналогично по переменной 2x  – либо 2 4x ≤ , либо 2 5x ≥ . При наличии в задаче ЦЛП большого количества переменных важно иметь проце-дуру, позволяющую систематически перебирать все возможные целочисленные решения, получаемые при округлении оптимального решения ЗЛП. МВГ по существу представляет собой такую процедуру эффективного перебора цело-числен-ных решений, получаемых при округлении оптимального решения.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Для иллюстрации основных принципов МВГ рассмотрим следующую за-дачу ЦП.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 5.5  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Решить задачу: 
 

( ) 1 21 21 21 21 2

3 2 max,2; 2;3,5;, 0;, .
f x x xx xx xx xx x

= + →

≤ ≤

+ ≤

≥

∈ℤ

 (5.3) 
Начальный шаг решения этой задачи состоит в нахождении решения ЗЛП без учета целочисленности 1x  и 2x . На рисунке 5.6 представлено графическое решение ЗЛП. Оптимальное решение задачи (5.3) имеет вид: ( )* *2;1,5 ; 9x f= = . 

 Рис. 5.6 – Решение задачи ЛП-1 



156 Так как 2 1,5x = , то найденное решение не может быть оптимальным ре-шением исходной задачи ЦЛП. Но найденное значение * 9f =  представляет со-бой верхнюю границу истинного оптимального решения, поскольку при вы-полнении требования целочисленности 2x  значение f  может лишь умень-шиться. Следующий шаг МВГ состоит в просмотре целочисленных значений 2x , больших или меньших 1,5. Это делается путем добавления к задаче (5.3) нового ограничения: либо 2 1x ≤ , либо 2 2x ≥ . Таким образом, из задачи (5.3) получа-ются 2 задачи следующего вида: 
 

( ) 1 21 221 21 21 2

3 2 max,2; 2;1 новое ограничение;3,5;, 0;, .

f x x xx xxx xx xx x

= + →

≤ ≤

≤

+ ≤

≥

∈ℤ

 (5.4) 

 
( ) 1 21 221 21 21 2

3 2 max,2; 2;2 новое ограничение;3,5;, 0;, .

f x x xx xxx xx xx x

= + →

≤ ≤

≥

+ ≤

≥

∈ℤ

 (5.5) 
На рисунках 5.7 и 5.8 изображены допустимые области задач (5.4) и (5.5) соответственно (на рис. 5.8 отрезокS AB≡ ). Допустимые области задач обла-дают следующими свойствами: 1. Оптимальное решение задачи рисунка 5.6 – ( )1 22; 1,5x x= =  недопу-стимы для обеих задач (рис. 5.7, 5.8). Таким образом, это решение не повторится. 2. Любое целочисленное (допустимое) решение исходной задачи допу-стимо и для рисунков 5.8 и 5.9. Таким образом, при введении этих за-дач не происходит потери допустимых целочисленных решений ис-ходной задачи. Оптимальное решение задачи (рис. 5.7) – это точка , т. е. ( )* 2;1 ,x =  * 8F = . Таким образом, получено допустимое (целочисленное) решение исход-(2;1)C



157 ной задачи ЦП. Даже если задача (5.4) имеет другие целочисленные решения, значение ЦФ в них не может быть больше 8, т. е. * 8F =  – нижняя граница мак-симального значения F  для исходной задачи ЦЛП. Другими словами, опти-мальное значение F  исходной задачи не может быть < 8. А так как ранее полу-чена лишь верхняя граница, равная 9, то нельзя утверждать, что решение задачи оптимально для исходной задачи. Следовательно, необходимо также рассмот-реть задачу на рисунке 5.8. 

 Рис. 5.7 – Решение задачи ЛП-2 

 Рис. 5.8 – Решение задачи ЛП-3 Оптимальное решение задачи (рис. 5.8) *1 21,5; 2; 8,5x x F= = = . Для исходной задачи это недопустимо, так как 1x  принимает дробное зна-чение. Оптимальное решение * 8,5 8F = >  (нижней границы). Поэтому необхо-



158 димо проверить существование в допустимой области ЛП 3S −  целочисленного решения, дающего значение ЦФ 8F ≥ . Для этого рассмотрим задачи ЛП-4 и ЛП-5, получающиеся при добавлении к ЛП-3 ограничений 1 1x ≤  и 1 2x ≥  соот-ветственно. ЛП 4S −  состоит из отрезка DE (рис. 5.9), а задача ЛП-5 не имеет до-пустимых решений, т. е. ЛП 5S − = ∅ .  

 Рис. 5.9 – Решение задачи ЛП-4 Оптимальное решение ЛП-4 ( )* 1;2 ;x =  * 7F = . Следовательно, для любого целочисленного решения в ЛП 4S −  значение ЦФ ≤ 7. Таким образом, точка ( )* 2;1x =  задачи ЛП-2 представляет собой опти-мальное целочисленное решение исходной задачи; оптимальное значение ЦФ в этой точке равно 8. Удобно представить последовательность задач ЛП, возникающих при ис-пользовании процедуры МВГ в виде дерева (рис. 5.10). Дерево состоит из множества вершин и соединяющих их дуг или ветвей. Вершина 1 соответствует ЛП-1 без учета требований целочисленности. Ветвле-ние в вершине 1, определяемое целочисленной переменной 2x  с помощью ограничения 2 1x ≤ , приводит к вершине 2 (ЛП-2). Так как ЛП-2 имеет опти-мальное целочисленное решение, то нет необходимости производить ветвление в вершине 2. Такая вершина называется прозондированной.  Ветвление в вершине 1 по ограничению 2 2x ≥  дает ЛП-3. Так как опти-мальное решение ЛП-3 дробное, происходит дальнейшее ветвление в вер-шине 3 по переменной 1x . Это приводит к появлению вершин 4 и 5. Эти верши-



159 ны прозондированы, поскольку ЛП-4 обладает оптимальным целочисленным решением, а ЛП-5 не имеет допустимых решений.  Наилучшее решение в прозондированных вершинах и есть оптимальное решение исходной задачи. 

 Рис. 5.10 – Дерево последовательности ЗЛП,  возникающих при использовании МВГ  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Алгоритм МВГ Рассмотрим частично целочисленную задачу вида [1] max,TF c x= →  , 0,Ax b x= ≥  
( ),jx j I∈ ∈ℤ  где I  – множество индексов целочисленных переменных. Шаг 1. На первом шаге решается задача ЛП-1, где все ее переменные рас-сматриваются как непрерывные. Пусть в оптимальном решении 1F  ЛП-1 неко-торые целочисленные переменные принимают дробные значения, тогда опти-мальное решение исходной задачи не совпадает с 1F . В этом случае 1F  пред-
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ставляет собой верхнюю границу оптимального значения *F  исходной задачи ЛП-1. Шаг 2. Производится ветвление по одной из целочисленных переменных, имеющей дробное значение в оптимальном решении ЛП-1. Для определения переменной, по которой производится ветвление, разработан ряд правил. При-ведем некоторые из них. 1. Выбор целочисленной переменной, значение которой в оптимальном решении ЛП-1 имеет наибольшее дробное значение.  2. Приписывание целочисленным переменным приоритетов и ветвление по переменной с наибольшим приоритетом, например:  а) данная переменная представляет собой важное решение, принима-емое в рамках рассматриваемой модели; б) ее коэффициент стоимости или прибыли в ЦФ существенно пре-восходит остальные; в) значение данной переменной играет ключевую роль для модели с точки зрения разработчиков и пользователей. 3. Произвольные правила выбора. Например, можно выбирать перемен-ную с наименьшим номером. Пусть ветвление происходит по целочисленной переменной jx , дробное значение которой в оптимальном решении ЛП-1 равно jβ . Далее рассматрива-ются две новые задачи ЛП-2 и ЛП-3, получаемые путем введения ограничений 

j jx ≤ β  и j jx ≥ β , соответственно, где jβ  – наименьшее целое jx ≤   ; здесь 
jx    – целое значение переменной jx ; jβ  – наибольшее целое jx >   . Условия ЛП-2 и ЛП-3 можно записать следующим образом (см. рис. 5.11): ЛП-2 ЛП-3 max,, ,0.

T
j jF c xAx b xx

= →

= ≤ β

≥

 max,, ,0.
T

j j
F c xAx b xx

= →

= ≥ β

≥

 
Допустим, что оптимальные решения задач ЛП-2 и ЛП-3 также содержат дробные значения целочисленных переменных и поэтому не являются допу-стимыми для исходной задачи. 
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 Рис. 5.11 – Алгоритм МВГ Шаг 3. Выбрать задачу ЛП-2 или ЛП-3 и произвести ветвление в соответ-ствующей вершине, вводя новое ограничение. Выбор вершины (задачи ЛП) осуществляется с помощью специальных правил: 1) использование оптимального значения ЦФ. Для дальнейшего ветвле-ния следует выбирать вершину, соответствующую наибольшему оп-тимальному значению ЦФ задачи ЛП; 2) правило «последним пришел – первым обслужил». Для дальнейшего ветвления выбирается задача ЛП, решавшаяся последней. После выбора вершины для дальнейшего ветвления выбирается целочис-ленная переменная, которая имеет в оптимальном решении соответствующей ЗЛП дробное значение, и производится ветвление по этой переменной. Процесс ветвления и решения задач ЛП продолжается до получения целочисленного оп-тимального решения одной из задач ЛП. Значение F  в полученной точке пред-ставляет собой истинную границу оптимального значения ЦФ исходной задачи ЦЛП. На этом этапе отбрасываются все вершины ЗЛП, для которых оптималь-ное значение F  не превосходит полученной нижней границы. Про такие вер-шины говорят, что они являются прозондированными, поскольку в соответ-ствующих им допустимых областях нет целочисленных решений, лучших, чем уже полученные.  



162 В качестве иллюстрации рассмотрим следующее дерево.  Целочисленное оптимальное решение ЛП-4 дает нижнюю границу 4F  ЦФ исходной задачи (ЛП-1). Другими словами, оптимальное решение исходной за-дачи (ЛП-1) не может давать значение F , меньшее, чем 4F . Дальнейшее ветв-ление в вершине В4 излишнее, так как для любой из последующих задач опти-мальное значение не может быть 4F> . Таким образом, вершина В4 является прозондированной.  Вершина В5 также прозондирована, поскольку ЛП 5S − = ∅ . Следовательно, в дальнейшем ветвление можно производить только в В6 и В7. Предположим, что 6 4F F< , а 7 4F F> . Это значит, что В6 также прозонди-рована (неявным образом). Но так как 7 4F F> , в ЛП 7S −  может найтись целочис-ленное решение со значением F , большим 4F . Таким образом, для дальнейше-го ветвления необходимо выбрать В7. Вершина (ЗЛП) является прозондированной (явным или неявным обра-зом) в том случае, если она удовлетворяет хотя бы одному из условий: 1) оптимальное решение, соответствующее данной вершине, целочис-ленно. В этом случае полученное решение допустимо для исходной задачи ЦЛП; 2) ЗЛП, соответствующая рассматриваемой вершине, не имеет допусти-мых решений; 3) оптимальное значение F  соответствующей ЗЛП не превосходит ниж-ней границы. При использовании МВГ выбор вершин для дальнейшего ветвления про-исходит до тех пор, пока остается хотя бы одна непрозондированная вершина. Прозондированная вершина с наилучшим значением F  дает оптимальное ре-шение исходной задачи ЦЛП. Рассмотрим далее ряд специальных оптимизационных задач, сводящихся к задачам линейного целочисленного программирования. Одной из таких задач является задача о назначениях, с помощью которой можно получить ответ на вопросы типа: как распределить рабочих по станкам, чтобы общая выработка была наибольшей или затраты на заработную плату наименьшими; как наилучшим образом распределить экипажи самолетов; как назначить людей на различные должности (отсюда и название задачи) и т. д. 



163 5.4 Задача о назначениях Математически такие задачи относятся к тому же типу распределитель-ных задач, что и рассмотренная транспортная задача, с той особенностью, что в них объемы наличных и требующихся ресурсов для выполнения каждой работы равны единице ( )1i ja b= = , а все переменные ijx  либо равны единице, если i -й работник назначен на j -ю работу, либо равны нулю в других случаях. Исход-ные данные задачи о назначениях группируются в таблице, которая называется матрицей оценок, а результаты – в матрице назначений [1]. Задача о назначениях в общем виде может быть сформулирована следу-ющим образом. Имеется n  работников, которые могут выполнять n  работ, причем использование i -го работника на j -й работе, например, приносит до-ход ijc . Требуется поручить каждому из работников выполнение одной вполне определенной работы, чтобы максимизировать в данном случае суммарный до-ход. Введем переменные: 1, если - й работник выполняет - ю работу,0 в противном случае.ij i jx 
= 


 Задача состоит в том, чтобы найти распределение ( )ijX x=  работников по работам (т. е. найти матрицу назначений), которое максимизирует целевую функцию:  ( ) 1 1 max,n n ij iji jf X c x
= =

= →∑∑  (5.6) при ограничениях  1 1, 1,..., ;n ijj x i n
=

= =∑  (5.7) 
 1 1, 1,..., ,n iji x j n

=
= =∑  (5.8) причем ijx  равно либо 0, либо 1 (так называемые булевы переменные) для всех , 1, ,i j n= … . Ограничения (5.7) отражают условие того, что за каждым работником может быть закреплена только одна работа, а ограничения (5.8) означают, что для выполнения каждой работы может быть выделен только один работник. 



164 Если в задаче о назначениях элементы матрицы оценок представляют со-бой, например, время выполнения каждым работником любой из работ, то це-левая функция этой задачи будет минимизироваться.   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 5.6  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим пример решения данной задачи в Excel. В таблице 5.1 пред-ставлена информация о фамилиях сотрудников и о времени выполнения каждой работы.  Таблица 5.1 – Информация о времени выполнения  каждой работы сотрудником Сотрудник Заполнение  документов Настройка  программы Работа  с клиентами Иванов 10 6 6 Петров 8 7 5 Сидоров 6 8 6  Тогда целевая функция (5.6) будет иметь вид:  
( ) 11 12 13 21 2210 6 6 8 7f X x x x x x= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +  

23 31 32 335 6 8 6 min.x x x x+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ →  Ограничения: 11 12 1321 22 2331 32 3311 21 3112 22 3213 23 33

1;1;1;1;1;1.

x x xx x xx x xx x xx x xx x x

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

 
Решение задачи в Excel представлено на рисунке 5.12. Следовательно, Иванов будет выполнять настройку программы, Петров – работу с клиентами, Сидоров – заполнение документов. Общее время выполнения составит 17 ча-сов. В ячейках B11:D11 приведены суммы столбцов:  
• <B11>=СУММ(B8:B10); 
• <C11>=СУММ(C8:C10); 
• <D11>=СУММ(D8:D10). 
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  Рис. 5.12 – Решение задачи о назначениях В ячейках E8:E10 приведены суммы строк: 
• <E8>=СУММ(B8:D8); 
• <E9>=СУММ(B9:D9); 
• <E10>=СУММ(B10:D10). В ячейке F2 значение целевой функции:  <F2>=B2*B8+C2*C8+D2*D8+B3*B9+C3*C9+D3*D9+B4*B10+C4*C10+ +D4*D10. В надстройке «Поиск решения» указывается целевая функция и ограни-чения (рис. 5.13). 

 Рис. 5.13 – Надстройка «Поиск решения»  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   



166 5.5 Задача о коммивояжере Другой задачей подобного рода является задача о коммивояжере, кото-рая может быть сформулирована следующим образом. Имеется n  городов, пронумерованных числами от 1 до n . Коммивояжер, выезжая из города 1, дол-жен побывать в каждом городе ровно один раз и вернуться в исходный пункт. Пусть известны расстояния ijc  между городами ( ), 1, , ;i j n i j= ≠… . Требуется найти самый короткий маршрут.  Составим экономико-математическую модель. Введем переменные: 
( )

1, если в маршрут входит переезд из города в город ,0 в противном случае , 1, , ; .ij i jx i j n i j
= 

= ≠ …
 Требование однократного въезда и выезда в города запишется в виде сле-дующих ограничений:  1 1, 1,..., ,n iji x j n

=
= =∑  (5.9) 

 1 1, 1,..., .n ijj x i n
=

= =∑  (5.10) Таким образом, задача о коммивояжере состоит в минимизации целевой функции: 
( ) min,ij ijf X c x= →∑∑  при условиях (5.9), (5.10), где переменные ijx  принимают только неотрицатель-ные целые значения.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 5.7  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Пример решения задачи о коммивояжере представлен на рисунке 5.14. Имеется четыре пункта: А, B, C, D (рис. 5.15). В столбце H указаны ограниче-ния (5.9), (5.10): 

• <H2>=СУММ(C9:F9); 
• <H3>=СУММ(C10:F10); 
• <H4>=СУММ(C11:F11); 
• <H5>=СУММ(C12:F12); 
• <H6>=СУММ(C9:C12); 
• <H7>=СУММ(D9:D12); 
• <H8>=СУММ(E9:E12); 
• <H9>=СУММ(F9:F12). 
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 Рис. 5.14 – Решение задачи о коммивояжере 

 Рис. 5.15 – Граф задачи Целевая функция: <I1>=C2*C9+D2*D9+E2*E9+F2*F9+C3*C10+D3*D10+E3*E10+F3*F10+ +C4*C11+D4*D11+E4*E11+F4*F11+C5*C12+D5*D12+E5*E12+F5*F12 При вызове надстройки «Поиск решения» (рис. 5.15) указываются бинар-ные переменные.  Модель задачи имеет следующий вид. Необходимо определить значения ijx  (могут быть 0 или 1), которые минимизируют значение целевой функции:  
( ) 11 12 13 14 21 22 23 240 5 20 15 5 0 9 14f X x x x x x x x x= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +  

31 32 33 34 41 42 43 4420 9 0 4 15 14 4 0 min.x x x x x x x x+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ →  При ограничениях:  11 12 13 1421 22 23 2431 32 33 3441 42 43 4411 21 31 4112 22 32 4213 23 33 4314 24 34 44

1;1;1;1;1;1;1;1.

x x x xx x x xx x x xx x x xx x x xx x x xx x x xx x x x

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =
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 Рис. 5.16 – Форма «Поиск решения» Из рисунка 5.14 видно, что получены циклы: АА, ВВ, СС, DD. Для того чтобы избежать подобного результата, в условиях в форме «Поиск решения» установим, что значения 11x , 22x , 33x , 44x  принимаются равными нулю. В итоге мы получим два цикла: ABA, CDC (рис. 5.17). 

 Рис. 5.17 – Решение задачи о коммивояжере  (ограничения на значения 11x , 22x , 33x , 44x ) Из полученного решения можно увидеть, что ограничения (5.9), (5.10) полностью не определяют допустимые маршруты, так как не исключают воз-



169 можности разрыва пути, т. е. появления нескольких не связанных между собой подмаршрутов для части городов (ABA, CDC). Поэтому следует ввести допол-нительно n  переменных ( )0; 1, ,i iu u i n≥ ∈ =ℤ … , принимающих только целые неотрицательные значения, и записать для них специальные ограничения:  1; , 2, , .i j iju u n x n i j n− + ⋅ ≤ − = …  (5.11) Ограничения, не исключая допустимый маршрут, исключают воз-можность существования подмаршрутов. Таким образом задача заключается в минимизации целевой функции 
( ), min,ij ijf X U c x= →∑∑  при условиях (5.9), (5.10), где переменные ijx  принимают только неотрицатель-ные целые значения. Полученное решение представлено на рисунке 5.18. Путь будет равен: ABCDA.  

 Рис. 5.18 – Решение задачи о коммивояжере Excel-формулы вычисления значений для проверки условия (5.11) пред-ставлены в таблице 5.2. А в форме «Поиск решения» нужно указать, что значения из данного диапазона не должны превышать 3 ( )1n − , а также указать значения в каче-стве изменяемых (рис. 5.19).    
u



170 Таблица 5.2 – Формулы расчета ячеек C19:E21  u2 u3 u4 u2 =C16-$C$16+4*D10 =C16-$D$16+4*E10 =C16-$E$16+4*F10 u3 =D16-$C$16+4*D11 =D16-$D$16+4*E11 =D16-$E$16+4*F11 u4 =E16-$C$16+4*D12 =E16-$D$16+4*E12 =E16-$E$16+4*F12 

  Рис. 5.19 – Заполнение формы «Поиск решения»  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   К задачам целочисленного программирования приводят также многие оп-тимальные задачи теории расписаний, в которой рассматриваются методы оп-тимизации оперативно-календарного планирования. В качестве примера таких задач можно привести задачу определения оптимальной очередности обработки изделий на различных станках или других рабочих местах, задачу составления программы «диспетчер» для управления работой ЭВМ в мультипрограммном режиме и др. 5.6 Метод Монте-Карло В ряде работ для решения целочисленной задачи в связи с трудоемкостью вычислений из-за большого числа переменных используется метод Монте-Кар-ло, заключающий в случайном генерировании значений x . Алгоритм включает следующие шаги:  Шаг 1. Случайным образом моделируется целые числа из заданного ин-тервала. Шаг 2. Проверяется соответствие полученного набора чисел условиям. Если ограничения выполняются, то выполняется переход на шаг 3, иначе – на шаг 1. Шаг 3. Выполняется расчет целевой функции f  и сравнение с наилуч-шим минимальным minf  (или максимальным) значением. Если minf f< , то про-



171 исходит запоминание значений аргументов в качестве текущего решения, minf f= . 
 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 5.8  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Рассмотрим пример решения задачи о диете (см. гл. 3) методом Монте-Карло.  В таблице 5.3 представлены сведения о продуктах и о содержании в них минералов: фосфора и калия.  Таблица 5.3 – Информация о продуктах Минерал Содержание  в 1 курином яйце, мг Содержание  в 1 яблоке, мг Фосфор 96 16,5 Калий 70 412,5  Суточная потребность человека в фосфоре составляет 2 000 мг, в калии – 2 500 мг. Стоимость одного куриного яйца составляет 4,5 руб., яблока – 20 руб.  Таким образом, модель имеет вид ( 1x  – количество яиц, 2x  – количество яблок). Ограничения:  

1 21 296 16,5 2 000,70 412,5 2 500.x xx x+ ≥


+ ≥
 

1 20, 0.x x≥ ≥  Целевая функция: 
( )1 2 1 2, 4,5 20 min.f x x x x= + →  На рисунке 5.20 представлено решение данной задачи, полученное в Ex-cel с помощью надстройки «Поиск решения», без учета того, что x  могут при-нимать только целочисленное значение. Для удовлетворения суточной потреб-ности в фосфоре и калии нужно съедать в день 20,386 яблок и 2,6 яиц. Стои-мость набора составит 143,76 руб.  Если мы округлим полученные значения в большую сторону, то получим: 21 куриное яйцо и 3 яблока. Стоимость набора составит: 4,5 21 20 3 154,5⋅ + ⋅ = . Данное решение не является оптимальным.  
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 Рис. 5.20 – Результаты расчета Теперь для получения решения будем использовать метод Монте-Карло. Напишем макрос, который будет генерировать случайные величины количества яиц и яблок, проверять ограничение и находить решение с минимальной стои-мостью. Пусть максимальное число яиц равно 36, яблок – 120. Тогда величины 1 2,x x  будут генерироваться из интервалов (0;36) и (0;120) соответственно. Текст макроса: Sub CalcLinear() fmin = 100000 For i = 0 To 10000000 x1 = Round(Rnd() * 36) x2 = Round(Rnd() * 120) If ((96 * x1 + 16.5 * x2) >= 2000) And ((70 * x1 + 412.5 * x2) >= 2500) Then f = 4.5 * x1 + 20 * x2 If (f < fmin) Then fmin = f x1min = x1 x2min = x2 End If End If Next Range("B8") = x1min Range("C8") = x2min Range("C10") = 96 * x1min + 16.5 * x2min Range("C11") = 70 * x1min + 412.5 * x2min Range("C9") = fmin End Sub Полученное решение представлено на рисунке 5.21. Таким образом, в день нужно съедать 24 куриных яйца и 2 яблока. При этом потребление фос-фора и калия составит 2 337 и 2 505 мг соответственно, что удовлетворяет ограничениям. Стоимость набора составит 148 руб.  
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 Рис. 5.21 – Решение задачи целочисленного программирования  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·     · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Контрольные вопросы по главе 5  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   1. Какие задачи называются задачами целочисленного программирова-ния?  2. Какие существуют методы решения задачи целочисленного програм-мирования? 3. Каким образом задача целочисленного программирования решается графически?  4. В чем суть метода Гомори?  5. Опишите алгоритм метода Гомори.  6. В чем суть метода ветвей и границ?  7. Опишите алгоритм метода ветвей и границ.  8. Сформулируйте задачу о назначениях. 9. В чем суть задачи о коммивояжере?  10. В чем суть метода Монте-Карло?    
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6 Нелинейное программирование. Задачи с ограничениями в виде равенств 

Рассмотрим общую задачу оптимизации с ограничениями – равенства-ми [1]:  ( ) min, ;nf x x R→ ∈  (6.1)  ( ) 0, 1, .ih x i m= =  (6.2) Функции ( )f x  и ( )ih x  предполагаются непрерывными и дифференциру-емыми. 6.1 Метод замены переменных  Задача нелинейного программирования может быть решена как задача безусловной оптимизации, путем исключения из целевой функции (6.1) m  не-зависимых переменных с помощью заданных равенств (6.2). Наличие ограни-чений в виде равенств фактически позволяет уменьшить размерность исходной задачи с n  до ( )n m− . Для решения задачи безусловной минимизации можно использовать известные методы, изложенные ранее.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 6.1  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Решить задачу: 
( ) 2 21 2 min;f x x x= + →  

1 2 1.x x− =  Решение: 1 21x x= +  подставим в ( )f x  
( ) ( )2 22 21 min;f x x x= + + →  

( ) ( )2 2 1 21 12 1 2 0 ; .2 2f x x x x x′ = + + = ⇒ = = −   · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Пусть имеется m  ограничений равенств, причем m n< . Если m n= , то за-дача оптимизации сводится к решению системы уравнений (6.2) и оптимизация здесь не нужна. 



175 Таким образом, экстремальная точка функции ( )f x  ищется лишь по тем значениям x , которые удовлетворяют независимой системе (6.2) при m n< , т. е. в некоторой части S  пространства ( )n nR S R⊂ . Пусть первые m  переменных 1, , mx x… , относительно которых мы хотим разрешить систему (6.2), т. е. вектор x  можно представить в виде: 1 1 1 1; ; .m
m m n n m

x y x uyx y uu x y x u+

−

       
         = = ≡ = ≡                  

       

⋮ ⋮ ⋮ ⋮  
Решаем систему (6.2): 

( ) n my u u R −= Ψ ∈  и подставляем y  в целевую функцию ( ) ( ) ( )( ), ,f x f y u f u u= = Ψ . Получим функцию ( )n m−  переменных 1, , n mu u −… , на которую не наложено никаких ограничений, т. е. получим задачу оптимизации без ограничений. Для идентификации точки экстремума целевой функции можно исполь-зовать один из известных методов. Метод замены переменных (МЗП) применим лишь в случаях, когда урав-нения ограничения можно разрешить относительно некоторого конкретного набора независимых переменных. При наличии большого числа ограничений МЗП становится весьма трудоемкой процедурой. Кроме того, возможны ситуа-ции, когда уравнение не удается разрешить относительно переменной, напри-мер: 
( ) 2 2 11 1 3 2 3 2 1.h x x x x x x x−= + +  В этом случае целесообразно использовать метод множителей Лагранжа. 6.2 Метод множителей Лагранжа С помощью метода множителей Лагранжа (ММЛ) устанавливают необ-ходимое условие, позволяющее идентифицировать точки экстремума в задаче оптимизации с ограничениями – равенствами. При этом задача с ограничения-ми преобразуется в эквивалентную задачу безусловной оптимизации, в которой фигурируют некоторые неизвестные параметры – множители Лагранжа [1]. Рассмотрим задачу оптимизации: 

( )1, , min,nf x x →…  
( )1, , 0.nh x x =…  



176 В соответствии с ММЛ эта задача преобразуется в задачу оптимизации без ограничений. 
( ) ( ) ( )1, min.L x f x h xλ = + λ →  Функция ( ),L x λ  – функция Лагранжа. constλ =  – множитель Лагранжа, на знак которого никаких требований не накладывается. Проиллюстрируем ММЛ на конкретном примере.  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 6.2  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Решить задачу: 

( ) 2 21 2min ;f x x x= +  
( ) 1 22 2 0.h x x x= + − =  Соответствующая задача оптимизации без ограничений записывается в следующем виде: 

( ) ( )2 21 2 1 2, 2 2 min.L x x x x xλ = + + λ + − →  Решение: *1 11 2 2 0 ;L x xx∂ = + λ = → = −λ
∂

 
*2 22 2 0 .2L x xx∂ λ

= + λ = → = −
∂

 Для того чтобы проверить, соответствует ли стационарная точка *x  ми-нимуму, вычислим матрицу Гессе функции ( ),L x λ , рассматриваемой как функция x : 
( )

2 0, ,0 2LH x  
λ =  

 
 которая оказывается положительно определенной. Это означает, что ( ),L x λ  – выпуклая функция x . Следовательно, координаты * , 2x λ = −λ − 

 
 определяют точку глобального минимума. Оптимальное значение λ  находится путем подстановки значений *1x  и *2x  в уравнение ограничений 1 22 2 0x x+ − = , откуда: 

* 42 2 .2 5λ
λ + = − →λ = −  
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Таким образом, минимум достигается при *1 45x =  и *2 25x =  и 

( )* 4min 5f f x= = . Точка ( )* * *1 2, ,x x λ  является седловой точкой функции Лагранжа ( ),L x λ , если функцию Лагранжа рассматривать как функцию трех переменных 1 2,x x  и λ .  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   ММЛ можно распространить на случай, когда задача оптимизации имеет несколько ограничений – равенств. Рассмотрим общую задачу: 
( )1, , min,nf x x →…  

( )1, , 0, 1, .i nh x x i m= =…  Функция Лагранжа принимает следующий вид: 
( ) ( ) ( )1, ,m i iiL x f x h x

=
λ = + λ∑  где 1, , mλ λ…  – множители Лагранжа, т. е. неизвестные параметры, значения ко-торых необходимо определить. Далее находят частные производные: , , 1, ; 1,j iL L j n i mx∂ ∂

= =
∂ ∂λ

 и рассматривают систему ( )n m+  уравнений с ( )n m+  неизвестными ,j ix λ : 
( ) ( )

( )

1
1

0 1, 0;
, , 0 1, 0.

m ii xij j j
i ni

f x h xL j n Lx x xL h x x i m L=

λ

 ∂ ∂∂
= + λ = = →∇ =∂ ∂ ∂


∂ = = = →∇ =

∂λ

∑

…

 
Это и есть необходимое условие экстремума функции Лагранжа. Решение расширенной системы определяет стационарную точку функ-ции L . Затем реализуется процедура проверки на минимум или максимум, ко-торая проводится на основе вычисления элементов матрицы Гессе функции L , рассматриваемой как функция x . Для некоторых задач расширенная система ( )n m+  уравнений с ( )n m+  неизвестными может не иметь решений, и ММЛ окажется неприемлемым. Од-нако на практике такие задачи встречаются редко.  



178 6.3 Решение обратной задачи с помощью  метода множителей Лагранжа Рассмотрим случай мультипликативной зависимости для функции двух аргументов (рис. 6.1): выручка ( )r  равна произведению цены ( )p  и количества товара ( )c : .r p c= ⋅  

 Рис. 6.1 – Зависимость показателей Исходные данные: 50r = , 10p = , 5c = . Необходимо определить значения цены и количества (наиболее близкие к исходным), которые обеспечат величи-ну выручки, равную 100. Определение приращений аргументов можно представить в виде задачи нелинейного программирования с квадратичной целевой функцией:  
( ) 2 21 2 min;f x x x∆ = ∆ + ∆ →  

( )( )1 1 2 2 .x x x x y y+ ∆ + ∆ = + ∆  Для случая определения цены и количества необходимо найти решение задачи:  2 2 min;p c∆ + ∆ →  
( )( )10 5 100.p c+ ∆ + ∆ =  В соответствии с методом множителей Лагранжа задача преобразуется в задачу оптимизации без ограничений:  

( ) ( ) ( ), min,L x f x h xλ = − λ →  где  ( ),L x λ  – функция Лагранжа; constλ =  – множитель Лагранжа, на знак которого никаких требований не накладывается. Запишем задачу в виде задачи оптимизации без ограничений:  
( )( )2 2 10 5 100 min.p c p c∆ + ∆ −λ + ∆ + ∆ − →    



179 Частные производные:  
( )2 5 ;L p cp∂

= ∆ − λ + ∆
∂∆

 
( )2 10 .L c pc∂

= ∆ − λ + ∆
∂∆

 Для получения окончательного решения необходимо решить систему уравнений с тремя неизвестными:  
( )
( )

( )( )

2 5 0;2 10 0;10 5 100 0.
p cc pp c

∆ −λ + ∆ =


∆ −λ + ∆ =
 + ∆ + ∆ − =

 
Получим: 0,53,λ =  2,17,p∆ =  3,22.c∆ =  

 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·    Пример 6.3  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Решим также задачу 2 2 min;p c∆ + ∆ →  
( )( )10 5 100,p c+ ∆ + ∆ =  с помощью метода замены переменных 100 10;5p c∆ = −

+ ∆
 

( )
2 2100 10 min.5f c cc ∆ = − + ∆ → + ∆ 

 Задача заключается в нахождении минимума одномерной функции. Ис-пользуем метод равномерного поиска, считая что c∆  принадлежит интервалу от 0 до 5 (шаг равен 0,1). Результаты представлены в таблице 6.1. Таблица 6.1 – Решение задачи с помощью равномерного поиска c∆  0 0,1 … 3,1 3,2 3,3 … 4,9 5 
( )f c∆  100 92,321  15,112 15,059 15,085  24,02 25 Наименьшее значение функции достигается при 3,2c∆ = . Отсюда  100 10 2,195.5p c∆ = − =

+ ∆
  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   



180  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   Контрольные вопросы по главе 6  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·   1. Какой вид имеет задача нелинейного программирования? 2. Какое требование предъявляется к целевой функции? 3. Какие существуют методы решения задачи нелинейного программи-рования? 4. В чем суть метода замены переменных? 5. В чем суть метода множителей Лагранжа? 6. Как формируется функция Лагранжа? 7. Какие параметры являются неизвестными в функции Лагранжа? 8. Как определяется седловая точка функции Лагранжа? 9. Как определяется минимум функции Лагранжа? 10. Назовите необходимое условие экстремума функции Лагранжа.   
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Заключение 

В данном пособии Вы познакомились с методами исследования опера-ций, с помощью которых можно решать различные экономические задачи. Большая часть пособия посвящена задачам оптимизации, решение которых позволяет экономить ресурсы, определять планы их распределения, находить наилучшие значения характеристик деятельности предприятия и, следователь-но, принимать оптимальные управленческие решения.  Для исследования экономических процессов применяют и другие виды моделей: регрессионные, имитационные и т. д. В других курсах («Математиче-ское и имитационное моделирование экономических процессов», «Экономет-рика») Вы продолжите изучение математического моделирования.    
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Список сокращений 

ЗЛП – задача линейного программирования ЗО – задача оптимизации ЗЦП – задача целочисленного программирования ЛП – линейное программирование МВГ – метод ветвей и границ МГ – метод Гомори МЗП – метод замены переменных МЗС – метод золотого сечения МК – метод Коши ММЛ – метод множителей Лагранжа МН – метод Ньютона ОДР – область допустимых решений ПСМ – последовательный симплекс-метод СМ – симплекс-метод СТ – симплекс-таблица СФ – стандартная форма ЦЛП – целочисленное линейное программирование ЦП – целочисленное программирование ЦФ – целевая функция   



184 
Глоссарий 

Базисные (или зависимые) переменные – переменные, входящие с еди-ничными коэффициентами в одно уравнение системы ограничений и с нулевы-ми – в остальные.  Градиент функции ( )f x  многих переменных в некоторой точке x  – это вектор, координатами которого являются частные производные функции в этой точке. Градиентные методы (методы 1-го порядка) – методы, в которых исполь-зуются значения первых производных. Задача линейного программирования – задача определения минимума це-левой (линейной) функции при заданных ограничениях (линейных).  Математическая модель – это абстракция реального мира, в которой ин-тересующие исследователя отношения между реальными элементами заменены подходящими отношениями между математическими категориями. Матрица Гессе функции ( )f x  многих переменных – это матрица вторых производных. Метод Монте-Карло – метод решения задач с помощью генерирования случайных величин.  Методы 2-го порядка – методы, в которых используются вторые произ-водные целевой функции ( )f x . Методы прямого поиска (нулевого порядка) – методы, основанные на вычислении только значений целевой функции. Многомерная оптимизация – поиск минимума или максимума функции многих переменных. Нелинейное программирование – случай математического программиро-вания, в котором целевой функцией или ограничением является нелинейная функция.  Обратные вычисления – метод решения обратных задач путем нахожде-ния приростов аргументов прямой функции на основании её задаваемого зна-чения, начального значения аргументов и коэффициентов относительной важ-ности.  Одномерная оптимизация – поиск минимума или максимума функции одной переменной.  



185 Оптимизация функции – задача нахождения экстремума (минимума или максимума) целевой функции в некоторой области с учетом заданных ограни-чений.  Регулярный симплекс – симплекс, в котором расстояния между вершина-ми равны. Сбалансированная (закрытая) транспортная модель – модель, в которой объем спроса и объем производства равны.  Седловая точка – стационарная точка, не соответствующая локальному экстремуму. Симплекс (k -мерный) в k -мерном эвклидовом пространстве – фигура, образованная 1k +  точками (вершинами), не принадлежащими одновременно ни одному пространству меньшей размерности. Стандартная форма задачи линейного программирования – форма, при которой все ограничения имеют форму равенства. Стационарная точка функции ( )f x  – такая точка *x , в которой произ-водная функции равна нулю. Точка глобального минимума функции ( )f x  на отрезке [ ];a b  – такое чис-ло [ ]* ;x a b∈ , что ( ) ( )*f x f x≤  для всех [ ];x a b∈ . Точка локального минимума функции ( )f x  на отрезке [ ];a b  – такое чис-ло [ ]* ;x a b∈ , что ( ) ( )*f x f x≤  для всех [ ];x a b∈ , достаточно близких к *x . Транспортная задача – математическая задача линейного программиро-вания о поиске оптимального распределения однородных объектов от постав-щиков к потребителям с минимизацией затрат на перемещение.  Унимодальная на отрезке [ ];a b  функция ( )f x  – функция, которая явля-ется непрерывной на [ ];a b , при этом существуют числа 1x  и 2x , удовлетворя-ющие условию 1 2a x x b≤ ≤ ≤ , такие, что: 1) на отрезке 1;a x    функция ( )f x  монотонно убывает; 2) отрезке 2;x b    функция ( )f x  монотонно возрастает; 3) при 1 2;x x x ∈   имеем ( )
[ ]

( )* * ;mina bf x f f x= = . Целочисленное программирование – раздел математического программи-рования, изучающий экстремальные задачи, в которых на искомые переменные накладывается условие целочисленности, а область допустимых решений ко-нечна. 


