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Аннотация 

 

 

       В учебно-методическом пособии для дисциплины «Математические 

модели управления проектами» рассматриваются разделы: модели сете-

вого планирования, модели экономического равновесия, производ-

ственные функции, модели ценообразования, модели межотраслевого 

баланса, динамические модели фирмы, модели сетевого планирования.  

        Предлагаемые задания к практическим и лабораторным работам 

выполняются студентами в компьютерном классе с использованием па-

кета прикладных программ Scilab и Excel.  
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1. Модели сетевого планирования 

1.1.  Основные сведения о сетевой модели 

Сетевое планирование и управление – совокупность расчетных методов, 

организационных и контрольных мероприятий по планированию и управлению 

комплексом работ, основанных на моделировании процесса с помощью сетевой 

графики. Сетевая модель – это математическая модель, с помощью которой 

описывается комплекс работ. Сетевой график – графическое изображение сете-

вой модели. 

Графом называется множество вершин {Po, P1, …, Pn} и множество 

ориентированных дуг {(Pi,Pj)}, соединяющих эти вершины. На сетевом 

графике дугу изображают в виде направленного отрезка. Дуги, берущие 

начало в точке Pj, называются выходящими из Pj, а дуги, конец которых в 

Pj, входящими в Pj.  

Граф, в котором существует лишь одна точка, не имеющая входящих 

дуг, и лишь одна точка, не имеющая выходящих дуг, и каждой дуге припи-

сано некоторое число, называется сетью. Последовательность дуг, в кото-

рой конец каждой предыдущей совпадает с началом последующей, назы-

вается путем. Числа, приписанные дугам, называется их длинами. Длиной 

пути называется сумма длин последовательности его дуг. Сетевой график 

– наглядное изображение проекта в виде графа, отображающее взаимо-

связь между работами. Ориентированные дуги сетевого графика обычно 

интерпретируют работы. Так, например, информация о некотором проекте 

может быть задана в таблице 1.1. 
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Таблица 1.1 

РАБОТА ПРЕДШЕСТВЕННИК ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТЬ 

1 2,3 2 

2 8 3 

3 6,7 4 

4 6,7 5 

5 9 4 

6 8 6 

7 - 4 

8 - 2 

9 - 7 

 

Вершины графа, соединенные дугами, называются событиями. Одно и 

то же событие – вершина может служить началом одних и концом других 

дуг – работ. Событие – момент завершения, какого-либо процесса, отоб-

ражающего отдельный этап выполнения проекта. 

Событие выражает готовый результат: все работы, входящие в собы-

тие, окончены. Оно так же выражает логическую связь между работами, 

заключающуюся в том, что работы, входящие в данное события непосред-

ственно, предшествуют работам, выходящим из него; ни одна выходящая 

из данного события работа не может начинаться до окончания всех работ, 

входящих в данное событие. Если работа не имеет предшествующей, то 

она выходит из события, являющегося началом проекта, то есть из собы-

тия, не имеющего входящих дуг.  

Работы, которые не предшествуют никаким другим, входят в событие, 

являющееся концом проекта, то есть событие, не имеющее выходящих дуг. 

В приведенном примере проекта работы 1, 4, 5 не имеют предше-

ствующих, поэтому в сетевом графике дуги, соответствующие этим рабо-

там, будут выходить из события – начала проекта. Работы же 7, 8, 9 не 

предшествуют никаким другим работам проекта, и поэтому дуги, соответ-

ствующие этим работам, будут входить в событие – конец проекта. Сете-

вой график этого проекта изображен на рис. 1.1. 
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Рис. 1.1.  Сетевой график с изображением номеров работ 

Нумерация событий (вершин) производится так, чтобы для любой работы 

выполнялось неравенство i < j. Начинаем просмотр сети с события Po, ко-

торому присваиваем номер 0. Вычеркиваем все дуги, выходящие из Po, и 

может случиться, что несколько событий окажутся без входящих дуг. Бу-

дем называть их событиями первого ранга. Нумеруем в произвольном по-

рядке события первого ранга – 1, 2, …….. Вычеркнув все дуги, выходящие 

из событий первого ранга, получим ряд событий без входящих дуг, кото-

рые назовем событиями второго ранга. Нумеруем эти события так же в 

произвольном порядке. Далее процесс повторяется до тех пор, пока не 

придем к событию – концу проекта. На рис. 1.2 изображен сетевой график 

с пронумерованными вершинами и продолжительностями работ. 

 
Рис. 1.2. Сетевой график с пронумерованными вершинами 
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Далее определяются временные параметры сетевого графика. Пред-

положим, что выполнение работы начато в момент времени t = 0. Пусть tij 

– заданная продолжительность работы (Pi; Pj). Ранним сроком начала ра-

бот называют наименьшее допустимое время, когда работа может быть 

начата. Если из вершины Pi выходит несколько работ, то ранние сроки 

начала этих работ совпадают и называются ранним сроком наступления 

события Pi. Ранний срок начала работы (Pi; Pj) обозначают tij
PH, а ранний 

срок наступления события – Pi – Ti
P. Для удобства величины Ti

Р  записы-

ваются в верхней трети каждой вершины (рис. 1.3). 

 

Рис.1.3.  Вершины сетевого графа 

Если работа начата в ранний срок начала, то время ее окончания 

называется ранним сроком окончания работы tPO. Для вычисления ранних 

сроков наступления событий используется алгоритм Форда. Считают, что 

нумерация вершин является правильной. 

1.  Полагают T1
P = 0. 

2.  Для i = 2, 3, …, n  вычисляют 

Ti
P = max (Tk

P + tki) 

Номер k-й вершины, при движении из которой получено значение 

Ti
Р, заносят в левую треть вершины Pi. После нахождения величин Ti

Р 

можно подсчитать ранние сроки начал и окончаний работ. 

tij
PH  = Ti

P ;      tij
PO =  tij

PH + tij .                   

Найдем ранние сроки начал и окончаний работ для сети, изображенной на рис. 

1.4. 
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Рис. 1.4.  Временные параметры сетевого графика 

Полагаем T0
Р = 0.  После этого рассматриваем вершины в порядке их 

номеров T1
P = T0

P + t01 = 0 + 2 = 2. В левую треть вершины P1 ставим номер 

вершины P0. T2
Р = max (T1

Р + t12, T0
Р + t02) = max (8; 4) = 8. В левую треть 

вершины P2 записываем номер вершины P1 (так как при движении из Р1 

получено значение T2
P). T3

P = T1
P + t13  = 2 + 5 = 7, T4

P = max (T3
P + t34 ,  T2

P + 

t24 ) = 15. После этого находим ранние сроки начал и окончания работ: 

t01
PH = 0, t02

PH = 0, t12
PH = 2, t13

PH = 2; t24
PH = 8, t34

PH = 7, t01
P0 = 2, t02

P0 = 

4, 

t12
P0 = 8, t13

P0 = 7, t24
P0 = 15, t34

P0 = 8. 

Ранний срок наступления конечного события называется критическим 

временем и обозначается Tkp. Весь проект не может быть завершен раньше 

момента времени Ткр, то есть критическое время – это минимальный срок 

окончания всего комплекса работ. На сетевом графике Ткр – это длина дуги 

наибольшей длины из начальной вершины в конечную. Критический путь 

строится с последней вершины. В ее левой трети стоит номер той верши-

ны, при движении из которой определяется ранний срок наступления со-

бытия. Критический путь идет из конечной вершины в вершину с  этим 

номером; затем в вершину, номер которой стоит в левой трети полученной 

при движении вершины, и так до начальной вершины. Если в какой-либо 

вершине стоят два номера, то критический путь распадается на два. Для 
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сети, изображенной на рис. 1.4, критический путь выделен волнистой ли-

нией. 

Всякий некритический путь короче критического. Поэтому при вы-

полнении работ, лежащих на этом пути, можно допустить задержку вре-

мени, которая не превышает разности между критическим временем и 

длиной пути. Такая задержка не влияет на срок выполнения всего проекта. 

Любая задержка выполнения работ, лежащих на критическом пути, вызо-

вет такую же задержку выполнения всей работы. 

Далее вычисляются поздние сроки начал и окончаний работ. Задает-

ся время Т выполнения всего комплекса работ. Обычно берут Т = Ткр. 

Поздним сроком окончания работы называется наибольшее допустимое 

время окончания работы без нарушения срока завершения всего проекта. 

Поздний срок окончания работы (Pi, Pj) обозначается tij
по. Можно опреде-

лить поздний срок начала работы tij
ПН по формуле: 

tij
ПН  =  tij

П0  –  tij. 

Поздним сроком Tj
П наступления события Pj называется наиболее 

поздний срок окончания всех работ, входящих в соответствующую верши-

ну. Применяется следующий алгоритм вычисления поздних сроков наступ-

ления событий: 

1. Полагают Tn
П = T. 

2. Для  j = n–1, n–2, … , 2,1  вычисляют Tj
П = min (Tk

П  – tjk).   

Таким образом для конечной вершины поздний срок наступления со-

бытий совпадает со временем выполнения всего проекта. Затем просмат-

ривают все вершины в порядке убывания их номеров. Для каждой верши-

ны рассматривают множество всех входящих работ. Из поздних сроков 

наступления их концов вычитают продолжительность этих работ. Мини-

мальная из этих разностей и равна Tj
П.  Bеличину Tj

П записывают для 

удобства вычислений в правой трети вершины Pj (рис 7.3). Для сети, изоб-
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раженной на рисунке 1.4, время окончания всего комплекса работ Т = TKP 

= 15. Поставим это значение в правую треть вершины P4. Перейдем к со-

бытию P3: T3
П = T4

П - t34 = 15 – 1 = 14. Аналогично находим T2
П = 15 – 7 = 8. 

Из вершины Р1   выходят   две работы,   поэтому     T1
П  =  min (T2

П - t12, T3
П - 

t13) = 

= min (8-6, 14-5) = 2. Аналогично получаем T0
П = 0. 

Из алгоритма вычисления поздних сроков следует, что увеличение 

наиболее позднего срока окончания проекта Т на t единиц ведет к увели-

чению поздних сроков наступления всех событий так же на t единиц. По-

сле определения Tj
П можно вычислить поздние сроки начала и окончания 

всех работ проекта tij
ПО = Tj

П;  tij
ПН = tij

ПО  –  tij. 

В сетевой модели имеются резервы времени. Рассмотрим некоторую 

работу (Pi, Pj). Найдем время, которое можно выделить для выполнения 

этой работы без задержки срока окончания всего проекта. Работа (Pi, Pj) не 

может быть начата раньше срока Pi
Р  и должна быть закончена не позднее 

времени Tj
П. Для выполнения этой работы нужно затратить не более Tj

П – 

Ti
Р единиц времени. По плану же эту работу можно сделать за tij единиц 

времени. 

Максимально допустимое время, на которое можно увеличить про-

должительность выполнения работы (Pi, Pj) или отложить начало так, что 

это не вызовет задержки выполнения всего проекта, называют полным ре-

зервом времени: 

Rij  = Tj
П – Ti

Р –  tij. 

Если полный резерв времени некоторой работы равен нулю, то за-

держка ее выполнения вызовет такую же по времени задержку выполнения 

всего проекта. Если на некоторой работе использовать ее полный резерв, 

то путь, проходящий через эту работу, станет критическим.  
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Найдем время, которое можно дополнительно выделить для выполне-

ния работы (Pi, Pj) без введения дополнительных ограничений на время 

выполнения последующих работ. Для этого выполнение работы должно 

быть закончено к моменту времени Tj
P. Таким образом, можно выделить 

Tj
P– Ti

P на выполнение работы   (Pi, Pj).  

Величина rij = Tj
P – Ti

P – tij называется свободным резервом времени. 

Если использовать свободный резерв на некоторой операции, то последу-

ющие работы могут быть по-прежнему начаты в свои ранние сроки. Для 

сети, изображенной на рисунке 1.4,  имеем: 

R13 = 7, r13 = 0, R34=7, r34 = 7, R02 = 4, r02 = 4. 

 

ЗАДАНИЕ 

1. По сетевому графику определить длину критического пути:  

А) 

 

Б) 
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В) 

 

 

 

2.  Построить сетевой график. Определить временные характеристи-

ки. 

А) 

Работа Каким работам предшествует tij 

1 - 3 

2 10,13 7 

3 4, 5, 14 2 

4 10,13 4 

5 6 5 
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6 - 6 

7 1, 8 8 

8 10,13 2 

9 17,11 3 

10 - 5 

11 2 6 

12 2 3 

13 6 8 

14 2 2 

 

Б) 

Работа Каким работам предшествует tij 

1 - 3 

2 1 4 

3 5 7 

4 1 11 

5 2, 6 7 

6 - 8 

7 5 12 

8 3, 4 1 

 

В) 

Работа Каким работам предшествует tij 

1 - 2 

2 1 4 

3 1 3 

4 2,5,13 7 



 14 

5 3,11,15 3 

6 9 5 

7 10,8 6 

8 9 2 

9 - 1 

10 - 6 

11 8,10 4 

12 6,7 3 

13 14, 17 5 

14 6,7 6 

15 6,7 7 

16 14,17 9 

17 3,11,15 3 
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2. Модели экономического равновесия 

Потребитель, идя на рынок (магазин, мастерскую и т.д.), приобретает 

там некоторые товары (услуги тоже можно считать товаром). Пусть на 

рынке имеется в наличии всего n  видов товаров  товар  №1, товар №2, ... , 

товар № n .  Пусть потребителю предлагается набор товаров, в котором 

первый товар будет в количестве x1 , второй  в количестве x2 , ..., n -ый 

товар будет в количестве xn . Тогда этот набор можно представить в виде 

вектора-столбца 

T

nxxxxx ),,,,( 321 

 . 

Очевидно, что  i xi 0  (в дальнейшем это будет обозначаться так: 


x  0 ). 

Конечно, многие товары можно приобрести только целиком  нельзя 

купить 1,3 автомобиля. Однако, для нижеследующей теории будем счи-

тать, что все товары безгранично делимы, то есть xi  могут принимать лю-

бые неотрицательные значения. Это позволит в дальнейшем использовать 

аппарат дифференциального исчисления. 

Пусть потребителю предлагается два набора товаров 

x  и 


y . В каче-

стве аксиомы предполагается, что потребитель, сравнивая эти наборы, все-

гда может сказать одно из следующих утверждений: 

1.  Набор 

x  не хуже набора 


y  (это обозначается так: yx





); 

2.  Набор 

x  лучше (предпочтительнее ) набора 


y  (

  x y ); 

3.  Наборы 

x  и 


y  для потребителя эквивалентны (

 
x y~ ); 

4.  Набор 

y  лучше набора 


x  (

  y x ); 

5.  Набор 

y  не хуже  набора 


x  (

  y x ). 

В качестве аксиом принимаются следующие свойства этого отноше-

ния: 

1.  
  x x ; 



 16 

2.  


 


 




x y y z x z  . 

Определение. Отношение предпочтения называется непрерывным на 

некотором множестве X , если множество {( , ): , , }
    




x y x X y X x y   яв-

ляется открытым подмножеством декартова произведения X X . 

Содержательно это определение означает следующее: если для неко-

торого набора товаров 

x0  и 


y0 верно 

  x y0 0 , то при малом изменении 

каждого из этих наборов отношение   сохраняется, то есть если 

x  и 


y  

близки к 

x0  и 


y0  соответственно, то 

  x y . 

Определение. Функция u x( )


 называется функцией полезности  для 

отношения  , если. 

1.  
    
x y u x u y ( ) ( ) ; 

2.  


  

x y u x u y ( ) ( ) ; 

3.  
   
x y u x u y~ ( ) ( )  . 

Основной теоремой является так называемая теорема Дебре. 

Теорема 1. (Дебре) Если множество X  связно, а отношение предпо-

чтения удовлетворяет свойствам 

1.  
  x x ; 

2.  


 


 




x y y z x z  . 

3.  отношение   непрерывно на X , 

то для этого отношения существует функция  полезности u x( )


. 

Теорема 2.  

1.  Пусть f t( )  есть строго монотонно возрастающая функция и u x( )
  

есть функция полезности. Тогда v x f u x( ) ( ( ))
 
  есть также функция полез-

ности. 

2.  Если u x( )
  и v x( )

  есть две функции полезности для одного и того 

же отношения предпочтения, то существует такая строго монотонно воз-

растающая функция f t( ) , что v x f u x( ) ( ( ))
 
 . 
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Мы будем предполагать в дальнейшем, что функция u x( )


 является 

дважды дифференцируемой функцией. В экономике на функцию полезно-

сти накладывают некоторые дополнительные требования, характерные 

именно для экономики. Рассмотрим их. 

1.   i x
u

x
i

i

, .
 


0  

Это условие означает, что чем больше каждого товара, тем лучше. 

2.  lim
x ii

u

x
 

0




.  

3.    


i n
u

xx ii

1 0, .lim



 

Это требование носит название закона убывающей полезности. 

4.  Пусть 
  y x . Тогда   0 1  естественно требовать, чтобы 

 
   y x x ( )1 .                                                  (2.1) 

Это приводит к следующему ограничению на u x( )


: 

u y x u x u y( ( ) ) min( ( ), ( )). 
   
  1                                   (2.2) 

Функция, удовлетворяющая этому требованию, называется квазивогнутой. 

В дальнейшем мы, для упрощения теории, будем требовать, чтобы 

u x( )


 была вогнутой, то есть  

       0 1 1 1    u y x u y u x( ( ) ) ( ) ( ) ( )
   

,                  (2.3) 

или даже строго вогнутой, то есть  

       0 1 1 1    u y x u y u x( ( ) ) ( ) ( ) ( )
   

.                   (2.4) 

Заметим, что всякая вогнутая функция одновременно и квазивогнута. 

Обратное, вообще говоря, неверно. 

Рассмотрим матрицу ( ) ijU x u  с элементами  

u
u

x x
ij

i j




 

2

.                                                    (2.5) 
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В экономике эта матрица называется матрицей Гессе. Для строго вогнутой 

функции эта матрица отрицательно определена. Отсюда, в частности, сле-

дует, что 

  i n
u

xi

1 0
2

2
,




.                                             (2.6) 

Приведем примеры функций полезности. 

1.  Функция Стоуна 

u x x x x x ai
i

n

i
a

i i i
i( ) ( ) , ,


    




1

0 0 . 

Это выражение часто логарифмируют и берут в виде 

u x a x xi i
i

n

i( ) ln( )

  




1

. 

2.  Функция постоянной эластичности 

1

1

( ) ( ) ,
1

0, 0, 0 1.

i

n
bi

i i

i i

i i i i

a
u x x x

b

x x a b





 


    


 

3.  u x x x x x b a b aa b a b( , ) ( ) , .1 2 1 2 1      

Введём теперь цены на товары. Пусть ic  есть цена единицы I- го  то-

вара, так что  

1 2( , , , )T

nc c c c  

есть вектор-столбец цен.  

Пусть покупатель идет на рынок имея капитал K . Приобретая набор 

товаров 
 x x x xn

T ( , , , )1 2  он, естественно, желает за свои деньги иметь 

максимум полезности для себя. Поэтому поведение разумного потребителя 

выглядит как решение задачи 
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1 2

1

( , , , ) max ,

,

0, 1, .

n
x

n

i i

i

i

u x x x

c x K

x i n









  


                                           (2.7) 

Это  типичная задача нелинейного программирования. Заметим, что об-

ласть допустимых значений 

x  выпукла и замкнута. 

Теорема 3. 

1.  Для вогнутой функции, определённой на выпуклом замкнутом 

множестве, любой локальный максимум является глобальным. 

2.  Для строго вогнутой функции глобальный максимум достигается в 

единственной точке. 

Выведем уравнение для точки максимума u x( )


, обозначая ее через 

   



x x x x xn

T     ( , , , , )1 2 3 . Для этого составим функцию Лагранжа  

1

( , ) ( )
n

i i

i

L x u x c x K


 
     

 
 ,                                          (2.8) 

и запишем необходимые условия экстремума 









L

x
i n

L

i

  0 1 0, , , .                                              (2.9) 

Получаем, что в точке максимума имеют место соотношения 

1

( )
0, 1, ,

0,

i

i

n

i i

i

u x
c i n

x

c x K









   



  



                                          (2.10) 

где через   обозначено значение множителя Лагранжа, соответствующее 

точке максимума 

x  . 

Заметим, что в точке максимума выполняется соотношение 

1

n

i i

i

c x K



 ,                                                  (2.11) 

то есть потребитель тратит на рынке весь свой капитал. Так как  
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1 ( )
,

i i

u x

c x


 

  


                                              (2.12) 

то при оптимальном выборе потребителя имеют место соотношения 

1 1 2 2

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

n n

u x u x u x

c x c x c x

    
     

  
.                           (2.13) 

Величину  u xi  называют предельной полезностью i-го товара. Та-

ким образом, в точке оптимального выбора предельные полезности про-

порциональны ценам на товар. 

Из этого же соотношения следует, что   0 , так как цены отрица-

тельными быть не могут. 

Понятие компенсирующего дохода или просто компенсации проще 

всего понять из рассмотрения примера. 

Пример. Пусть имеется всего лишь два вида товаров  товар номер 1 

и товар номер 2 с ценами за единицу товара 1c  и 2c  соответственно. Пусть 

количества приобретаемых товаров равны x1  и x2  и функция полезности 

имеет вид u x x x x( , )1 2 1 2  . Тогда, имея капитал K  , покупатель должен 

решить следующую задачу: 

1 2

1 1 2 2

1 2

max ,

,

0, 0.

x x

c x c x K

x x

 


 
  

                                                 (2.14) 

Составляем функцию Лагранжа 

1 2 1 2 1 1 2 2( , , ) ( )L x x x x c x c x K      . 

Запишем необходимые условия экстремума 

2 1

1

1 2

2

1 1 2 2

0, 0,

0, 0,

0, 0,

L
x c

x

L
x c

x

L
c x c x K


   




   



   



                                 (2.15) 
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относительно переменных x x1 2,  и  . Решение этой системы имеет вид 

1 2

1 2

; .
2 2

K K
x x

c c

                                                 (2.16) 

При этом  

2

1 2 1 2

1 2

max ( , ) ( , )
4

K
u x x u x x

c c

   .                                    (2.17) 

Если, например, K =120, 1c =10, 2c =20, то x1
=6, x2

=3. При этом 

u x x( , )1 2
  =18. 

Постановка задачи. Пусть теперь покупателю предлагают увеличить 

цену за первый товар с 10 до 15 за единицу товара, но при этом обещают 

компенсировать увеличение его расходов, возникшее за счёт этого увели-

чения цены. Определим размер компенсации. Величина компенсации по-

лучается из того условия, что после изменения цен и получения компенса-

ции максимальное значение функции  

полезности должно остаться неизменным. 

Пусть компенсация равна K  и новые цены есть 1 2,c c  . Тогда до ком-

пенсации 

2

1 2

1 2

max ( , )
4

K
u x x

c c
 ,                                           (2.18) 

а после компенсации 

2

1 2

1 2

( )
max ( , )

4

K K
u x x

c c

 


 
.                                       (2.19) 

Должно выполняться равенство 

2 2

1 2 1 2

( )

4 4

K K K

c c c c

 


 
,                                              (2.20) 

откуда легко получить, что 

1 2

1 2

1
c c

K K
c c

  
    

 
.                                            (2.21) 
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В примере 

15 20
120 1 27

10 20
K

 
     

 
,                                      (2.22) 

то есть компенсация должна составить 27 единиц. 

Отметим, что при изменении цен на товары происходит изменение 

структуры потребления. В этом изменении структуры потребления одно-

временно сказываются два эффекта: 

- изменение соотношения цен между различными товарами; 

- изменение финансовой ситуации для покупателя. 

Понятие компенсации позволяет исключить второй эффект и выде-

лить эффект влияния изменения соотношения цен между товарами на их 

приобретение в чистом виде. 

ЗАДАНИЕ 

 

1. Пусть имеется два вида товаров с ценами, 1c  и 2c . Функция полез-

ности имеет вид: 

2 2

1 2 1 1 2 2 3 1 2( , )u x x d x d x d x x   . 

Имеющийся в наличии капитал, равен K . Какое количество товаров дол-

жен приобрести потребитель, для максимизации функции полезности. 

Значения 1c , 2c , 1 2 3, , ,d d d K  приведены в таблице. Расчет выполнить сна-

чала при 3 0d  , затем для того значения 3d , которое приведено в таблице 

2.1. 

 

       2. Пусть цена 1c  увеличилась на 2у.е. Рассчитать компенсацию K  для 

капитала при тех же исходных данных, обеспечив при этом прежнее зна-

чение функции полезности. При этом параметр 3d  принять равным нулю. 

 



 23 

Таблица 2.1   

n/n 1c  
2c  

1d  
2d  

3d  K  

1 40 50 2 2 1 1000 

2 5 10 1 1 0,3 200 

3 10 30 1 2 1 600 

4 40 20 4 2 1 700 

5 10 20 1 1 0,4 500 

6 12 24 1 1 0,1 100 

7 35 22 2 3 0,5 600 

8 30 20 4 1 0,4 400 

9 5 15 2 1 0,8 750 

10 20 30 2 1 0,5 250 

11 20 25 1 4 1 800 

12 40 50 2 1 1 1200 
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3. Производственные функции 

 

Рассмотрим основные понятия и теоремы для производственных 

функций, которые используются в качестве моделей макроэкономики и 

моделей микроэкономики (например, в качестве модели фирмы). 

Пусть: 0Y  валовой продукт, 0K  основные фонды, 0L  тру-

довые ресурсы. Тогда функция 0),( LKF , определяющая зависимость ва-

лового продукта от основных фондов и трудовых ресурсов, т.е. 

 ),( LKFY  ,                                                   (3.1) 

называется производственной функцией (ПФ), а аргументы K  и L  фак-

торами производства. 

Если для 0  и 0  имеет место свойство 

),(),( LKFLKF   ,                                          (3.2) 

то ПФ ),( LKF  называется однородной ПФ со степенью однородности  . 

Если 1 , то однородная ПФ ),( LKF  называется линейно-однородной 

ПФ. 

Теорема 1. (Теорема Эйлера). Если ),( LKF  является однородной ПФ 

со степенью однородности  , то справедливо равенство 

L
L

LKF
K

K

LKF
LKF











),(),(
),( .                                         (3.3) 

ПФ ),( LKF  называется неоклассической ПФ, если для 0K  и 0L  

она удовлетворяет условиям: 

0

2 2
0

2 2

0

0 0

0

1 ) 0, 0;

2 ) 0, 0;

3 ) , ;

4 ) 0, 0.

lim lim

lim lim

K L

K L

F F

K L

F F

K L

F F

K L

F F

K L

 

 

 
 

 

 
 

 

 
   

 

 
 

 

                                          (3.4) 
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Пусть 1,10,10,0  A , тогда ПФ вида 

LAKLKF ),(  

называется ПФ КоббаДугласа. 

Теорема 2. Пусть ,,1),,( NiLKFi  являются однородной ПФ со степе-

нями однородности i , тогда ПФ 

),(),(
1

LKFLKF
N

i
i



                                                (3.5) 

являются однородной ПФ со степенью однородности 





N

i
i

1

 .                                                        (3.6) 

Рассмотрим основные экономикоматематические характеристики. 

Средней производительностью труда называется величина 

LLKFy /),( ,                                                    (3.7) 

т.е. y  это количество валового продукта, приходящегося на единицу тру-

довых ресурсов. 

Средней фондоотдачей называется величина 

KLKFz /),( ,                                                  (3.8) 

т.е. z  это количество валового продукта, приходящегося на единицу ос-

новных фондов. 

Фондовооруженностью труда называется величина 

LKk / ,                                                      (3.9) 

т.е. k  это количество основных фондов, приходящееся на единицу трудо-

вых ресурсов. 

Предельной производительностью труда или нормой прибыли с тру-

довых ресурсов называется величина 

LLKF  /),( ,                                              (3.10) 
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т.е.    это прирост валового продукта, приходящийся на единицу приро-

ста трудовых ресурсов. 

Предельной фондоотдачей или нормой прибыли с основных фондов 

называется величина 

KLKFr  /),( ,                                               (3.11) 

т.е. r   это прирост валового продукта, приходящийся на единицу основ-

ных фондов. 

Пусть при заданном K  прирост трудовых ресурсов, равный L , вы-

зывает прирост валового продукта, равный F . Тогда, согласно (3.4),  

LF  / . Пусть при заданном  L  прирост основных фондов, равный K , 

вызывает прирост валового продукта, равный F . Тогда, согласно (3.11), 

KFr  / . Таким образом, экономический смысл параметров   и r  оче-

виден. 

Очевидно, что 

L
L

F
YK

K

F
Y LK









 , ,                                              (3.12) 

являются соответственно доходами, полученными с основных фондов и 

трудовых ресурсов. Тогда для линейно-однородной ПФ, согласно (3.11), 

(3.12), следует, что 

LK YYLKF ),( . 

Таким образом, теорема Эйлера для линейно-однородная ПФ дает 

представление валового продукта в виде суммы KY  и LY . 

Коэффициентом эластичности по фондам называется величина 

),(

),(

LKF

K

K

LKF




 ,                                           (3.13) 

т.е.   это процентный прирост валового продукта, приходящийся на 

один процент прироста основных фондов. 
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Коэффициентом эластичности по трудовым ресурсам называется ве-

личина 

),(

),(

LkF

L

L

LKF




 .                                           (3.14) 

т.е.   это процентный прирост валового продукта, приходящийся на 

один процент прироста трудовых ресурсов. 

Справедливость следующих двух формул очевидна 

yzr /,/   .                                             (.315) 

Теорема 3. Пусть ),( LKF являются линейно-однородная ПФ со степе-

нью однородности  , тогда имеет место свойство  

  . 

Пусть ),( LKF   однородная ПФ со степенью однородности  . Тогда 

соотношению ),(),( LKFLKF    эквивалентно соотношение 

)(1 kfLy   , 

где LKkLYy /,/    соответственно средняя производительность труда 

и фондовооруженность труда, а 0)( kf  для 0k  имеет вид  

)1,()( kFkf  . 

Очевидно, что неоклассические условия для )(kf  имеют вид (здесь и далее 

штрихи, как правые верхние индексы, означают производные соответ-

ствующего порядка по k ) 

.0)()4

;)()3

;0)()2

;0)()1

lim

lim

0

0

0

0

0













kf

kf

kf

kf

k

k

 

Теорема 4. Если ),( LKF  однородная ПФ со степенью однородности 

 , то ),( LKF  и )(kf связаны соотношениями 
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)(),( kfLLKF  . 

Теорема 5. Экономикоматематические параметры  ,,,, rz  для 

однородной ПФ определяются формулами 

)()/1( 1 kfLkz   , 

)]()([1 kfkkfL     , 

)(1 kfLr   , 

)](/)([ kfkfk  , 

)](/)([ kfkfk   . 

Если ),( LKF  линейно-однородная ПФ, то r  является убывающей, а 

  возрастающей функцией фондовооруженности k . 

Если хотя бы один из коэффициентов эластичности   либо   не за-

висит от фондовооруженности k , то линейно-однородная ПФ является ПФ 

КоббаДугласа. 

          Рссмотрим параметры эластичности замены факторов. 

Пусть фактор K  получил приращение K . Ставится вопрос: на какую 

величину L  должен уменьшиться фактор L , чтобы величина валового 

продукта не изменилась. Справедлив и обратный вопрос. Таким образом, 

основное соотношение для решения поставленного вопроса замены одного 

фактора производства другим имеет вид 

 0),( 








 L

L

F
K

K

F
LKFY .                                (3.16) 

В пределе получаем  

0
),(),(










dL

L

LKF
dK

K

LKF
.                                    (3.17) 

Предельные нормы замены трудовых ресурсов основными фондами 

KS  и основных фондов трудовыми ресурсами LS  определяются как  

dK

dL
S

dL

dK
S LK  , , 
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и выражаются формулами 

.
/),(

/),(
,

/),(

/),(



 r

LLKF

KLKF
S

rKLKF

LLKF
S LK 









  

Произведение предельных норм замены равно единице, т.е. 

1LK SS . 

Если ПФ является однородной со степенью однородности  , то име-

ют место формулы 

)()(

)(
,

)(

)(

kfkkf

kf
Sk

kf

kf
S LK










 . 

Эластичностью замены K  фактора L  фактором K   называется про-

центное изменение фактора K , вызывающее изменение предельной нормы 

замены KS  на один процент. Эластичностью замены L  фактора K  факто-

ром L  называется процентное изменение  фактора L , вызывающее изме-

нение предельной нормы замены LS  на один процент. 

Согласно определению 

1

1 1
1

1

,

.

K
K

K

L L
L

L L

dS k

dk S

dS k dS k

dk S dk S



 




 
   

 

   
      

   

 

Для однородной ПФ со степенью однородности   имеет место свой-

ство   LK , которая определяется формулой 

)]()())()(1[(

)]()()[(
2 kfkfkfk

kfkkfkf









 . 

Теорема 6. Для того, чтобы норма замены KS либо LS  линейно-

однородной  ПФ не зависела от фондовооруженности k , необходимо и до-

статочно, чтобы она была линейной, т.е. 

BAkkfBLAKLKF  )(,),( . 
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Рассмотрим случай произвольного числа факторов производства. Ес-

ли nixi ;1,0  , являются факторами производства, то функция 

0),...,,( 21 nxxxF , определяющая валовой продукт Y  через факторы произ-

водства, т.е. 

),...,,( 21 nxxxFY  , 

называется производственной функцией. 

Если для 0  и 0  имеет место свойство 

),...,,(),...,,( 2121 nn xxxFxxxF   , 

то ПФ ),...,,( 21 nxxxF  называется однородной ПФ со степенью однородно-

сти  . Если 1 , то однородная ПФ называется линейнооднородной ПФ. 

Теорема 7. (Теорема Эйлера). Если ),...,,( 21 nxxxF  является однород-

ной ПФ со степенью однородности  , то имеет место свойство 


 




n

i
i

i
n x

x

F
xxxF

1
21 ),...,,( . 

ПФ ),...,,( 21 nxxxF  называется неоклассической ПФ, если для 

nixi ;1,0  , она удовлетворяет условиям 

0 1 2

2

1 2 )0

2

0 1 2

0

0 1 2

( , ,..., )
1 ) 0;

( , ,...,
2 ) 0;

( , ,..., )
3 ) ;

( , ,..., )
4 ) 0.

lim
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i

i
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i
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i
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x i

F x x x

x

F x x x

x

F x x x

x

F x x x
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Пусть константы niA i ;1,,  , такие, что  





n

i
iiA

1

1;10;0  . 

Тогда ПФ вида  
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n
nn xxAxxxxF


,,...,),...,,( 21
2121   

называется ПФ КоббаДугласа. 

Средней производительностью фактора ix  называется величина 

ni
x

xxxF
y

i

n
i ;1,

)...,,,( 21  , 

т.е. iy  это количество валового продукта, приходящегося на единицу 

фактора ix . 

Фондовооруженностью фактора jx  относительно фактора ix  называ-

ется величина 

j

i
ij

x

x
r  , 

т.е. ijr  это количество фактора ix , приходящегося на единицу фактора jx . 

Предельной производительностью фактора ix  или нормой прибыли с 

фактора ix  называется величина 

i

n
i

x

xxxF






),...,,( 21 , 

т.е. i  это прирост валового продукта, приходящийся на единицу приро-

ста фактора ix . 

Очевидно, что 

i
i

n
i x

x

xxxF
Y






),...,,( 21  

является доходом, полученным за счет фактора ix . Тогда для линейно-

однородная ПФ, справедливо равенство  





n

i
in YxxxF

1
21 ),...,,( , 

т.е. для линейно-однородной ПФ теорема Эйлера дает представление ва-

лового продукта в виде суммы iY . 
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Коэффициентом эластичности по фактору ix  называется величина 

),...,,(

),...,,(

21

21

n

i

i

n
i

xxxF

x

x

xxxF




 , 

т.е. i  это процентный прирост валового продукта, приходящийся на 

один процент прироста фактора ix . 

Теорема 8. Пусть ),...,,( 21 nxxxF  является однородной ПФ со степенью 

однородности  . Тогда имеет место свойство 

 


n

i
i

1

. 

Теорема 9. Пусть 

1 2 1 1

1, 2, 1, 1, ,

( , ,..., ,1, ,..., )

( , ,..., ,1, ,..., ) ( ).

i i n

i i i i i

i i i i i i n i i
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f k k k k k f
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Тогда 
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,







 

 iij

i

ij
iji
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iij

i
ijj

fk

f
k . 

         Предельной нормой замены jiS ,  фактора jx  фактором ix  называется 

величина 

j

i
ji

dx

dx
S , , 



 33 

определяемая формулой 

i

j

in

jn
ji

xxxxF

xxxxF
S











/),...,,(

/),...,,(

21

21
, . 

Предельная норма замены имеет представление 


 







im im

i
imi

iji
ji

k

f
kf

kf
S

,
,

,
, )(

)(

/)(



. 

Произведение предельных норм замены jiS ,  и ijS ,  равно единице, т.е. 

1,, ijji SS . 

 

ЗАДАНИЕ 

 

1. Пусть F(K,L) является производственной функцией Кобба-Дугласа, 

т.е. 

F(K,L) = AKL,                                             (3.18) 

A > 0 ,  > 0,  > 0,  +  = 1. 

- Проверить, что ПФ вида (1) является неоклассической. 

- Показать, что ПФ вида (1) является линейно-однородной ПФ, т.е.  = 

1. 

2. Пусть F(K,L) является однородной ПФ. Доказать свойство 

 +  = ,                                                 (3.19) 

где и – коэффициенты эластичности.  

3. Пусть F(K,L) является линейно-однородной ПФ. Доказать свойства 

y > v, z > r .                                                (3.20) 

4. Пусть F(K,L) является линейно-однородной ПФ. Получить функци-

ональные зависимости 

 r,z  v,y3.21

y  k,r,vz  k,r,v,                      3.22
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(r / z)v /yy = r k + v; z=(v / k)+r.                             (3.23)

5. Пусть F(K,L) является ПФ Кобба-Дугласа. 

- Показать, что параметры и  в представлении функции являются 

соответственно коэффициентами эластичности по фондам и трудовым 

ресурсам. Найти z, v, r. 

- Показать, что 

y = Ak ; v = y; r =z.                                             (3.24) 

- Найти экономико–математические параметры на основе представле-

ния  f(k) = A k и показать, что полученные формулы совпадают с 

найденными выражениями на основе F(K,L) = L. 

6. Пусть F(K,L) является однородной ПФ. Показать, что 

y = Lf(k),                                                     (3.25) 

F(K,L)= L f(k).                                                (3.26) 

7. Пусть F(K,L) является однородной ПФ. Показать, что 

1 1

1

( )
, [ ( ) ( )],

( ) ( )
( ), , .

( ) ( )

f k
z L v L f k kf k

k

f k f k
r L f k k k

f k f k

 



   

 
      

                                 (3.27) 

8. Доказать, что для того, чтобы норма замены SK или SL линейно-

однородная ПФ не зависела от k, необходимо и  достаточно, чтобы она бы-

ла линейной, т.е. 

F(K,L) = AK+BL,  f(k) = Ak+B.                                       (3.28) 
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4. Теория ценообразования 

 

Рассмотрим сначала простейшую паутинообразную модель. 

В основе цены на товар лежат две кривые: зависимость спроса D  от 

цены товара C  ( )(CD ) и зависимость предложения (производства) товара 

S  от той же цены C , Их стандартный вид изображен на рис. 4.1. 

 

 

                                  Рис. 4.1. Зависимости спроса и предложения 

Равновесная цена C , когда спрос равен предложению, определяется 

уравнением  

( ) ( )D C S C .                                                (4.1) 

Однако эта цена заранее никому не известна и устанавливается в про-

цессе торговли и производства товара. Ниже рассматривается несколько 

моделей такого процесса установления цены. Простейшая, так называемая 

паутинообразная модель, получается из следующих соображений. Разобь-

ём всю ось времени на равные промежутки и пронумеруем их 

0,1,2,3, , ,t  Будем считать, что длительность этих промежутков равна 

длительности цикла производства или доставки товара (скажем, неделя, 

месяц). На интервале t  продается товар, произведенный (или доставлен-
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ный) на интервале t 1. На интервале t 1 его было произведено )( 1tCS . 

Но на интервале t  его продавали уже по цене tC  и спрос был )( tCD . Счи-

тая, что спрос равен предложению, получим основное соотношение 

1( ) ( )t tD C S C  .                                                   (4.2) 

Оно позволяет, по крайней мере в принципе, построить вид траекто-

рий цены Pt  в зависимости от времени t . А именно 

1 0

2 1

3 2

( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ( ),

D C S C

D C S C

D C S C






 

Отсюда, зная 0C , и находятся ,, 21 CC . Из-за характерного графика 

изменения цены (см. рис. 4.2), эта модель и получила название паутинооб-

разной модели. 

 

       Рис. 4.2. Графическая иллюстрация паутиновой модели ценообразования 

Для теоретического исследования рассмотрим случай, когда в окрест-

ности равновесной цены C  кривые )(CD  и )(CS  можно аппроксимировать 

прямыми линиями 

( ) , 0, 0,

( ) , 0, 0.

D C a C a

S C b C b

     

      
                                 (4.3) 
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По смыслу, перед коэффициентом a  (считая a  0 ) должен стоять 

знак минус. 

Тогда равновесная цена определится соотношением 

a C b C    , 

откуда 

C
a b





.                                                      (4.4) 

Уравнение (4.2) примет вид 

1t ta C b C     , 

или 

1t t

b
C C

a a



  .                                                (4.5) 

Последнее уравнение представим в виде   1tt CC ,  

где   
a

b
  и 

a





  

Возможны следующие случаи. 

1.  .10    В этом случае   b a
t

0 при t   и поэтому CCt   

при t  . Но этот процесс носит колебательный характер  цена tC  ко-

леблется около равновесной цены, приближаясь к ней. 

2.  .1  В этом случае   b a
t

 при t   и tC  расходится при 

t  . 

Вряд ли этот случай имеет место в жизни. 

3.  .1  Построить зависимость tC  от t . 

 

         Перейдем к рассмотрению модели ценообразования с запаздыванием. 

Если продавцы считают, что сохранится цена предыдущего периода, то 

они то и дело разочаровываются в своих ожиданиях. Но наша модель ис-

ходит из предпосылки, что продавцы ничему не научились. Однако её 
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можно расширить на случай, когда ожидания продавцов зависят и от 

предшествующих интервалов времени. 

Пусть в период t  1 цена была 1tC , а в период t  2  она была 2tC . 

Пусть в период t  цена, на которую рассчитывает продавец (ожидаемая им 

цена), будет  

),(ˆ
211   tttt CCCC                                              (4.6) 

где    некоторый коэффициент. Обычно в таких ситуациях принято счи-

тать, что   удовлетворяет условию 0 1  , но можно рассматривать и си-

туации, когда   произвольно. 

Тогда в период t  продавец произведёт продукцию в соответствии с 

ожидаемой ценой, то есть 

))(()ˆ( 211   tttt CCCSCSS                                         (4.7) 

и основное уравнение, определяющее динамику цены,  примет вид 

1 1 2( ) ( ( ))t t t tD C S C C C     .                                          (4.8) 

В случае, когда )(CD  и )(CS  аппроксимируются прямыми линиями (4.3), 

это уравнение имеет вид: 

1 1 2( ( ))t t t taC b C C C      .                                      (4.9) 

Равновесная цена получится, если в этом уравнении считать 

1 2t t tC C C C     и будет той же, что и ранее. 

0)1(2   .                                          (4.10) 

         Изучим модель ценообразования при наличии запасов. Пусть теперь 

кроме производителей продукции и покупателей имеются некоторые по-

средники (оптовики), создающие запасы Q  и устанавливающие цены. 

Пусть Qt  есть запасы в конце  интервала t . Тогда  

1t t t t tQ Q Q S D     ,                                            (4.11) 
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есть увеличение запасов на протяжении интервала t  (приращение запасов 

равно их производству минус продажа). 

Возможны различные модели установления цен при наличии запасов. 

11   ttt QCC   ,                                            (4.12) 

где    положительная величина. Смысл очевиден: при увеличении запа-

сов цены надо снижать 

Далее, пусть, как и раньше 

tt CaD  ,           tt CbS   , 

и поэтому 

1 1 1 1 1 1( ) ( )t t t t t tQ S D bC aC a b C               . 

Подстановка этого соотношения в (3.12) даёт 

 
1 1

1

( ) ( )

( ) 1 ( ) .

t t t

t

C C a b C

a b C

 



     

     
 

Равновесная цена определяется уравнением 

 CbaC )(1)(   , 

откуда снова )()( baC   . 

Возможны следующие варианты. 

1.  0 1 1   ( )a b , то есть 0
1

 



a b

. 

В этом случае монотонный устойчивый. При t   CCt   при 

t   также монотонно. 

2.      1 1 0( )a b , то есть 
1 2

a b a b
 


 . 

В этом случае при t   имеем место затухающие колебания. 

3.  1 1   ( )a b  , то есть  


2

a b
. 

В этом случае меняя знак, цена стремится к   при t  . Цена неустой-

чива. 
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ЗАДАНИЕ 

 

       1. Пусть функции предложения и спроса аппроксимируются линей-

ными зависимостями. Значения параметров 0, , ,a b C   взять из таб-

лицы 4.1. Построить график изменения 
tC  для паутинообразной модели 

ценообразования при изменении t  от 0 до 15. Проверить условие 

устойчивости модели ценообразования. 

 

       2. Функции предложения и спроса аппроксимируются линейными 

зависимостями. Значения параметров 0, , , , ,a b C    взять из таблицы 

4.2. Построить график изменения tC  для модели ценообразования с за-

паздыванием при изменении t  от 0 до 15. Проверить условие устойчи-

вости модели ценообразования. 

 

       3. Функции предложения и спроса аппроксимируются линейными 

зависимостями. Значения параметров 0, , , , ,a b C    взять из таблицы 

4.3. Построить график изменения tC  для модели ценообразования с 

учетом запасов ( t  от 0 до 15). Проверить условие устойчивости модели 

ценообразования с учетом запасов. 
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                                                                                                     Таблица 4.1      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                           Таблица 4.2      

 

n/n   a    b  0C    

1 70 1,5 20 1 1 0,25 

2 65 1,3 18 1,1 2 0,9 

3 55 1,2 22 1,2 1,4 0,7 

4 75 1,1 16 1,6 2,5 0,55 

5 70 1,5 25 1,6 1,2 0,9 

6 94 1,4 28 1,5 3 0,45 

7 72 1,5 20 1 1 0,35 

8 63 1,3 18 1,1 2 0,78 

9 55 1,5 22 1,2 1,4 0,46 

n/n   a    b  0C  

1 70 1,5 20 1 1 

2 65 1,3 18 1,1 2 

3 55 1,2 22 1,2 1,4 

4 75 1,1 16 1,6 2,5 

5 80 1,5 25 1,6 1,2 

6 84 1 28 1,4 3 

7 72 1,5 20 1 1 

8 63 1,3 18 1,1 2 

9 55 1,5 22 1,2 1,4 

10 72 1,9 18 1,4 3,5 

11 80 1,5 25 1,6 3,2 

12 64 1 28 1,4 1,8 
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10 62 1,4 19 1,4 2,5 1,2 

11 80 1,5 25 1,6 1,2 1,1 

12 67 1,8 29 1,4 1,8 1,8 

 

                                                                                                         Таблица 4.3 

 

 

n/n   a    b  0C    

1 700 3 200 1,1 3,5 0,2 

2 650 2,5 250 1,0 2,5 0,25 

3 720 2,6 220 1,3 3,6 0,18 

4 680 3,1 210 0,9 1,5 0,22 

5 770 3,6 250 1,1 2,5 0,2 

6 760 2,9 220 1,0 3,1 0,21 

7 730 2,5 178 1,3 1,8 0,2 

8 810 2,6 190 0,9 2,7 0,27 

9 820 3,1 180 1,2 3,6 0,26 

10 685 1,9 245 1,0 1,5 0,29 

11 675 2,8 220 1,3 3,1 0,19 

12 715 3 170 1,9 3,2 0,24 
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5. Межотраслевой баланс. Модель Леонтьева  

 

В модели Леонтьева принимается следующая идеализация. Вся эко-

номика состоит из n  отраслей, каждая из которых производит свой вид 

продукции. Продукция считается достаточно однородной (например, элек-

троэнергия, уголь, черная металлургия и т.д.), чтобы ее выпуск можно бы-

ло оценить в натуральной форме (количество киловатт-часов электроэнер-

гии, тонн угля, тонн чугуна и стали и т.д.) или в денежной форме. В пер-

вом случае говорят о натуральном балансе, во втором  о стоимостном. 

Пусть мы подводим итоги работы, скажем, за год. Пусть vi  это общий 

объём продукции (валовой выпуск) i -й отрасли. Часть этой продукции, 

равная ci , пошла на потребление в непроизводственной сфере. Кроме того, 

продукция i -й отрасли потреблялась и другими отраслями. Обозначим че-

рез ijB  объём продукции i -й отрасли потреблённой j -й отраслью. Тогда 

эти данные можно представить в виде следующей таблицы: 

Таблица 5.1 

отрасль валовой 

выпуск 

потреб-

ление 

потребление в других отраслях 

1 v1
 c1

 
11B  12B  13B   1nB  

2 v2
 c2

 
21B  22B  23B   2nB  

        

n  vn
 cn

 
1nB  2nB  3nB   nnB  

 

Очевидно, что справедливо следующее соотношение: 

1

, 1,
n

i i ij

j

v c B i n


   .                                                  (5.1) 

Формула (5.1) называется уравнением баланса. 
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Величины ij jA B v  представляют собой объём продукции i -й от-

расли, необходимый для производства единицы продукции j -й отрасли. 

Они называются коэффициентами прямых затрат и играют в дальнейшем 

изложении ключевую роль.  

Очевидно, что все ci  0  и все 0ijA  . 

Представим себе, что мы планируем производство продукции на сле-

дующий год и хотим запланировать i -й отрасли выпуск продукции в объ-

ёме ix . Сделаем два важных предположения для составления такого плана. 

1.  Технология производства в следующем году не потерпит суще-

ственных изменений. Это проявится в том, что в следующем году коэффи-

циенты прямых затрат ijA  останутся теми же самыми, что и в этом году. 

2.  Технология производства обладает свойством линейности. Это 

означает, что если j -й отрасли запланировать выпуск продукции в объёме 

x j , то для этого потребуется израсходовать ij jA x  продукции i -й отрасли. 

Пусть xi   планируемый выпуск продукции i -й отрасли и пiC   пла-

нируемый объём потребления этой отрасли в непроизводственной сфере. 

Тогда, по аналогии с (5.1), можно записать следующее условие баланса 

п

1

n

i i ij j

j

x C A x


  .                                                  (5.2) 

Перейдём к векторно-матричным обозначениям. Пусть  

1 2

п п1 п2 пn

( , , , ) ,

( , , , ) ,

, , 1, .

T

n

T

ij

x x x x

C C C C

A A i j n





 

 

Тогда уравнение баланса (5.2) примет вид 

пx C Ax                                                       (5.3) 

Эта модель экономики и называется моделью Леонтьева. 
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Продуктивность модели Леонтьева. Пусть основным в нашем плани-

ровании является будущий объём потребления в непроизводственной сфе-

ре c  и нам необходимо знать, какое производство продукции по отраслям 

необходимо запланировать для обеспечения этого потребления. Перепи-

шем (5.3) в виде  

пx Ax C  ,                                                        (5.4) 

откуда получаем, что 

 
1

пx E A C


  ,                                                     (5.5) 

где E   единичная матрица размерности n n . 

Но тут возникает одна чисто математическая трудность. Очевидно, 

что п 0iC   ( 1,i n  ). Очевидно, что вектор 

x  также должен удовлетво-

рять этому же ограничению, то есть должно быть 

x  0 , так как выпуск от-

рицательного объема продукции отраслью невозможен. Необходимо, что-

бы решение (5.5) удовлетворяло бы этому условию. 

Определение. Если для любого вектора 0Cp   вектор  
1

x E A Cp


   

также удовлетворяет условию 

x  0 , то говорят, что модель Леонтьева 

продуктивна (матрица прямых затрат A  продуктивна). 

Условия продуктивности модели Леонтьева сформулируем следую-

щим образом: 

Модель Леонтьева продуктивна тогда и только тогда, когда 1A . 

Здесь A  максимальное положительное собственное число матрицы А. 

Это утверждение и даёт необходимое и достаточное условие продук-

тивности модели Леонтьева. 

Изложенная выше модель Леонтьева неудовлетворительна в том 

смысле, что она не учитывает ограничений, которые неизбежно имеют ме-

сто в реальной жизни. Одним из таких ограничений являются ограничения 

на трудовые ресурсы. 
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Пусть iR  есть затраты трудовых ресурсов (измеряемые, например, в 

человеко-часах) в i -й отрасли при производстве единицы продукции. Век-

тор 
1 2( , , , )T

nR R R R  мы будем называть вектором трудовых затрат. Тогда, 

если  плановый выпуск в  i -й отрасли равен xi , то суммарный объём тру-

довых затрат будет равен 

1

n
T

i i

i

R x R x


 .                                                   (5.6) 

В качестве ограничения на все планы должно выполняться ограничение на 

трудовые ресурсы вида 

TR x L ,                                                       (5.7) 

где L   имеющийся в нашем распоряжении объем трудовых ресурсов. 

В этом случае, очевидно, нельзя требовать достижимости любого век-

тора потребления пC . Пусть вектор потребления K  задаёт не конечный 

спрос, а лишь его структуру. Тогда потребление равно zK .  

Тогда естественно задачу планирования экономики записать в виде 

 

,

max,

,

,

0, 0,

x z

T

z

x Ax zK

R x L

x z



  



  

                                                              (5.8) 

 

которая является типовой задачей линейного программирования. Смысл 

первого ограничения очевиден  на потребление должно остаться не 

меньше, чем требуется структурой потребления, определяемой вектором 

zK . Второе ограничение учитывает ограниченность трудовых ресурсов. 

Написанная выше задача и называется моделью Леонтьева при ограниче-

ниях на трудовые ресурсы и ее смысл, в частности, состоит в рациональ-

ном распределении трудовых ресурсов. 
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6. Взаимодействие двух фирм на рынке одного товара 

 

Случай, когда существует несколько производителей (продавцов), 

называется олигополией. Случай, когда имеются две фирмы, выпускаю-

щие однотипную продукцию, называется дуополией.  

Рассмотрим стратегию Курно взаимодействия двух фирм. Пусть ix  – 

обозначает количество выпускаемого товара i – ой фирмой, C0i –

 себестоимость производства одной единицы i-го товара. Произведенный 

обеими фирмами товар поступает на общий рынок. Будем предполагать, 

что в соответствии с экономической теорией, цена на товар будет умень-

шаться  в зависимости от поступающего на рынок общего количества то-

варов x = x1 + x2. Будем также предполагать, что цена товара линейно зави-

сит от x:  

 

С(x) = a – b x       (a >0,    b>0).                                     (6.1) 

 

Вычислим прибыль i -ой фирмы: 

0
1 2 0( , ) ( ) [( ) ]i

i i i i i

a C
W x x x a bx C x bx x

b b
      . 

Окончательно получим: 

1 2( , ) ( ),i i iW x x bx d x                                                 (6.2) 

где 

0( )i
i

a C
d

b


 . 

Стратегия управления Курно заключается в том, что обе фирмы знают 

объем выпуска продукции каждой фирмы. Тогда каждая фирма можем 

максимизировать свою прибыль. Для этого необходимо решить два урав-

нения 
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1 1 2

1

( , )
0

dW x x

dx
 , 2 1 2

2

( , )
0

dW x x

dx
 . 

Корни этих уравнений дадут нам оптимальный объем выпуска для каждой 

фирмы. Выполнив соответствующие математические расчеты, получим: 

1 2
1

2

d x
x


 ,  2 1

2
2

d x
x


 .                                          (6.3) 

Исследуем динамику процесса управления фирмами по Курно. Для это-

го дополнительно будем предполагать, что обе фирмы имеют одинаковую 

продолжительность цикла производства товара, кроме того, будем предпо-

лагать, что циклы производства товаров в обеих фирмах начинаются одно-

временно. Введем в рассмотрение дискретное время процесса t = 1,2, …, 

один такт которого соответствует одному полному циклу производства то-

вара от начала до конца. Реально динамика стратегии Курно будет реали-

зовываться не по уравнениям (6.3), а в соответствии со следующими урав-

нениями: 

1 2
1 1 10

( 1)
( ) , (0)

2

d x t
x t x x

 
  ,                                     (6.4) 

2 1
2 2 20

( 1)
( ) , (0)

2

d x t
x t x x

 
  ,                                    (6.5) 

где 10x , 20x   начальные значения выпусков товаров для фирм. Исследуем 

эти уравнения на устойчивость. Для этого преобразуем уравнения (6.4), 

(6.5) к виду 

1
1 2

1
( ) ( 1)

2 2

d
x t x t    , 

2
2 1

1
( ) ( 1)

2 2

d
x t x t    , 

и представим их в векторно-матричной форме 

( ) ( 1)z t Az t d   ,                                               (6.6) 

где  
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1
2

1
2

0

0
A

 
  

 
, 1

2

( )
x

z t
x

 
  
 

,  
1

2

2

2

d

d
d

 
  
 

. 

Вычислим собственные числа матрицы А, для этого определим корни 

уравнения: 

 det 0A E  , 

где E   единичная,    переменная. В результате получим. 

 
1
2 2 1

41
2

det det 0A E
    

        
   

.                              (6.7) 

Корни уравнения (6.7) 1
1 2
  , 1

2 2
    являются собственными числами 

матрицы A . В силу того, что оба собственных числа по модулю меньше 1, 

динамика стратегии Курно всегда устойчива и сходится в состояния 

устойчивого равновесия. Найдем точку Курно – значения x1 и x2 , соответ-

ствующие равновесному состоянию. Для этого необходимо решить систе-

му уравнений (6.3). В результате получим: 

1 2
1

2

3

K d d
x


 ,  2 1

2

2

3

K d d
x


 .                                             (6.8) 

Здесь 1

Kx  и 2

Kx   координаты точки Курно. Осуществим анализ экономиче-

ских показателей стратегии Курно в устойчивом состоянии. Для упроще-

ния будем считать, что 1 2d d d  . Тогда координаты точки Курно будут 

следующие: 

1
3

K d
x  ,  2

3

K d
x  . 

Вычислим прибыль в точке Курно 1

KW  и 2

KW , в результате получим: 

2

1 2 1 2( ( ))
9

K K K K K

i

bd
W W bx d x x     . 

Суммарная прибыль для стратегии Курно равна 

2

1 2

2

9

K K K bd
W W W   . 

И наконец, установившаяся цена на товар равна: 
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2

3

K bd
C a  . 

           Рассмотрим случай когда одна из фирм зная, что конкурент выбрал 

стратегию Курно, действует не по стратегии Курно, а используюя эту ин-

формацию выбирает себе другую стратегию. Такая стратегия называется 

стратегией Стакельберга. Для простоты будем считать, что 1 2d d d  . 

Пусть первая фирма дает возможность узнать свой ход x1, тогда вторая 

фирма выбирает стратегию 

1
2

( )

2

d x
x


 .                                                       (6.9) 

Но первая фирма будет действовать тайно по другому с учетом знания 

стратегии второй фирмы. Подставим в формулу для прибыли первой фир-

мы значение x2 , определяемое формулой (5.9), в результате получим:  

1
1 1 1 2 1 1 1 1( ( )) ( ( )) ( )

2

d x
W bx d x x bx d x bx d x


        . 

Тогда решив уравнение: 

1

1

0
dW

dx
 , 

Найдем оптимальное значение 1x , соответствующее стратегии Стакельбер-

га, в результате получим: 

1
2

S d
x  . 

Подставив это значение формулу (8) получим: 

2
4

S d
x  . 

Общий выпуск товаров по стратегии Стакельберга равен: 

1 2

3

4

S S S d
x x x   . 

Вычислим прибыли фирм, в результате получим: 

2

1 1 1 2 1( ( ))
8

S S S S Kbd
W bx d x x W     , 
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2

2 2 1 2 2( ( ))
16

S S S S Kbd
W bx d x x W     . 

Суммарная прибыль по Стакельбергу равна: 

3

16

S bd
W  . 

Установившаяся цена на товар равна 

1 2

3
( )

4

S S S bd
C a b x x a     . 

        Как видно, цена на товар в случае Стратегии Стакельберга меньше, 

чем в стратегии Курно, т.е. стратегия Стакельберга для потребителя вы-

годней, чем стратегия Курно. Итак, мы видим, что прибыль первой фирмы 

возрастает. Но здесь обе фирмы могут попасть в ловушку, если обе начнут 

действовать по стратегии Стакельберга. Тогда их прибыль будет умень-

шаться. Эта стратегия опасна для фирм.  

   Фирмы могут объединиться в монополию или образовать картель (это 

тайный сговор двух фирм с целью поддержания заданной цены). Рассмот-

рим его подробней в предположении, что 1 2d d d  . В этом случае сум-

марная прибыль двух фирм равна:  

1 2 1 2( ) ( ) ( )W W W bx d x bx d x bx d x        . 

Максимум прибыли достигается при выпуске: 

2

M d
x  . 

Равновесная цена будет следующей: 

1 2( )
2

M M M bd
C a b x x a     . 

Для объединения фирм в форме картеля имеем: 

1 2
4

C C d
x x  ,   

2

1 2
8

C C bd
W W  . 
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         Итак, из расчетов видно, для потребителя наиболее выгодна страте-

гия Стакельберга и наименее выгодной является стратегия монополии или 

картеля. 

 

ЗАДАНИЕ 

1. Для заданных значений параметров a , b , 01C , 02C , 1(0)x , 2(0)x  полу-

чить графики динамики изменения объемов выпуска фирм, динамики из-

менения прибылей фирм и динамики изменения цены для стратегии Кур-

но. Построить фазовый портрет, найти точку Курно, установившиеся зна-

чения прибылей фирм, объемов выпуска и установившуюся цену. Исход-

ные данные приведены в таблице 6.1. 

Таблица 6.1 

n/n a  b  01C  02C  1(0)x  1(0)x  

1 15 1,1 1,1 1,4 7,0 4,5 

2 17 1,2 1,05 1,5 5,0 4,7 

3 20 1,1 1,2 1,3 6,5 4,2 

4 19 1,3 1,2 1,1 5,6 5,5 

5 21 1,3 1,2 1,3 6,5 4,7 

6 13 1,4 1,1 1,7 7,6 4,5 

7 24 1,0 1,2 1,5 4,5 6,2 

8 20 1,3 1,08 1,2 6,2 6,2 

9 15 1,0 1,4 1,2 6,0 4,5 

10 20 1,1 1,2 1,3 6,2 4,8 

11 15 1,6 1,3 1,4 5,0 6,5 

12 25 1,35 1,4 1,3 6,5 5,2 
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7. Динамические модели фирмы 

 

Рассмотрим модель производства n  видов товаров в условиях рынка. 

Вектор состояния ( )x k  представлен компонентами: 

1

1

2

2

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

n

n

z k

v k

z k

v k
x k

z k

v k

w k

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,                                                       (7.1) 

где ( )iz k   количество товаров i -го вида на рынке; ( )iv k   количество то-

варов i -го вида у потребителя, 1,i n ; ( )w k   прибыль. 

Математическая модель динамики изменения количества товаров у 

потребителей и на рынке, а также прибыли может быть записана в следу-

ющем виде: 

1 11 1 1 1( 1) (1 ) ( ) ( ) ( )z k k z k s k u k     , 

1 21 1 1( 1) (1 ) ( ) ( )v k k v k s k    , 

2 12 2 2 2( 1) (1 ) ( ) ( ) ( )z k k z k s k u k     , 

2 22 2 2( 1) (1 ) ( ) ( )v k k v k s k    , 

…………………. 

…………………. 

1( 1) (1 ) ( ) ( ) ( )n n n n nz k k z k s k u k     , 

2( 1) (1 ) ( ) ( )n n n nv k k v k s k    , 

1 1 2 2 31 1 32 2( 1) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ...n nw k w k c s k c s k c s k k z k k z k          

3 01 1 02 2 0... ( ) ( ) ( ) ... ( )n n n nk z k c u k c u k c u k     ,                               (7.2) 
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где ( )iu k   количество товаров, выпускаемых за один такт, 1,i n , 
1ik   ко-

эффициенты потерь; 
2ik   коэффициенты потребления; 

3ik   стоимость 

хранения единицы товаров; 
0iс   себестоимости; ( )is k   количество про-

данных товаров i -го  вида в один такт, 1,i n . Функции продаж определя-

ются по формулам: 

1( ) exp( )(1 ( ) ) ( )i i i i i is k n c v k Y z k   ,                                       (7.3) 

in   коэффициенты продаж; 
iс   цены на товары, 1,i n ; iY   потенциаль-

ный спрос для i -го вида товара (объем рынка для i -го вида товара). 

Модель (7.2), (7.3) может быть представлена в следующем векторно-

матричном виде: 

( 1) ( ( )) ( )x k A x k Bu k    ,                                           (7.4) 

где вектор ( ( ))x k  следующий: 

1

1

1 1

2 2

( )

( )

( )

( )
( ( )) .

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n

n

n n

z k

v k

z k

v k
x k

w k

v k z k

v k z k

v k z k

 
 
 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 
 
  

 
Матрица динамики A  для данного объекта имеет вид: 

11 1,2 2

21 22 2,2 2

2 1,2 1 2 1,3 1

2 ,2 1 2 ,2 2 ,3 1

2 1,1 2 1,3 2 1,2 1 2 1,2 2 2 1,2 3 2 1,3 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1

n

n

n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n n n

a a

a a a

A
a a

a a a

a a a a a a





   

 

         

 
 
 
 

  
 
 
 
  

, 

где элементы матрицы определяются по формулам: 
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11 11 1 11 exp( ),a k n c     

1 1
1,2 2

1

exp( )
,n

n c
a

Y



  

21 1 1exp( ),a n c   

22 211 ,a k   

 

1 1
2,2 2

1

exp( )
,n

n c
a

Y



   

2 1,2 1 11 exp( ),n n n n na k n c       

2 1,3 1

exp( )
,n n

n n

n

n c
a

Y
 


  

2 ,2 1 exp( )n n n na n c   , 

2 ,2 21n n na k  , 

2 ,3 1

exp( )
,n n

n n

n

n c
a

Y



   

2 1,1 31 1 1 1exp( ),na k c n c      

2 1,3 32 2 2 2exp( ),na k c n c      

 

2 1,2 1 3 exp( ),n n n n n na k c n c      , 

2 1,

exp( )
,i i i

n j

i

c n c
a

Y



  , 2 2,3 1j n n   , 1,i n . 

Матрица B  имеет вид: 

01 02 03 04 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 .

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

n

B

c c c c c

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      

 



 57 

 

Рассмотрим модель производства двух видов товаров в условиях рын-

ка. Вектор состояния ( )x k  состоит из пяти компонент: 

11

21

32

42

5

( )( )

( )( )

( ) ( )( )

( )( )

( )( )

x kz k

x kv k

x k x kz k

x kv k

x kw k

  
  
  

    
  
  
     

,                                                  (7.5) 

где 1( )z k , 2( )z k   количество товаров 1-го и 2-го вида на рынке; 1( )v k , 2( )v k  

 количество товаров 1-го и 2-го вида у потребителя, ( )w k   прибыль. 

Математическая модель динамики изменения количества товаров у 

потребителей и на рынке, а также прибыли может быть записана в следу-

ющем виде: 

1 11 1 1 1( 1) (1 ) ( ) ( ) ( )z k k z k s k u k     , 

1 21 1 1( 1) (1 ) ( ) ( )v k k v k s k    , 

2 12 2 2 2( 1) (1 ) ( ) ( ) ( )z k k z k s k u k     , 

2 22 2 2( 1) (1 ) ( ) ( )v k k v k s k    , 

1 1 2 2 31 1 32 2( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )w k w k c s k c s k k z k k z k        

01 1 02 2( ) ( )c u k c u k  ,                                                 (7.6) 

где 1( )u k , 2( )u k   количество товаров, выпускаемых за один такт; 11k , 12k   

коэффициенты потерь; 21k , 22k   коэффициенты потребления; 31k , 32k   сто-

имость хранения единицы товаров; 01с , 02с   себестоимости; 
1( )s k , 2( )s k   

количество проданных товаров 1-го и 2-го вида в один такт (функции про-

даж). Формулы для 
1( )s k , 2( )s k  имеют вид: 

1

1 1 1 1 1 1( ) exp( )(1 ( ) ) ( )s k n c v k Y z k   ,                                     (7.7) 

1

2 2 2 2 2 2( ) exp( )(1 ( ) ) ( )s k n c v k Y z k   ,                                   (6.8) 
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1n , 
2n   коэффициенты продаж; 1с , 

2с   цены на товары; 
1,Y  

2Y   потенци-

альный спрос на товар 1-го вида и 2-го вида.  

В векторно-матричном виде модель следующая: 

( 1) ( ( )) ( )x k A x k Bu k    , 0(0)x x ,                                          (7.9) 

В (7.9) вектор ( ( ))x k  представляется в виде: 

 

1

2

3

4

5

1 2

3 4

( )

( )

( )

( ( )) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

x k

x k

x k

x k x k

x k

x k x k

x k x k

 
 
 
 
 

   
 
 
 
  

.                                                    (7.10) 

 

Матрица динамики А для данного объекта имеет вид: 

1 1
11 1 1

1

1 1
1 1 21

1

2 2
12 2 2

2

2 2
2 2 22

2

1 1 1 2 2 2
31 1 1 1 32 2 2 2

1 2

exp( )
1 exp( ) 0 0 0 0 0

exp( )
exp( ) 1 0 0 0 0

exp( )
0 0 1 exp( ) 0 0 0

exp( )
0 0 exp( ) 1 0 0

exp( ) exp( )
exp( ) 0 exp( ) 0 1

n c
k n c

Y

n c
n c k

Y

n c
k n cA

Y

n c
n c k

Y

c n c c n c
k c n c k c n c

Y Y


  


  


  


  

 
       


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Матрица В  и вектор управления следующие: 

01 02

1 0

0 0

0 1

0 0

B

c c

 
 
 

  
 
 
   

, 1

2

( )
( )

( )

u k
u k

u k

 
  
 

. 
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ЗАДАНИЕ 

 

1. Для модели фирмы, производящей два вида товаров (7.6)(7.8) вы-

полнить моделирование для следующих значений параметров: 

1 260, 65u u    количество товаров, выпускаемых фирмой за один такт; 

1 21,95, 1,8n n    коэффициенты продаж; 1 2,5c  у.е., 2 1,5c  у.е.  цены на 

товары; 0,1 1,0c  у.е., 0,2 0,9c  у.е.  себестоимости; 1 2 1000Y Y    потенци-

альный спрос (объем рынка); 1,1 1,20,15, 0,13k k    коэффициенты потерь; 

2,1 0,1,k   2,2 0,055k    коэффициенты потребления; 3,1 0,002k  у.е., 3,2 0,001k   

у.е.  стоимости хранения единицы товара за один день. 

Моделирование выполнить на интервале времени от 0 до 140 (один 

такт соответствует 1 дню) для следующих начальных условий: 

1 2 1 2 0(0) 150, (0) 300, (0) 250, (0) 170, (0)z z v v w w     у.е. 

Построить графики процессов (величина 0w  приведена в таблице 7.1).  

2. Исследовать влияние различных стратегий управления фирмой на 

полученную прибыль. 

Стратегия 1. Увеличить цену 2-го вида товара 2c  до величины 2,3 у.е. 

Привести в отчет графики изменения прибыли. Определить прибыль в по-

следний день исследуемого периода ( 140w ). Оценить возможность реальной 

реализации этой стратегии. Сделать выводы.  

Стратегия 2. Увеличить коэффициент продаж 2n  до величины 3,2 

(увеличение этого коэффициента можно осуществить, реализовав реклам-

ную компанию). В модели учесть затраты на рекламу в 2у.е. в течении 

первых 10 дней. Затем этот коэффициент должен уменьшаться по линей-

ному закону в течение 60 дней до первоначальной величины 2 1,8n  . Затем 

опять провести рекламную компанию в течение 10 дней.  
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Построить графики изменения прибыли. Определить прибыль в по-

следний день исследуемого периода ( 140w ). Сделать выводы.  

Стратегия 3. Увеличить потенциальный спрос (объем рынков для 1-го 

и 2-го вида товаров). В модели учесть затраты на расширение рынка в 8у.е. 

в течении первых 60 дней. По окончании этого периода значения 1Y  и 2Y  

принять равными 2000 (увеличение этих параметров осуществляется по-

средством расширения рынка в течении первых 60 дней, например, создав 

новые торговые точки в новом регионе). 

Построить графики изменения прибыли. Сделать выводы.  

 

3. Применить метод покоординатного спуска для максимизации кри-

терия 1 2 140( , )J u u w  (прибыли фирмы в последний день), применив метод 

деления шага пополам. Начальное значение шага принять равным 10. оп-

тимизацию осуществить сначала по переменной 2u , затем по переменной 

1u . 

Промежуточные результаты оформить в виде таблицы. Привести в 

отчете оптимальные значения объемов производства и оптимальное значе-

ние прибыли. 

 

4. Найти оптимальные значения объемов производства и прибыли с 

учетом ограничений (величина махu  приведена в таблице 7.2):  

 1 2 махu u u  .  
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                                                                                        Таблица 7.1 

 

n/n 1 2 3 4 5 6 

0w  10 25 30 0 45 50 

 

n/n 7 8 9 10 11 12 

0w  35 15 40 55 65 70 

 

                                                                                        Таблица 7.2 

 

n/n 1 2 3 4 5 6 

maxu  20 25 30 35 40 45 

 

n/n 7 8 9 10 11 12 

maxu  15 28 38 32 42 50 
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