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Приведён конспект лекций по дисциплине «Дополни-

тельные главы математики». Курс прочитан весной 2018 года в 

группах 436-1,2,3 и включает в себя введение в теорию функций 

комплексного переменного, теорию числовых и функциональ-

ных рядов в комплексной форме, теорию степенных рядов (Тей-

лора и Лорана), ряды Фурье, преобразование и интеграл Фурье, 

преобразование Лапласа (операционное исчисление).  
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1. Введение в теорию функций 

комплексного переменного 

1.1 Комплексные числа и действия над ними 

При решении алгебраических уравнений степени два и выше 

иногда приходится рассматривать конструкции вида 

1ba , где a  и b  – некоторые действительные числа. На-

пример, подставляя формально конструкцию 121   в не 

имеющее действительных корней уравнение 0522  xx , 

получаем     51212121
2

 . Действуя в получен-

ном выражении с конструкцией 121   как с двучленом по 

правилам алгебры, известным из школы, раскрывая скобки и 

приводя подобные, имеем 

  0)1(445122212122)1(
2

2  . 

Таким образом, конструкцию 121   можно считать 

корнем новой природы (не действительным) уравнения 

0522  xx . 

Пусть i  – некоторый формальный символ, x  и y  – дейст-

вительные (вещественные) числа. Конструкции вида iyxz   

назовём комплексными числами, x  действительной, а y  мни-

мой частями комплексного числа iyxz   и будем обозначать 

их соответственно zyzx Im,Re  . Число iyx  будем назы-

вать сопряжённым (комплексно сопряжённым) к числу 

iyxz   и обозначать z . Два комплексных числа будем счи-

тать равными, если совпадают их действительные и мнимые 

части. На множестве комплексных чисел введём операции сло-

жения и умножения по формулам:  

)()()()( 2121221121 yyixxiyxiyxzz  ;  

)()())(( 12212121221121 yxyxiyyxxiyxiyxzz  .  
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Заметим, что xzzz 2Re2  , yzzz 2Im2  , следова-

тельно 
2

Re
zz

zx


 , 
i

zz
zy

2
Im


 . 

Если действительные числа отождествить с комплексными 

числами вида ix 0 , то складывая и умножая числа ix 0  и 

iy  0  по приведённым выше формулам, получаем  

iyxiyxiyix  0)()00()()0()0( , 

ixyyxixyiyix  0)00()00()0)(0( . 

Как видим, операции сложения и умножения комплексных чи-

сел вида ix 0  не выводят за множество чисел этого вида (то 

есть получаются числа того же вида). Поэтому можно считать, 

что операции сложения и умножения совпадают с обычными 

операциями над действительными числами и считать комплекс-

ные числа расширением множества действительных чисел. Из 

введённых выше операций над комплексными числами следует, 

что для комплексного числа 10  ii  получаем  

101)0110()1100()10)(10(2  iiiii . 

Заметим, что операции сложения и умножения комплексных 

чисел производятся как соответствующие операции над двучле-

нами с раскрытием скобок и приведением подобных и учётом 

того, что 1ii . Слагаемые вида 0  и i0  обычно опускают-

ся. 

Обратные операции определяются однозначно и задаются 

формулами: 

)()()()( 2121221121 yyixxiyxiyxzz  ; 

2

2

2

2

21122121

2222

2211

22

11

2

1

)()(

)()(

))((

))((

yx

yxyxiyyxx

iyxiyx

iyxiyx

iyx

iyx

z

z














 . 

Каждому комплексному числу iyxz   сопоставим точку 

),( yx  плоскости 
2R . Этим устанавливается взаимно однознач-

ное соответствие между комплексными числами и точками 

плоскости. Операция сложения комплексных чисел совпадает с 

операцией сложения радиус-векторов точек ),( yx . Для опера-

ции умножения комплексных чисел не находится соответст-

вующей операции над векторами.  
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Модулем z  комплексного числа iyxz   назовём длину 

радиус-вектора точки ),( yx , то есть число 
22 yxz  . Заме-

тим, что 
222 zyxzz  . Далее,  





















2222

22

yx

y
i

yx

x
yxiyxz . 

Числа 
22 yx

x


 и 

22 yx

y


 являются соответственно ко-

синусом и синусом угла   между радиус-вектором точки ),( yx  

и осью OX . Поэтому можем записать )sin(cos  izz . Эта 

форма записи числа z  называется тригонометрической формой 

комплексного числа. Угол   при этом называется аргументом 

числа z . Совершенно ясно, что числа, аргументы которых от-

личаются на 2 , совпадают. Среди всех значений аргумента 

числа z  выбирают значение, называемое главным и обозначают 

его zarg .  

Совмещая алгебраическую и тригонометрическую формы 

комплексного числа z , можем записать 

 sincos)sin(cosImRe zizizziziyxz . 

Следовательно,  cosRe zzx ,  sinIm zzy . Разде-

лив мнимую часть на действительную, получаем 





 tg

cos

sin

Re

Im

z

z

z

z

x

y
, или выписывая крайние части соотно-

шения, 
x

y
tg . Если 0Re  zx , то есть комплексное число z  

лежит в правой полуплоскости (в первой или четвёртой четвер-

ти), то 
x

y
arctg  Если же 0Re  zx , то есть комплексное 

число z  лежит в левой полуплоскости (во второй или третьей 

четверти), то 
x

y
arctg . Отметим частные случаи. Если 
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число z  действительное и положительное, то есть 0Re  zx , 

0Im  zy , то 0 , если число z  действительное и отрица-

тельное, то есть 0Re  zx , 0Im  zy , то  . Если число 

z  мнимое, то есть 0Re  zx , то в случае 0Im  zy  
2


 , а 

в случае 0Im  zy  можно взять либо 
2

3
 , либо 

2


 . 

Подводя итог вышесказанному, получаем, что при выборе 

главного значения аргумента из промежутка )2,0[   его находят 

по формулам  

































.0,0 если,arctg2

,0,0 если,
2

3

,0 если,arctg

,0,0 если,
2

,0,0 если,arctg

arg

yx
x

y

yx

x
x

y

yx

yx
x

y

z  

Удобным также является выбор главного значения аргумен-

та из промежутков ),[   и 






 


2

3
,

2
. Формулы для нахожде-

ния главного значения аргумента при выборе его из промежут-

ков ),[   и 






 


2

3
,

2
 предлагается написать самостоятельно. 

Все значения аргумента обозначают zArg . Отметим, что 

 kzz 2argArg . 

Полагая  sincos iei , можем записать 
 iezz . Эта 

форма записи числа z  называется показательной формой запи-

си комплексного числа. Так как 

 sincos)sin()cos( iie i , то, складывая и вычитая 

с 
ie , получаем формулы Эйлера:  
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.
2

sin,
2

cos
i

eeee iiii  



  

Далее,  




)sin)(cossin(cos 2211
21 iiee

ii  

)(
2121

21)sin()cos(



i

ei . 

Поэтому  

 )sin(cos)sin(cos 22211121 izizzz  

  )(
21212121

21)sin()cos(



i

ezzizz . 

Таким образом, мы получили, что при умножении ком-

плексных чисел их модули перемножаются, а аргументы скла-

дываются. Аналогично можно получить, что при делении ком-

плексных чисел их модули делятся, а аргументы вычитаются.  

Как следствие этих результатов, получаем формулы возве-

дения комплексного числа в степень n  и извлечения корня n -

ой степени из комплексного числа, называемые формулами Му-

авра: 

)sin(cos   ninzezz
ninnn

; 

1,...,1,0,
2

sin
2

cos 






 



 nk

n

k
i

n

k
zz nn . 

Заметим, что для любого действительного отрицательного 

числа главное значение аргумента равно  , для любого дейст-

вительного положительного числа главное значение аргумента 

равно 0 . 

1.2. Отображения. Образы и прообразы линий 

Пусть G и D – области на комплексной плоскости. Будем го-

ворить, что задано отображение из G в D ( DGf : ), если для 

всякой точки Gz  по некоторому правилу или закону постав-

лена в соответствие точка Dw . Точка  zfw   называется 

образом точки z , а точка z  - прообразом точки w  при отобра-

жении f . Соответственно, если Г и L – кривые в комплексной 

плоскости, то  Гf  - образ кривой Г, а     LzfCzLf  :1  

- прообраз кривой L при отображении f . 
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Так как z  и w  комплексные числа, то можем написать 

  ),(),()( yxivyxuiyxfzfivuw  . Таким образом, 

отображению CCf :  комплексной плоскости в комплексную 

плоскость соответствует отображение 

















),(

),(

yxv

yxu

v

u
 действи-

тельной плоскости 
2R  в действительную плоскость 

2R . Тогда 

графику функции   zfz,  в 2CCC   соответствует график 

отображения  ),(),,(,, yxvyxuyx  в 422 RRR  . В четырёхмер-

ном пространстве рисовать несколько проблематично. Поэтому 

для комплекснозначных функций комплексного переменного 

изучают образы и прообразы областей и кривых, лежащих на 

комплексной плоскости. 

Всякая кривая на плоскости, заданная параметрически, 









)(

),(

tyy

txx
, ],[ t , может быть записана в комплексной форме 

)()()( tiytxtzz  , ],[ t . Будем пользоваться той формой 

записи, которая нам удобна. Пусть кривая в исходной плоско-

сти, назовём её плоскостью z , задана параметрически, 









),(

),(

tyy

txx
 ],[ t . Тогда образом этой кривой в плоскости, ко-

торую назовём плоскостью w , будет кривая 








)),(),((

)),(),((

tytxvv

tytxuu
 

],[ t . 

1.3. Некоторые функции комплексного переменного 
Перечислим элементарные функции комплексного перемен-

ного. Всюду ниже константы dcba ,,,  и так далее предпола-

гаются комплексными числами. 

Линейное отображение azw  и линейная функция 

bazw  . Рассмотрим этот оператор немного подробнее. За-

пишем числа a  и z  в показательной форме, 
aieaa arg , 

ziezz arg . Тогда  
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)arg(argargarg aziziai ezaezeaazw  , 

bezabezeabazw aziziai   )arg(argargarg  

Таким образом, при отображении azw  комплексная плос-

кость в точке z  растянулась в a  раз и повернулась на угол 

aarg . При отображении bazw   плоскость ещё и сдвину-

лась на число b . 

Перечислим и некоторые другие функции комплексного пе-

ременного. 

Дробно-линейная функция 
dcz

baz
w




 .  

Степенная функция 
nzw   и её частные случаи при различ-

ных n .  

Дробно-рациональная функция  

01

1

1

01

1

1

...

...

bzbzbzb

azazaza
w

n

n

n

n

n

n

n

n












 . 

Показательная функция 
iyxiyxz eeeew  

.  

Логарифмическая функция  

iArgzzkzizLnzw  ln)2(argln  

и её главное значение  

zizzw arglnln  . 

Тригонометрические функции комплексного переменного  

i

ee
z

iziz

2
sin


 , 

2
cos

iziz ee
z


 , 

)(cos

sin
tg

iziz

iziz

eei

ee

z

z
z








 , 

iziz

iziz

ee

eei

z

z
z










)(

sin

cos
ctg . 

Гиперболические функции  

2
sh

zz ee
z


 , 

2
ch

zz ee
z


 , 

zz

zz

ee

ee

z

z
z










ch

sh
th , 

zz

zz

ee

ee

z

z
z










sh

ch
cth . 
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Функции обратные к тригонометрическим и гиперболиче-

ским.  

Функция Жуковского 









z
zw

1

2

1
. 

1.3.7. Решить уравнение 2cos z ;  

Так как 2cos z , то 2
2


 iziz ee

. Следовательно, 

4 iziz ee . Умножая обе части равенства на ize  получаем 

0142  izzi ee . Это квадратное уравнение относительно ize . 

Решая его получаем 32ize  или 32ize .  

Из первого соотношения получаем 

 )2)32(arg(32ln)32( kiLniz  

ik 232ln . Поэтому 32ln2  ikz .  

Из второго соотношения имеем 

 )2)32(arg(32ln)32( kiLniz  

ik 232ln . Поэтому 32ln2  ikz . 

1.4. Предел функции комплексного переменного,  

непрерывность 

Отметим, что понятие предела функции комплексного пере-

менного совпадает с понятием предела функции действительно-

го переменного и вводится так же. 

Понятие непрерывности также совпадает с понятием непре-

рывности функции действительного переменного. 

Отметим, что z  есть длина радиус-вектора точки z , кото-

рая равна расстоянию от точки z  до начала координат, следова-

тельно, 01 zz   есть расстояние между точками 1z  и 0z . Множе-

ства на комплексной плоскости заданные соотношениями 

Rzz  0 , Rzz  0  есть соответственно окружность радиуса 
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R  с центром в точке 0z  и внутренность круга радиуса R  с цен-

тром в точке 0z . 

Определение 1. Окрестностью конечной точки 0z  на ком-

плексной плоскости назовем любое множество, содержащее не-

который круг Rzz  0 .  

Окрестность точки 0z  будем обозначать )( 0zU .  

Определение 2. Окрестностью бесконечно удаленной точки 

  в C  (обозначаемой )(U ) назовем внешность некоторого 

круга, т.е. множество точек, не принадлежащих этому кругу. 

Симметричной окрестностью точки   назовем внешность сим-

метричного относительно начала координат круга.  

Определение 1. Число СBiA   называется пределом 

функции f  при z , стремящемся к 0z  )( 0zz  , если для всякой 

окрестности )( BiAU   точки BiA  существует проколотая 

окрестность )( 0zV П  точки 0z  такая, что для всякой точки z , 

принадлежащей )( 0zV П  ))(( 0zVz П , имеет место включение 

)()( BiAUzf   ))())((( 0 BiAUzVf П  .  

Определение 3. Число BiA  называется пределом функции 

f  при 0zz   ( )(lim
0

zfBiA
zz

 ), если для всякого 0  суще-

ствует 0  такое, что из выполнения неравенства 

 00 zz  следует справедливость неравенства 

 )()( BiAzf  

(  )()(0:00 0 BiAzfzz ).  

Определение 1. Функция f  называется непрерывной в точке 

0z , если f  определена в этой точке и )()(lim 0
0

zfzf
zz




. Функ-

ция, непрерывная в каждой точке некоторой области, называет-

ся непрерывной в этой области.  

Вспоминая определение предела с помощью окрестностей и 

неравенств, определение непрерывности функции в точке мож-

но записать в следующем виде.  
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Определение 2. Функция f  называется непрерывной в точке 

0z , если f  определена в этой точке и для всякой окрестности 

))(( 0zfU  точки )( 0zf существует окрестность )( 0zV  точки 0z  

такая, что для всех )( 0zVz  имеет место включение 

))(()( 0zfUzf  , или, что то же самое, если для всякой окрест-

ности ))(( 0zfU  точки )( 0zf  множество решений включения 

))(()( 0zfUzf   или некоторая его часть содержит окрестность 

точки 0z .  

На языке неравенств это же определение для комплексно-

значной функции одной комплексной переменной имеет сле-

дующий вид.  

Определение 3. Функция f  называется непрерывной в точке 

0z , если она определена в этой точке и для всякого 0  суще-

ствует 0  такое, что для всех z , удовлетворяющих неравен-

ству  0zz , выполнено неравенство  )()( 0zfzf , или, 

что то же самое, если для всякого 0  множество решений не-

равенства  )()( 0zfzf  или некоторая его часть содержит 

окрестность точки 0z .  

Величину 0zzz   называют приращением аргумента, а 

)()( 0zfzff   - приращением функции при переходе из точ-

ки 0z  в точку z . 

Определение 3 может быть сформулировано и на языке при-

ращений. 

Определение 4. Функция f  называется непрерывной в точке 

0z , если она определена в этой точке и из условия 0z  сле-

дует, что 0f . 

Отметим некоторые результаты, связанные с понятием пре-

дела и непрерывности функции комплексного переменного. 

Теорема 1.4.1. Для того, чтобы комплексное число BiA  

было пределом функции f  при z , стремящемся к 0z , необхо-

димо и достаточно, чтобы 
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Ayxuzf
yxyxyxyx




),(lim)(Relim
),(),(),(),( 0000

, 

Byxvzf
yxyxyxyx




),(lim)(Imlim
),(),(),(),( 0000

. 

Теорема 1.4.2. Для того, чтобы функция f  была непрерыв-

на в точке 000 iyxz  , необходимо и достаточно, чтобы функ-

ции ),()(Re yxuzf   и ),()(Im yxvzf   были непрерывны в 

точке ),( 00 yx . 

Аналогичные результаты с некоторыми поправками имеют 

место для модуля и аргумента функции f . 

1.5. Голоморфные (аналитические) функции  

комплексного переменного, геометрический смысл  

модуля и аргумента производной 

Пусть G и D – области на комплексной плоскости и f  – 

отображение из G  в D  ( DGf : ). Говорят, что функция f  

дифференцируема в точке Gz 0 , если существует число BiA  

такое, что приращение )()( 0zfzf   функции f  можно пред-

ставить в виде  

  )()()()( 000 zzzzBiAzfzf   

для всех z  из некоторой окрестности точки 0z , где бесконечно 

малая функция )( 0zz   имеет в точке 0z  более высокий по-

рядка малости, чем 0zz  , то есть 0
)(

lim
0

0

0






 zz

zz

xx
. Если f  

дифференцируема в точке 0z , то, как и в случае функций дейст-

вительного переменного, BiA  является производной функции 

f  в точке и 
0

0
0

)()(
lim)(

0 zz

zfzf
zf

zz 





. 

Так же, как и для действительнозначной функции действи-

тельного переменного, справедлив следующий результат.  
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Теорема. Для того, чтобы функция ),(),()( yxivyxuzf   

была дифференцируема в точке 000 iyxz   необходимо и дос-

таточно, чтобы она имела конечную производную в этой точке. 

Доказательство повторяет соответствующее доказательство 

для действительнозначной функции действительного перемен-

ного.  

Заметим, что для отображений из 
2R  в 

2R  существование 

производной не достаточно для дифференцируемости функции, 

нужно, чтобы производная существовала в некоторой окрестно-

сти точки и была непрерывна в этой точке. 

Теорема (Коши-Риман). Для того, чтобы функция 

),(),()( yxivyxuzf   была дифференцируема в точке 

000 iyxz   необходимо и достаточно, чтобы выполнялись ус-

ловия Коши-Римана  




























.
),(),(

,
),(),(

x

yxv

y

yxu

y

yxv

x

yxu

 

Доказательство. Если f  дифференцируема в точке Gz 0 , 

то приращение )()( 0zfzf   функции f  можно представить в 

виде  

  )()()()( 000 zzzzBiAzfzf   

для всех z  из некоторой окрестности точки 0z , где бесконечно 

малая функция )( 0zz   имеет в точке 0z  более высокий по-

рядка малости, чем 0zz  . Вспоминая, что  

    ),(),(),(),()()( 00000 yxivyxuyxivyxuzfzf

   ),(),(),(),( 0000 yxvyxviyxuyxu  , 

)()()()( 00000 yyixxiyxiyxzz  , 

можем записать  
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    ),(),(),(),()()( 00000 yxvyxviyxuyxuzfzf

),()(
),(

)(
),(

),()(
),(

)(
),(

000
00

0
00

000
00

0
00

yyxxiyy
y

yxv
xx

x

yxv
i

yyxxyy
y

yxu
xx

x

yxu









































, 

с одной стороны, и  

   )()()()( 000 zzzzBiAzfzf

    )()()( 000 zzyyixxBiA

   ImRe)()()()( 0000 iyyAxxBiyyBxxA , 

с другой стороны. Сравнивая крайние части, получаем выпол-

нимость условий Коши-Римана. Предполагая, что имеют место 

условия Коши-Римана и проделывая вычисления в обратном 

порядке, получаем, что функция дифференцируема в точке 0z . 

Заметим, что функцию ),(),()( yxivyxuzf   формально 

можно считать функцией переменных z  и z , так как 
2

zz
x


 , 

i

zz
y

2


 , и поэтому можем записать 








 








 


i

zzzz
iv

i

zzzz
uyxivyxuzf

2
,

22
,

2
),(),()( . 

Рассматривая производную 
z

zf



 )(
, приходим к выводу, что 

условие 0
)(






z

zf
 является эквивалентным условиям Коши-

Римана. То есть, функция )(zf  дифференцируема в точке 0z  

тогда и только тогда, когда производная функции по комплекс-

но сопряженному аргументу равна нулю, то есть 0
)(






z

zf
. 

Определение. Функция f  называется голоморфной (анали-

тической) в точке Gz 0 , если f  дифференцируема в точке 0z  
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и в некоторой ее окрестности и производная )(zf   непрерывна в 

точке 0z . 

Отметим некоторые свойства голоморфных (аналитических) 

функций: 

1) Основные элементарные функции голоморфны (анали-

тические) в своей области определения. 

2) Композиция (суперпозиция) и линейная комбинация ко-

нечного числа голоморфных (аналитических) функций 

является голоморфной функцией. 

3) Произведение конечного числа аналитических (голо-

морфных) функций есть функция аналитическая (голо-

морфная). 

4) Если знаменатель отличен от нуля, то отношение голо-

морфных (аналитических) функций есть функция голо-

морфная (аналитическая).  

Геометрический смысл модуля и аргумента  

производной 

Пусть функция f  дифференцируема в точке 0z . Тогда её 

приращение может быть записано в виде 

)())(()()( 0000 zzzzzfzfzf  , где )( 0zz   есть бес-

конечно малая более высокого порядка малости, чем 0zz  . 

Это соотношение можно переписать в виде 

  )()()()()( 00000 zzzfzzfzzfzf  . Положим 

)()( 000 zfzzfb  . Тогда )()()( 00 zzbzzfzf  . Срав-

нивая с линейной функцией bazw   приходим к выводу, что 

модуль производной )( 0zf   есть коэффициент линейного рас-

тяжения при отображении f  в точке 0z , а аргумент произ-

водной )(arg 0zf   равен углу поворота при отображении f  лю-

бого направления исходящего из точки 0z . 
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Гармонические функции.  

Гармоничность действительной и мнимой частей  

аналитической (голоморфной) функции 

Функция ),( yxu  называется гармонической, если она удов-

летворяет уравнению Лапласа 0
),(),(

2

2

2

2











y

yxu

x

yxu
. Пока-

жем, что действительная и мнимая части голоморфной (анали-

тической) функции являются гармоническими функциями. 

Дифференцируя обе части первого условия Коши-Римана по 

по x , а второго условия по y , получаем 

























































.
),(),(

,
),(),(

2

2

2

2

x

yxv

xy

yxu

y

yxv

yx

yxu

 

Складывая первый результат со вторым и учитывая равенст-

во смешанных производных (в случае их непрерывности), полу-

чаем, что действительная часть голоморфной функции удовле-

творяет уравнению Лапласа, то есть является функцией гармо-

нической. Аналогично, дифференцируя обе части первого усло-

вия Коши-Римана по y , а второго условия по x , и складывая 

результаты, получаем, что и мнимая часть есть функция гармо-

ническая. 

1.5. Интеграл от функции комплексного переменного 

Определение. Пусть в комплексной плоскости задана не-

прерывная кусочно-гладкая кривая L  и на L  – функция ком-

плексного переменного )(zf . Разобьем L  на части точками 

nzzz ,...,, 10  и внутри каждого элементарного участка кривой вы-

берем по точке 110 ,...,,  n . Найдем значения функции в точках 

110 ,...,,  n , умножим полученные значения на kkk zzz  1  и 
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просуммируем. Предел полученных сумм 





1

0

)(
n

k

kkn zf  по 

всевозможным разбиениям, если он существует, не зависит от 

способа разбиения кривой на части и выбора точек внутри каж-

дого элементарного участка кривой при условии, что k
nk

z
 10

max  

стремится к нулю, называется криволинейным интегралом от 

функции комплексного переменного и обозначается 
L

dzzf )( . 

Так как  

kkk i , kkk yixz  , ),(),()( kkkkk ivuf  , 

то можем записать 

   








1

0

1

0

),(),()(
n

k

kkkkkk

n

k

kkn yixivuzf  

 




1

0

),(),(
n

k

kkkkkk yvxu  

 





1

0

),(),(
n

k

kkkkkk yuxvi . 

Переходя в этом соотношении к пределу по всевозможным 

разбиениям, получаем что  

 

LLL

dyyxudxyxvidyyxvdxyxudzzf ),(),(),(),()( , 

то есть интеграл по кривой L  от функции f  комплексного пе-

ременного представляет собой сумму двух криволинейных ин-

тегралов 2-го рода от функций действительного переменного.  

Пусть кривая L  задана параметрически 








),(

),(

tyy

txx
],[ 21 ttt  

на вещественной плоскости 
2R  и является гладкой или кусочно-

гладкой. Тогда интеграл от функции комплексного переменного 

может быть посчитан по формуле 

   
2

1

)()(),(()()(),(()(

t

tL

dttytytxvtxtytxudzzf  
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  
2

1

)()(),(()()(),((

t

t

dttytytxutxtytxvi . 

Кривую 








),(

),(

tyy

txx
],[ 21 ttt  можно записать в комплексной 

форме ],[),()()( 21 ttttiytxtz  . Учитывая, что dttxtdx )()(  , 

dttytdy )()(  , dttyitxdttzdz ))()(()(  , формулу для вы-

числения интеграла от функции комплексного переменного мо-

жем записать в виде  

 
2

1

)())(()(

t

tL

dttztzfdzzf . 

Заметим, что, если подынтегральная функция голоморфна 

(аналитична), то интеграл не зависит от пути интегрирования, а 

зависит от начальной и конечной точек и, следовательно, для 

аналитических функций, справедлива формула Ньютона-

Лейбница 

   AB

z

zL

zFzFdzzfdzzf
B

A

  )()( , 

где L  - любая кривая, соединяющая точки Az  и Bz . 

Свойства интеграла от комплексной функции комплексного 

переменного. 

1.  

LLL

dzzgdzzfdzzgzf )()())()(( . 

2.  

LL

dzzfdzzf )()( . 

3. Пусть L  кривая на комплексной плоскости, соединяющая 

точки A  и B , тогда  

BAAB

dzzfdzzf )()( . 

4.  

LL

dszfdzzf )()( , где ds  есть дифференциал длины 

дуги.  
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5. Если функция f  ограничена на L , есть Mzf )( , то 

LMdzzf

L

 )( , где L  длина кривой L . 

1.6. Теоремы Коши для односвязной и многосвязной 

областей. Интегральная формула Коши 

Теорема (Коши для односвязной области). Пусть f  голо-

морфная (аналитическая) функция в односвязной области G . 

Тогда для любого замкнутого контура C , целиком лежащего в 

G , 0)( 
C

dzzf . Если в дополнение к сказанному f  непре-

рывна в замыкании GG   области G , то вместо контура C  

можно поставить границу G  области G , то есть 0)( 
G

dzzf . 

Доказательство. Интеграл от функции комплексного пере-

менного, как показано ранее, имеет вид 

 

CCC

dyyxudxyxvidyyxvdxyxudzzf ),(),(),(),()( . 

Условия Коши-Римана есть ничто иное, как условия незави-

симости криволинейного интеграла второго рода от пути интег-

рирования. А так как кривая, по которой ведётся интегрирова-

ние, замкнута, то интеграл по этой кривой равен нулю. 

Теорема (Коши для многосвязной области). Пусть f  голо-

морфная (аналитическая) функция в многосвязной области G  

ограниченной контуром C  и непересекающимися контурами 

nCCC ,...,, 21 , лежащими внутри контура C , и непрерывна в за-

мыкании nCCCCG  ...21  области G . Тогда 

 



n

k CC k

dzzfdzzf
1

)()( .  

Доказательство. Ограничимся случаем 2n . Соединим 

контур C  с контурами 1C  и 2C  линиями AB  и 

DE  как показано на рисунке. Тогда область огра-

ниченная контуром  
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DAEDCDEADBACABL  
21  

будет односвязной и по интегральной теореме Коши для одно-

связной области интеграл 0)( 
L

dzzf . Так как интеграл по кри-

вой равен сумме интегралов по её частям, то  



 









DAEDCDE

ADC BAABL

dzzfdzzfdzzfdzzf

dzzfdzzfdzzfdzzfdzzf

)()()()(

)()()()()(

2

1
 

Далее  

BAAB

dzzfdzzf )()( ,  

EDDE

dzzfdzzf )()( , 

CDAAD  , поэтому 0)()()(

21

 
 ССС

dzzfdzzfdzzf , что и 

завершает доказательство. 
Интегральные формулы Коши 

Пусть f  голоморфная (аналитическая) функция в односвяз-

ной области G  и 0z  точка, лежащая внутри G . Тогда  

 


C

dz
zz

zf

i
zf

0

0

)(

2

1
)( , или )(2

)(
0

0

0 zifdz
zz

zf

C


 , 

где С  - любой замкнутый контур целиком лежащий в G  и со-

держащий точку 0z  внутри себя. Если в дополнение функция f  

непрерывна в замыкании G , то вместо С  можно поставить гра-

ницу области G . 

Доказательство. Пусть 0z  произвольная точка, лежащая в 

области G . Пусть   окружность с центром в точке 0z  и радиуса 

  целиком лежащая внутри контура С . Рассмотрим функцию 

0

0 )()(
)(

zz

zfzf
z




 . Эта функция является ана-

литической всюду, кроме точки 0z . Так как 

)(
)()(

lim)(lim 0

0

0

00

zf
zz

zfzf
z

zzzz








, то доопре-
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делим функцию )(z  в точке 0z  положив )()( 00 zfz  . Так 

определённая функция будет непрерывна в G , следователь-

но, ограничена на контуре   и внутри  . Так как )(z  анали-

тическая в двусвязной области, ограниченной контурами 
С  и  , то по теореме Коши для этой двусвязной области 




 dzzdzz

C

)()( . То есть интеграл не зависит от контура 

 . С другой стороны, 


2)( Mdzz , где 2  длина окруж-

ности  . Из последнего следует, что 

02lim)(lim
00





  Mdzz . Это может быть только в случае, 

если 0)( 
C

dzz . Далее, 





 



dz
zz

zfzf
dzzdzz

C 0

0 )()(
)()(0

)(2
)()()(

0

00

0

0

zifdz
zz

zf
dz

zz

zf
dz

zz

zf









 



. 

Выписывая крайние части соотношения и учитывая, что по 

теореме Коши для двусвязной области  



 C

dz
zz

zf
dz

zz

zf

00

)()(
, 

получаем справедливость теоремы. 
Пусть L  непрерывная кусочно гладкая кривая и функция f  

непрерывна на этой кривой. Функция 

 


L

dt
zt

tf

i
zF

)(

2

1
)(  называется интегралом 

типа Коши. Покажем, что эта функция голо-

морфная (аналитическая) во всех точках не лежащих на кривой 
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L . Для этого оценим разность между 
h

zFhzF )()( 
 и 

  
L

dt
zt

tf

i 2

)(

2

1
. Имеем  

 






 

L

dt
zt

tf

ih

zFhzF
2

)(

2

1)()(
 

 























 

LLL

dt
zt

tf

i
dt

zt

tf

i
dt

hzt

tf

ih 2

)(

2

1)(

2

1)(

2

11

 
dt

zt

tf

zt

tf

hhzt

tf

hi
L

 

























2

)()(1)(1

2

1
 

Приводя к общему знаменателю, получаем 

       
  





















  dt

zthzth

hzthhztztzttf

i
L

2

2
)(

2

1

        
  





















  dt

zthzth

hzthzthztzttf

i
L

2

222
)(

2

1

     
dt

zthzt

htf

i
dt

zthzth

htf

i
LL

 
































22

2 )(

2

1)(

2

1
. 

Получим то же самое, если раскроем в числителе подынте-

грального выражения скобки и приведём подобные. 

Так как функция f  непрерывна на кривой L , то по теореме 

Вейерштрасса она ограничена на этой кривой. Пусть M  кон-

станта, ограничивающая f , то есть Mtf )(  для всех Lt . 

Обозначим через L  длину кривой L , через d2  расстояние от 

точки z  до кривой и возьмём dh  . Тогда  

  22
4dzt  , dhdhzthzt  2  

   332 84

)(

2

1)(

2

1

d

LhM
ds

d

htf
dt

zthzt

htf

i
LL

























  . 
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Устремляя h  к нулю, получаем 

  






L

h
dt

zt

tf

ih

zFhzF
zF

20

)(

2

1)()(
lim)( . 

Абсолютно так же показывается, что  

  






L

h
dt

zt

tf

ih

zFhzF
zF

30

)(

2

!2)()(
lim)( , 

  



 





L

n

nn

h

n dt
zt

tf

i

n

h

zFhzF
zF

1

)1()1(

0

)( )(

2

!)()(
lim)( . 

Таким образом, мы получили, что функция определяемая 

интегралом типа Коши обладает производными любого порядка 

в каждой точке не лежащей на кривой L  и все эти производные 

есть функции аналитические (голоморфные) в этих точках. 

Так как функция определяемая интегральной формулой Ко-

ши  


C

dz
zz

zf

i
zf

0

0

)(

2

1
)(  является частным случаем интеграла 

типа Коши, то она тоже обладает производными любого поряд-

ка во всех точках лежащих внутри контура C  которые вычис-

ляются по формулам 

  




C

n

n dz
zz

zf

i

n
zf

1

0

0
)( )(

2

!
)( , или 

 
)(

!

2)(
0

)(

1

0

zf
n

i
dz

zz

zf n

C

n




 
, 

где C  - любой замкнутый контур целиком лежащий в G  и со-

держащий точку z  внутри. Если в дополнение к сказанному f  

непрерывна в замыкании GG   области G , то вместо конту-

ров C  можно поставить границу G  области G . 
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2. Представление функций рядами 

2.1. Числовые ряды 

Всюду, где введено понятие суммы двух объектов мы можем 

рассматривать суммы конечного числа элементов. Если опера-

ция сложения ассоциативна, то скобки можно опустить, и в та-

ком случае у нас однозначно определено выражение 

n

n

k

k aaaa 


...21

1

. Вызывает интерес распространение по-

нятия суммы на бесконечное число слагаемых и выяснения ус-

ловий сохранения свойств конечных сумм. 

Назовём выражение 


1n

na  рядом, na  - общим членом ряда. 

В качестве слагаемых чаще всего рассматривают числа, и тогда 

ряд называется числовым, функции и тогда ряд называется 

функциональным. Можно рассматривать так же ряды из векто-

ров, но так как операции сложения векторов сводятся к опера-

циям сложения их координат, принципиально нового не получа-

ется. Вначале будем рассматривать числовые ряды. 

Вместе с рядом 


1n

na  рассмотрим последовательность 

n

n

k

kn aaaaS 


...21

1

 которая называется последователь-

ностью частичных сумм ряда и составлена из суммы первых n  

членов ряда. 

Определение. Если существует и конечен предел n
n

S


lim  

частичных сумм n

n

k

kn aaaaS 


...21

1

 ряда, то будем го-

ворить, что ряд сходится и называется сходящимся, если же этот 

предел не существует или равен  , то будем говорить, что ряд 

расходится и называется расходящимся.  
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Пример. Выяснить сходимость ряда 


 2
2

1

n nn
.  

Так как 
nnnn

an

1

1

12
2







 , то 





n

k

n
nn

S
2

2

2
 

nnn

1
1

1

1

1
...

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
1 


 . Находя предел час-

тичных сумм, получаем 1lim 


n
n

S . Следовательно, ряд сходится 

и его сумма равна 1 . 

Отметим аналог свойства несобственных интегралов, яв-

ляющегося весьма полезным при изучении рядов.  

Теорема. Ряды 


1n

na  и 1, 




pa
pn

n  либо оба сходятся, либо 

оба расходятся.  

Говоря другими словами, отбрасывание конечного числа 

членов ряда не влияет на его сходимость. 

Доказательство. При 1p  это один и тот же ряд и доказы-

вать нечего. При 1p  обозначим через nS  частичную сумма 

ряда 


1n

na , а через n  сумму npp

n

pk

kn aaaa  



 ...1 . То-

гда n

p

k

k

n

pk

k

p

k

k

n

k

kn aaaaS  








1

1

1

11

. Так как 




1

1

p

k

ka  конеч-

ное число, то существование предела слева влечёт сущест-

вование предела справа и наоборот. Теорема доказана. 
Рассмотрим случай, когда членами ряда являются комплекс-

ные числа. Тогда  

  


n

k

kk

n

k

kn aiaaS
11

ImRe

nn

n

k

k

n

k

k SiSaia ImReImRe
11

 


. 
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Переходя к пределу при n  стремящемся к  , получаем, что ряд 

 









11

ImRe
n

nn

n

n aiaa  сходится тогда и только тогда, когда 

сходятся ряды 


1

Re
n

na , 


1

Im
n

na  составленные из действи-

тельных и мнимых частей членов ряда и при этом 















111

ImRe
n

n

n

n

n

n aiaa  

Вспоминая определение предела последовательности на 

языке неравенств, можем сформулировать определение сходи-

мости ряда с помощью неравенств. 

Определение. Будем говорить, что ряд 


1n

na  сходится и на-

зывается сходящимся, если существует и конечен предел 

n
n

SS


 lim  частичных сумм ряда, то есть если для всякого 0  

существует номер )(N  такой, что для всех )( Nn  выполне-

но неравенство  nSS , или, что тоже самое, 


 1nk

ka . 

Выражение 





1nk

kn aR  называется остатком ряда. 

Проводя аналогии с пределом последовательности, можем 

сформулировать критерий Коши сходимости ряда, который вы-

глядит следующим образом. 

Теорема (критерий Коши сходимости ряда). Для того, 

чтобы ряд 


1n

na  сходился, необходимо и достаточно, чтобы для 

всякого 0  существовал номер )(N  такой, что для всех 

)( Nn  и 1p  выполнялось неравенство 




pn

nk

ka
1

. 
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Следствие (необходимый признак сходимости ряда). Если 

ряд сходится, то предел общего члена ряда существует и равен 

нулю, то есть 0lim 


n
n

a . 

Получается из критерия Коши при 1p . 

Необходимый признак сходимости ряда является полезным, 

когда нужно доказать расходимость ряда, так как он эквивален-

тен следующему результату. 

Следствие (необходимый признак сходимости ряда в 

альтернативной форме). Если предел общего члена ряда не 

существует или 0lim 


n
n

a , то ряд расходится. 

Следует из того, что утверждение «предложение A  влечёт 

выполнение предложения B » эквивалентно утверждению «от-

рицание предложения B  влечёт выполнение отрицания предло-

жения A » ( )()( ABBA  , через A  обозначено от-

рицание утверждения A ).  
Утверждение обратное необходимому признаку сходимости 

неверно, то есть из равенства нулю предела общего члена ряда 

вовсе не следует его сходимость. Для доказательства достаточно 

привести пример ряда, общий член которого стремится к нулю 

при n  стремящемся к  , а ряд расходится. Классическим при-

мером является гармонический ряд ...
1

...
2

1
1

1

1





nn

n

. Об-

щий член этого ряда 
n

1
 стремится к нулю при n  стремящемся 

к  . Докажем, что этот ряд расходится. Рассмотрим сумму 

nnnk

n

nk 2

1
...

2

1

1

112

1










. Заменим в этой сумме все сла-

гаемые на последнее 
n2

1
. Так как оно самое маленькое, то 

сумма от этого только уменьшится, поэтому можно запи-

сать 
2

1

2

1

2

11 2

1

2

1

 
 n

n
nk

n

nk

n

nk

. Далее, 11 S , 
2

1
12 S , 
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2
2

1

4

1

3

1
224  SSS , 

2

5

2

1

8

1

7

1

6

1

5

1
448  SSS . 

Таким образом, последовательность ,...,...,,,
2421 kSSSS  явля-

ется возрастающей и каждый последующий член этой по-

следовательности больше предыдущего на число большее 

чем 
2

1
 и поэтому предел этой последовательности равен 

 . Таким образом мы доказали, что гармонический ряд расхо-

дится. 

Риман доказал, что не для всех рядов можно переставлять 

слагаемые. Выяснение вопроса о том, когда можно переставлять 

члены ряда приводит нас к необходимости введения нового по-

нятия. 

Определение. Ряд называется абсолютно сходящимся, если 

сходится ряд из модулей, то есть сходится ряд 


1n

na . 

Теорема. Если ряд сходится абсолютно, то он сходится.  

Доказательство. Если ряд сходится абсолютно, то выпол-

нен критерий Коши для ряда 


1n

na , то есть для всякого 0  

существует номер )(N  такой, что для всех )( Nn  и 1p  

выполняется неравенство 




pn

nk

ka
1

 (внешний знак модуля 

опущен, так как слагаемы положительны). Так как по свойствам 

модуля 









pn

nk

k

pn

nk

k aa
11

, то критерий Коши выполнен и для ряда 




1n

na , поэтому исходный ряд сходится. 

Обратное доказанному утверждению не верно. То есть име-

ются ряды сходящиеся и не сходящиеся абсолютно. Об этом 

поговорим несколько позднее. 
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Определение. Ряд называют условно сходящимся, если он 

сходится и не сходится абсолютно. 

Отметим также, что для знакоположительных рядов с дейст-

вительными членами понятия сходимости и абсолютной сходи-

мости совпадают. 

Для рядов с комплексными членами  

 









11

ImRe
n

nn

n

n aiaa  

абсолютная сходимость ряда 


1n

na  эквивалентна одновремен-

ной абсолютной сходимости рядов 


1

Re
n

na  и 


1

Im
n

na  соот-

ветственно из действительных и мнимых частей общего члена 

ряда. 

Это следует из цепочки неравенств aaaa  Im,Re , 

aaa ImRe   и теоремы сравнения, доказываемой ниже. 

Достаточные признаки сходимости могут быть сформулиро-

ваны как в терминах абсолютной сходимости, так и в терминах 

сходимости знакоположительных рядов с действительными 

членами. 

Признак сравнения. Этот признак имеет непредельную 

(конечную) и предельную формы. 

Непредельная форма признака сравнения. Пусть имеется 

два ряда 


1n

na  (1) и 


1n

nb  (2). Если, начиная с некоторого но-

мера выполняются неравенства 
nn ba  , то из абсолютной схо-

димости ряда (2) следует абсолютная сходимость ряда (1) и из 

абсолютной расходимости ряда (1) следует абсолютная расхо-

димость ряда (2). 

Доказательство. Не умаляя общности можно считать, что 

неравенство nn ba   выполняется, начиная с 1n . Действи-

тельно, отбрасывание конечного числа членов ряда не влияет на 

его сходимость, поэтому отбросив члены, для которых это нера-
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венство не выполнено и перенумеровав, получаем для новых 

двух рядов, что соответствующее неравенство выполняется с 

номера 1n . Пусть ряд (2) абсолютно сходится, то есть сходит-

ся ряд 


1n

nb . Обозначим через nS  частичные суммы ряда 




1n

na , а через n  частичные суммы ряда 


1n

nb . В силу выпол-

нения неравенства 
nn ba   имеем  



n

n

k

k

n

k

kn baS
11

, 

где через   обозначена сумма ряда 


1n

nb . Таким образом, по-

следовательность nS  частичных сумм ряда 


1n

na  является воз-

растающей ограниченной сверху последовательностью и поэто-

му имеет предел. То есть ряд 


1n

na  сходится. С другой сторо-

ны, если ряд 


1n

na  расходится, то, в силу положительности его 

членов, 


n
n

Slim  и так как n

n

k

k

n

k

kn baS  
 11

, то и 




n
n
lim . Следовательно, ряд 



1n

nb  расходится. Теорема до-

казана. 

Предельная форма признака сравнения. Пусть имеется два 

ряда 


1n

na  (1) и 


1n

nb  (2). Если K
b

a

n

n

n



lim , 0K , K , то 

либо оба ряда абсолютно сходятся либо абсолютно расходятся.  
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Доказательство. Так как K
b

a

n

n

n



lim , то для любого 0  

существует номер )(N  такой, что для всех )( Nn  выполне-

но неравенство K
b

a

n

n , или  K
b

a

n

n , следователь-

но  K
b

a
K

n

n . Поэтому  

    nnn bKabK                          (4). 

Дальнейшее следует из теоремы сравнения в непредельной 

(конечной) форме. Действительно, если ряд (2) абсолютно схо-

дится, то используя правую часть   nn bKa   неравенства 

(4), заключаем, что и ряд (1) абсолютно сходится. Далее, если 

абсолютно сходится ряд (1), то используя левую часть 

  nn abK   неравенства (4) заключаем, что и ряд (2) абсо-

лютно сходится. Аналогично, если ряд (2) абсолютно не сходит-

ся, то используя левую часть   nn abK   неравенства (4), 

заключаем, что и ряд (1) не является абсолютно сходящимся. 

Далее, если ряд (1) абсолютно не сходится то используя правую 

часть   nn bKa   неравенства (4) заключаем, что и ряд (2) 

абсолютно не сходится. Теорема доказана. 

Отметим, что также как и в несобственных интегралах 1-

го рода удобно в качестве эталонного ряда применять обоб-

щённый гармонический ряд 





1

1

n n
 который при 1  расхо-

дится, а при 1  сходится. 

Интегральный признак (Коши). Пусть для ряда 


1n

na  

удаётся подобрать монотонную действительнозначную функ-

цию f  действительного аргумента так, что nanf )( . Тогда 
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из сходимости интеграла 


1

)( dxxf  следует абсолютная сходи-

мость ряда 


1n

na , а их расходимости интеграла 


1

)( dxxf  сле-

дует, что ряд 


1n

na  не является абсолютно сходящимся. 

Доказательство. Обозначим через nS  частичную сумму ря-

да 


1n

na . Так как f  монотонная и 

0)( xf , то имеет место оценка 

n

n

n SdxxfaS  
1

1 )( . Пусть инте-

грал 


1

)( dxxf  сходится. Тогда из левой части 

n

n dxxfaS

1

1 )(  

полученной оценки следует, что ряд 


1n

na  сходится, то есть из 

сходимости интеграла следует абсолютная сходимость исходно-

го ряда. Если исходный ряд сходится абсолютно, то есть схо-

дится ряд 


1n

na , то из правой части n

n

Sdxxf 
1

)(  оценки полу-

чаем сходимость интеграла 


1

)( dxxf . Аналогично, если инте-

грал 


1

)( dxxf  расходится, то из правой части n

n

Sdxxf 
1

)(  по-

лученной оценки следует, что ряд 


1n

na  расходится, то есть из 

расходимости интеграла следует, что исходный ряд не сходится 

абсолютно. Если исходный ряд не сходится абсолютно, то есть 
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не сходится ряд 


1n

na , то из левой части 

n

n dxxfaS

1

1 )(  

оценки получаем расходимость интеграла 


1

)( dxxf . Теорема 

доказана. 

Признак Даламбера в непредельной форме. Если начиная 

с некоторого номера 11  q
a

a

n

n , то ряд 


1n

na  абсолютно схо-

дится, если 11  q
a

a

n

n , то ряд расходится. 

Доказательство. Если 11  q
a

a

n

n , то nn aqa 1 , 

1 nn aqa , …, 12 aqa  . Соединяя вместе, получаем 

11
2

1 ... aqaqaqa n
nnn   . 

Ряд 






1

1
1

n

n aq  есть сумма членов геометрической прогрес-

сии с первым членом 1a  и знаменателем 10  q , следова-

тельно, сходится. Поэтому по признаку сравнения исход-

ный ряд сходится абсолютно. 

Если 11  q
a

a

n

n , то nn aa 1  и поэтому 0lim 


n
n

a  и из-

за нарушения необходимого признака сходимости ряд расходит-

ся.  

Признак Даламбера в предельной форме. Если 

q
a

a

n

n

n




1lim , то при 1q  ряд 


1n

na  абсолютно сходится, при 

1q  ряд расходится (при 1q  0lim 


n
n

a ), при 1q  признак 
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Даламбера ответа не даёт, то есть имеются как сходящиеся, так 

и расходящиеся ряды, для которых 1q . 

Доказательство. Так как q
a

a

n

n

n




1lim , то то для любого 

0  существует номер )(N  такой, что для всех )( Nn  

выполнено неравенство  q
a

a

n

n 1 , или   q
a

a

n

n 1 , 

следовательно   q
a

a
q

n

n 1 . Если 1q , то можем взять 

0  таким, чтобы q  было меньше 1 . Тогда по признаку 

Даламбера в непредельной (конечной) форме ряд абсолютно 

сходится. Если 1q , то можем взять 0  таким, чтобы 

q  было больше 1. Тогда по признаку Даламбера в непре-

дельной (конечной) форме ряд расходится.  

Радикальный признак Коши в непредельной форме. Если 

начиная с некоторого номера 1 qan
n

, то ряд 


1n

na  абсо-

лютно сходится, если 1 qan
n

, то ряд расходится.  

Доказательство. Если 1 qan
n , то n

n qa  . Ряд 


1n

nq  

есть сумма членов геометрической прогрессии с первым членом 

1 и знаменателем 10  q , следовательно, сходится. По-

этому по признаку сравнения исходный ряд сходится абсо-

лютно. Если 1 qan
n

, то n
n qa   и поэтому 0lim 


n

n
a  и 

из-за нарушения необходимого признака сходимости ряд расхо-

дится.  

Радикальный признак Коши в предельной форме. Если 

qan
n

n



lim , то при 1q  ряд 



1n

na  абсолютно сходится, при 
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1q  ряд расходится (при 1q  0lim 


n
n

a ), при 1q  признак 

Коши ответа не даёт, то есть имеются как сходящиеся, так и 

расходящиеся ряды, для которых 1q . 

Доказательство. Так как qan
n

n



lim , то для любого 0  

существует номер )(N  такой, что для всех )( Nn  выполне-

но неравенство  qan
n , или  qan

n , следова-

тельно  qaq n
n . Если 1q , то можем взять 0  

таким, чтобы q  было меньше 1. Тогда по радикальному 

признаку Коши в непредельной (конечной) форме ряд абсолют-

но сходится. Если 1q , то можем взять 0  таким, чтобы 

q  было больше 1. Тогда по радикальному признаку Ко-

ши в непредельной (конечной) форме ряд расходится. 

Следствием признака Дирихле является следующий признак. 

Признак Лейбница. Пусть дан знакочередующийся ряд 







1

1)1(
n

n
n a , 0na . Если начиная с некоторого номера 

1 nn aa  и 0lim 


n
n

a , то ряд сходится. При этом модуль остат-

ка не превосходит модуля первого отбрасываемого члена и по 

знаку совпадает с ним. 

Доказательство. Рассмотрим чётные и нечётные частичные 

суммы  

nn

n

k

k
k

n aaaaaS 21221

2

1

1
2 ...)1(  



  

и  

1221221

12

1

1
12 ...)1( 






  nnn

n

k

k
k

n aaaaaaS . 

Так как 12212   nnn aSS  и 012 na , то 122  nn SS . Далее, в си-

лу монотонности стремления к нулю общего члена ряда 
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02212   nn aa  и поэтому nnnnn SaaSS 22212222   . Сле-

довательно nS2  возрастающая последовательность.  

12122121221212 )(   nnnnnnnn SaaSaaSS  следова-

тельно 12 nS  убывающая последовательность, следовательно 

1112 aSS n  . 

Так как 122  nn SS , 12 aS n  , то следовательно, nS2  возрас-

тающая, ограниченная сверху последовательность, поэтому она 

имеет предел. Обозначим его S . Так как 12212   nnn aSS  и 

0lim 12 


n
n

a , то 122 limlim 


 n
n

n
n

SS .Следовательно ряд 







1

1)1(
n

n
n a  сходится. Рассмотрим остаток ряда. Имеем  

 





 ...)1( 322212

12

1
2 nnn

nk

k
k

n aaaaR  

...)( 322212   nnn aaa . 

В силу монотонности 0122  kk aa  для любого ,...2,1k . 

Поэтому, так как мы вычитаем не отрицательные числа, 

nR2  положительно и 122  nn aR . Аналогично,  

 






  ...)1( 3222

22

1
12 nn

nk

k
k

n aaaR  

...)(( 423222   nnn aaa . 

Из последнего заключаем, что 12 nR  отрицательно и 

2212   nn aR . Теорема доказана. 

2.2. Функциональные ряды 

Выражение 


1

)(
n

n zu  называется функциональным рядом, 

)(zun  - общим членом функционального ряда. Будем обозна-
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чать через 



n

k

kn zuzS
1

)()(  - частичную сумму ряда, через )(zS  

- сумму ряда. 

Определение. Будем говорить, что ряд 


1

)(
n

n zu  сходится к 

)(zS  в области D , если )()(lim zSzSn
n




 для всякого z  из D . 

С другой стороны, при каждом фиксированном z  функцио-

нальный ряд является числовым. Будем говорить, что ряд схо-

дится в точке z  из D , если сходится соответствующий число-

вой ряд.  

Множество тех z , в которых ряд 


1

)(
n

n zu  сходится, назо-

вём областью сходимости функционального ряда.  

Множество тех z , в которых ряд 


1

)(
n

n zu  абсолютно схо-

дится, назовём областью абсолютной сходимости функциональ-

ного ряда. Обычно искать область абсолютной сходимости 

проще. 

Так как при каждом фиксированном z  функциональный ряд 

является числовым, то для исследования сходимости функцио-

нальных рядов применяются признаки сходимости числовых 

рядов.  

Пример. Найти область сходимости ряда


1n

nz .  

Найдём область абсолютной сходимости ряда. Используя 

радикальный признак Коши, получаем 

zzzzzu
n

n n

n

n n

n

n
n

n



limlimlim)(lim . 

Таким образом, ряд сходится абсолютно при 1z  и расходится 

при 1z . При 1z  ни с помощью признака Коши, ни с помо-

щью признака Даламбера (показывается также) выяснить схо-

димость нашего ряда не удаётся. Рассмотрим ряд при 1z . Так 
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как 1z , то  iez ,  20 . Подставляя в ряд, получаем 

  









 
11 n

in

n

ni ee . Так как 1ine , то в силу нарушения необхо-

димого признак сходимости, ряд 






1n

ine  расходится. Таким об-

разом, ряд 


1n

nz  сходится при 1z  и расходится при 1z . 

Естественным образом возникает вопрос о наследовании 

суммой ряда )(zS  свойств членов ряда )(zun , таких как непре-

рывность, интегрируемость, дифференцируемость. Точнее, если 

члены ряда )(zun  непрерывны в области D , то будет ли непре-

рывной сумма ряда )(zS ; если члены ряда )(zun  интегрируемы 

на кривой L , лежащей в области D , то будет ли сумма ряда 

)(zS  интегрируема на этой кривой; если члены ряда )(zun  

дифференцируемы в области D , то будет ли дифференцируема 

сумма ряда )(zS ?  

Пример. На отрезке ]1,0[  вещественной прямой рассмотрим 

ряд 




 
1

1 )1(
n

n xx . Его частичные суммы есть xxS 1)(1 , 

2
2 )( xxS  , …, n

n xxS )( , ... Нетрудно видеть, что пределом 

этой последовательности частичных сумм, а следовательно и 

суммой ряда, будет функция 









.0,1

)1,0[,0
)(

xпри

xпри
xS  Эта функция 

терпит разрыв в точке 1x , в то время как члены ряда непре-

рывны на всей вещественной оси, следовательно и на отрезке 

]1,0[ . 

Таким образом, чтобы сумма ряда обладала теми же свойст-

вами, что и члены ряда, нужно нечто более жёсткое, чем сходи-

мость ряда. Такими понятиями, как это будет показано ниже, 

являются понятия равномерной в области сходимости и равно-

мерной внутри области сходимости.  
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Сформулируем вначале определение сходимости ряда на 

языке неравенств, которое получается переформулировкой оп-

ределения сходимости последовательности функций. 

Говорят, что ряд 


1

)(
n

n zu  сходится к своей сумме )(zS  в 

области D , если для всякого 0  существует номер ),( zN   

такой, что для всех ),( zNn   выполняется неравенство 

 )()( zSzSn
. 

Теорема 2.2.1 (критерий Коши сходимости ряда). Для то-

го, чтобы ряд 


1

)(
n

n zu  сходился в области D , необходимо и 

достаточно, чтобы для всякого 0  существовал номер ),( zN   

такой, что для всех ),( zNn   и 1p  выполнялось неравенст-

во 




pn

nk

k zu
1

)(  для всех z  из области D . 

Оставим эту теорему без доказательства. 

Определение равномерной сходимости выглядит следую-

щим образом.  

Определение. Говорят, что ряд 


1

)(
n

n zu  сходится равно-

мерно к своей сумме )(zS  в области D , если для всякого 0  

существует номер )(N  единый для всех z  из области D  та-

кой, что для всех )( Nn  выполняется неравенство 

 )()( zSzSn
 сразу для всех z  из области D . 

Определение. Говорят, что ряд сходится равномерно внутри 

области D , если он сходится равномерно на каждом ограничен-

ном замкнутом подмножестве из множества D . 

Как и для сходимости ряда, для равномерной сходимости  

ряда имеет место критерий Коши. 
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Теорема 2.2.2 (критерий Коши равномерной сходимости 

ряда). Для того, чтобы ряд 


1

)(
n

n zu  сходился равномерно в об-

ласти D , необходимо и достаточно, чтобы для всякого 0  

существовал единый для всех z  из области D  номер )(N  та-

кой, что для всех )( Nn  и 1p  выполнялось неравенство 






pn

nk

k zu
1

)(  сразу для всех z  из области D . 

Оставим эту теорему без доказательства. 

Выяснять по определению равномерную и равномерную 

внутри области сходимости достаточно трудно. Поэтому нужны 

результаты, позволяющие сделать это легко. Таким результатом 

является достаточный признак равномерной сходимости, при-

надлежащий Вейерштрассу. К его изложению мы и приступаем. 

Определение. Будем говорить, что ряд 


1n

na  мажорируется 

рядом 


1n

nb  или, что то же самое, ряд 


1n

nb  мажорирует ряд 




1n

na , если, начиная с некоторого номера выполнено неравен-

ство nn ba  . 

Теорема 2.2.3 (Вейерштрасс). Если для ряда 


1

)(
n

n zu  в об-

ласти D  существует мажорирующий его абсолютно сходящий-

ся числовой ряд 


1n

na , то ряд 


1

)(
n

n zu  сходится в D  равно-

мерно. 
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Доказательство. Так как числовой ряд 


1n

na  сходится аб-

солютно, то для ряда из модулей 


1n

na  выполнен критерий 

Коши, то есть для всякого 0  существует номер )(N  такой, 

что для всех )( Nn  и 1p  выполняется неравенство 






pn

nk

ka
1

. Далее, так как по условию теоремы для всякого z  из 

D  выполнено неравенство nn azu )( , то можем написать  
















pn

nk

n

pn

nk

k

pn

nk

k azuzu )()( . 

Из полученного неравенства следует, что для функциональ-

ного ряда 


1

)(
n

n zu  выполнен критерий Коши равномерной схо-

димости. Теорема доказана. 

Пример. Покажем, что ряд 


1n

nz  сходится равномерно 

внутри круга сходимости 1z . Пусть G  некоторое замкнутое 

множество, лежащее в круге 1z . В силу замкнутости G  су-

ществует замкнутый круг 1z  при некотором 0  в кото-

ром лежит множество G . Тогда для всякого z  из G  выполнено 

неравенство 1z , а следовательно и неравенства 

 nnz  1 , ,...2,1n . Числовой ряд  





1

1
n

n
 сходится и яв-

ляется мажорирующим для ряда 


1n

nz  на множестве G  следо-

вательно, по теореме Вейерштрасса, ряд сходится на G  равно-

мерно. В силу произвольности множества G , ряд сходится рав-

номерно внутри круга сходимости 1z . 
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Теорема 2.2.4. Если ряд 


1

)(
n

n zu  сходится равномерно на 

множестве D , и функции )(zun  непрерывны на множестве D , 

то сумма ряда 


1

)(
n

n zu  непрерывна на множестве D . 

Доказательство. Пусть z  и hz   точки из D . Нам требует-

ся показать, что )()(lim
0

zShzS
h




. Для этого оценим разность 

)()( zShzS  . Имеем  

 )()( zShzS  

     )()()()()()( zShzSzSzShzShzS nnnn  

    )()()()()()( zShzSzSzShzShzS nnnn  . 

Каждое из первых двух слагаемых  )()( hzShzS n   и 

 )()( zSzS n  можно сделать меньше 
3


 за счёт равномерной 

сходимости ряда, третье )()( zShzS nn   за счёт непрерывно-

сти частичных сумм ряда. Теорема доказана. 

Определение. Будем говорить, что ряд 


1

)(
n

n zu  можно ин-

тегрировать почленно в области D , если для любой кривой L  

лежащей в D  выполнено соотношение  

 






















11

)()(
n L

n

L n

n dzzudzzu . 

Теорема 2.2.5. Если ряд 


1

)(
n

n zu  сходится равномерно 

внутри области D , функции )(zun  и сумма ряда 


1

)(
n

n zu  ин-
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тегрируемы на кривой L , лежащей в D , то ряд 


1

)(
n

n zu  можно 

интегрировать почленно.  

Доказательство. Отметим, что если члены )(zun  ряда 




1

)(
n

n zu  непрерывны в области D  и ряд сходится равномерно, 

то сумма ряда непрерывна и, следовательно, интегрируема. По-

этому в случае непрерывности )(zun  в D  условие интегрируе-

мости суммы ряда можно убрать из формулировки теоремы, так 

как оно автоматически выполняется. Пусть )(zS  сумма ряда 




1

)(
n

n zu . Оценим выражение 



n

k L

k

L

dzzudzzS
1

)()( . Имеем  














  

 L

n

k

k

L

n

k L

k

L

dzzudzzSdzzudzzS
11

)()()()(

  














 L

n

L

n

L

n

k

k dszRdzzRdzzuzS )()()()(
1

. 

Здесь через )(zRn  обозначен остаток ряда 


1

)(
n

n zu , че-

рез ds  дифференциал длины дуги. Так как ряд 


1

)(
n

n zu  

сходится равномерно, то для всякого 0  существует номер 

)(N  единый для всех z  на кривой L  такой, что для всех 

)( Nn  выполняется неравенство 
l

zRn


)(  сразу для всех z  

из области D . Здесь l  длина кривой L . Тогда для всех 

)( Nn  выполнено неравенство 


n

k L

k

L

dzzudzzS
1

)()( , 

что и означает почленную интегрируемость ряда. Теорема дока-

зана. 
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Теорема 2.2.6. Если ряд 


1

)(
n

n zu  сходится равномерно на 

множестве D , и функция )(z  ограничена на D , то есть суще-

ствует число 0M  такое, что Mz  )(  для всех z  из множе-

ства D , тогда ряд 





1

)()(
n

n zuz  сходится на D  равномерно. 

Доказательство. Так как ряд 


1

)(
n

n zu  сходится на D  рав-

номерно, то для него выполняется критерий Коши равномерной 

сходимости, то есть для всякого 0  существует единый для 

всех z  из области D  номер )(N  такой, что для всех )( Nn  

и 1p  выполняется неравенство 
M

zu
pn

nk

k






 1

)(  сразу для всех 

z  из области D . Тогда  




 











M

Mzuzzuzzuz
pn

nk

k

pn

nk

k

pn

nk

k

111

)()()()()()( , 

Поэтому критерий Коши равномерной сходимости выполнен и 

для ряда 





1

)()(
n

n zuz . Теорема доказана. 

Определение. Будем говорить, что ряд 


1

)(
n

n zu  можно 

дифференцировать почленно в области D , если для всех z  из 

области D  выполнено соотношение 





















11

)()(
n

n

n

n zuzu . 

Теорема 2.2.7. Если ряд сходится равномерно внутри облас-

ти D  и функции )(zun  голоморфные (аналитические) в области 

D , то сумма ряда есть функция аналитическая и ряд можно 

дифференцировать почленно любое число раз. 
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Доказательство. Пусть 





1

)()(
n

n zuzS , ряд 


1

)(
n

n zu  схо-

дится равномерно в области D  и z  - произвольная точка из D . 

Пусть, далее,   окружность радиуса   с центром в точке z  и 

целиком лежащая в области D . Её уравнение имеет вид 

 zt . Так как ряд 





1

)()(
n

n zuzS  сходится равномерно в 

области D ,  zt , то по теореме 2.2.6 равномерно сходятся 

на   ряды  










1

)()(

n

n

zt

tu

zt

tS
, 




 


 1
22 )(

)(

)(

)(

n

n

zt

tu

zt

tS
, …, 




 


 1 )(

)(

)(

)(

n
k

n
k zt

tu

zt

tS
, … 

и поэтому их можно почленно интегрировать на  . В результате 

получаем  

 


 










11

)(

2

1)(

2

1
)()(

n

n

n

n dt
zt

tu

i
dt

zt

tS

i
zuzS , 





















 







dt
zt

tS

i
zuzS

n

n 2
1 )(

)(

2

!1
)()(

  


 









1 1

2
)(

)(

)(

2

1

n n

n
n zudt

zt

tu

i
, …, 

















 









dt
zt

tS

i

k
zuzS

k

k

n

n
k

1

)(

1

)(

)(

)(

2

!
)()(

 






 







1

)(

1
1

)(
)(

)(

2

!

n

n
k

n
k

n zudt
zt

tu

i

k
, …. 
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Функция и её производные представлены интегралом типа 

Коши, поэтому являются аналитическими (голоморфными) в D  

функциями каждую из них можно дифференцировать любое 

число раз. Теорема доказана. 

Заметим, что для функций действительного переменного 

дифференцируемость функции не влечёт её аналитичности. Для 

рядов состоящих из функций действительного переменного 

имеет место следующий результат о почленной дифференци-

руемости ряда. 

Теорема 2.2.8. Если функции )(xun  дифференцируемы на 

интервале ),( ba  и ряд из производных 





1

)(
n

n xu  сходится рав-

номерно внутри этого интервала, то исходный ряд 


1

)(
n

n xu  

можно дифференцировать почленно, то есть имеет место равен-

ство 





















11

)()(
n

n

n

n xuxu , или, что то же самое, производная 

суммы исходного ряда равна сумме ряда из производных.  

2.3. Степенные ряды 

 Ряд 





0

0 )(
n

n
n zza  называется степенным. Так как этот ряд 

сдвигом начала координат в точку 0z  может быть преобразован 

к виду 


0n

n

nza , то обычно последний и изучают. Имеет место 

следующий результат. 

Теорема (Абель). Если степенной ряд 


0n

n

nza  сходится в 

точке 
1z , то он сходится, и притом абсолютно, в любой точке 

z , для которой 1zz  . Если степенной ряд 


0n

n

nza  расходит-
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ся в точке 
2z , то он расходится и в любой точке z , для которой 

2zz  .  

Таким образом, степенной ряд имеет круг сходимости. Вы-

ражение для нахождения радиуса 
L

R
1

  круга сходимости сте-

пенного ряда 


0n

n

nza  получают с помощью признака Даламбе-

ра 
n

n

n a

a
L 1lim 


  или признака Коши n

n
n

aL


 lim . 

Нетрудно показать, что степенной ряд сходится равномерно 

внутри круга сходимости, поэтому его можно интегрировать и 

дифференцировать внутри этого круга любое число раз. Кроме 

того, так как функции nzz )( 0 являются аналитическими (голо-

морфными) во всей комплексной плоскости и степенной ряд 

сходится равномерно внутри круга сходимости, то его сумма 

есть функция аналитическая (голоморфная) внутри круга схо-

димости. 

2.4. Ряды Тейлора и Лорана 

 Степенной ряд 





0

0)(
n

n

n zzc , коэффициенты которого вы-

числяются по формулам 
  



C

n

n

n dz
zz

zf

in

zf
c

1

0

0

)( )(

2

1

!

)(
, где 

интегрирование ведётся по любому замкнутому контуру содер-

жащему точку 0z  внутри себя и не содержащему точек не ана-

литичности функции )(zf , называется рядом Тейлора. 

Теорема (Тейлор). Всякая голоморфная (аналитическая) в 

круге Rzz  0  функция есть сумма степенного ряда 







0

0)(
n

n

n zzc , коэффициенты nc  которого вычисляются по 

формуле  
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  



C

n

n

n dz
zz

zf

in

zf
c

1

0

0

)( )(

2

1

!

)(
, 

где интегрирование ведётся по любому замкнутому контуру со-

держащему точку 0z  внутри себя и целиком лежащему в круге 

Rzz  0
. Это представление единственно в том смысле, что 

если мы получили разложение функции в степенной ряд 







0

0)(
n

n

n zzc , то это обязательно ряд Тейлора. 

Доказательство. По интегральной формуле Коши имеем 

 


C

dt
zt

tf

i
zf

)(

2

1
)( . 

Следовательно  







 
CC

dt
zzzt

tf

i
dt

zt

tf

i
zf

00

)(

2

1)(

2

1
)(





















 

CC

dt

zt

zz
zt

tf

i
dt

zzzt

tf

i

0

0
0

00 1)(

)(

2

1

)()(

)(

2

1

















  



C n

n

dt
zt

zz

zt
tf

i 0 0

0

0)(

1
)(

2

1














  











C n
n

n

C n
n

n

dt
zt

tfzz

i
dt

zt

zz
tf

i 0
1

0

0

0
1

0

0

)(

)()(

2

1

)(

)(
)(

2

1

 



























0

0

0

01

0

)()(
)(

)(

2

1

n

n

n

n

n

C

n
zzczzdt

zt

tf

i
. 

Здесь обозначено 
!

)(

)(

)(

2

1 0

)(

1

0 n

zf
dt

zt

tf

i
c

n

C

nn 


  
. 

 Ряд Тейлора разложения функции по степеням z , то есть 

при 00 z  называется рядом Маклорена. 

 Таблица разложений некоторых функций в ряд Маклорена. 
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





0 !n

n
z

n

z
e ;  





















1

12
1

0

12

)!12(
)1(

)!12(
)1(sin

n

n
n

n

n
n

n

z

n

z
z ; 







0

2

)!2(
)1(cos

n

n
n

n

z
z ;  







 01

1

n

nz
z

;  







 0

)1(
1

1

n

nn z
z

;  







1

1)1()1ln(
n

n
n

n

z
z ; 





















1

12
1

0

12

12
)1(

12
)1(arctg

n

n
n

n

n
n

n

z

n

z
z . 

Степенной ряд 





n

n

n zzc )( 0 , коэффициенты которого вычис-

ляются по формулам 
  



C

nn dz
zz

zf

i
c

1

0

)(

2

1
, называется рядом 

Лорана. Слагаемое 





0

0)(
n

n

n zzc  называется правильной ча-

стью ряда Лорана, а слагаемое 





1

0 )(
n

n

n zzc  называется глав-

ной частью ряда Лорана. 

 Степенной ряд 


n

n

nzc , сходящийся в кольце Rz  , назы-

вается рядом Лорана в окрестности бесконечно удалённой точ-

ки. Слагаемое 


0

n

n

nzc  называют правильной часть ряда Лорана 
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в окрестности бесконечно удалённой точки, а слагаемое 


1n

n

nzc  

называют главной частью ряда Лорана в окрестности бесконеч-

но удалённой точки. 

Теорема (Лоран). Всякая голоморфная (аналитическая) в 

кольце Rzzr  0
 функция есть сумма степенного ряда 







n

n

n zzc )( 0 , коэффициенты nc  которого вычисляются по 

формуле  

  



C

nn dz
zz

zf

i
c

1

0

)(

2

1
, 

где интегрирование ведётся по любому контуру содержащему 

точку 0z  внутри себя и целиком лежащему в кольце 

Rzzr  0
. Это представление единственно в том смысле, 

что если мы получили разложение функции в степенной ряд 







n

n

n zzc )( 0 , то это обязательно ряд Лорана. 

 Кольцо Rzzr  0  может включать случаи 0r  и 

R , то есть либо иметь вид Rzz  00  ( 0r ) либо вид 

rzz  0  ( R ). 

2.5. Нули аналитических функций. Особые точки 

Определение 2.5.1. Точка 0z  называется нулём функции 

)(zf , если функция в этой точке обращается в нуль, то есть 

0)( 0 zf . 

Определение 2.5.2. Точка 0z  называется нулём кратности k  

функции )(zf , если в этой точке обращаются в нуль сама 

функция и её первые 1k  производные, а производная порядка 

k  нулю не равна, то есть  
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0)(,0)(...)()( 0

)(

0

)1(

00   zfzfzfzf kk
. 

Теорема 2.5.1. Точка 0z  является нулём кратности k  функ-

ции )(zf  тогда и только тогда, когда её разложение в ряд Тей-

лора по степеням  0zz   имеет вид 





kn

n

n zzazf )()( 0 .  

Доказательство. Необходимость. Пусть 0z  есть нуль кратности 

k  функции )(zf . Запишем ряд Тейлора для функции )(zf   











kn

n
n

n

n
n

zz
n

zf
zz

n

zf
zf )(

!

)(
)(

!

)(
)( 0

0
)(

0

0
0

)(

 

так как  

0)(,0)(...)()( 0

)(

0

)1(

00   zfzfzfzf kk
. 

Достаточность. Пусть разложение функции )(zf  в ряд Тей-

лора по степеням  0zz   имеет вид 





kn

n

n zzazf )()( 0 . То-

гда 0)(,0)(...)()( 0

)(

0

)1(

00   zfzfzfzf kk
. Теорема 

доказана. 

Теорема 2.5.2. Точка 0z  является нулём кратности k  функ-

ции )(zf  тогда и только тогда, когда её можно записать в виде 

)()()( 0 zzzzf k , где )(z  - аналитическая в окрестности 

точки 0z  функция, такая что 0)( 0  z . 

Доказательство. Необходимость. Пусть точка 0z  является 

нулём кратности k  функции )(zf . Тогда, по теореме 2.5.1, её 

разложение по степеням  0zz   имеет вид  

...)()()()( 1
0100  







 k
k

k
k

kn

n
n zzazzazzazf  

Вынося за скобки kzz )( 0 , имеем  

  





 

kn

kn
n

k
kk

k zzazzzzaazzzf )()(...)()()( 00010 . 



 54 

Положив 





 

kn

kn
nkk zzazzaaz )(...)()( 001 , полу-

чаем справедливость необходимости. 

Достаточность. Пусть )()()( 0 zzzzf k , где )(z  - ана-

литическая в окрестности 0z  функция, такая что 0)( 0  z . Рас-

кладывая )(z  в ряд Тейлора по степеням  0zz  , получаем  

...)(
!1

)(

!0

)(
)(

!

)(
)( 0

00

0

0
0

)(










 




zz
zz

zz
n

z
z

n

n
n

. 

Тогда  















 ...)(

!1

)(

!0

)(
)()( 0

00
0 zz

zz
zzzf k  







 







 0

0
0

)(

0

0
0

)(

0 )(
!

)(
)(

!

)(
)(

n

kn
n

n

n
n

k zz
n

z
zz

n

z
zz  

...)(
!1

)(
)(

!0

)( 1
0

0
0

0 





 kk zz
z

zz
z

,  

что по теореме 2.5.1 означает справедливость достаточно-

сти. 

Теорема 2.5.3. Если точка 0z  является нулём кратности k  

функции )(zf , то этот нуль изолированный, то есть существует 

окрестность точки 0z , в которой нет других нулей функции 

)(zf . 

Доказательство. Так как точка 0z  является нулём кратности 

k  функции )(zf , то по теореме 2.5.2 её можно записать в виде 

)()()( 0 zzzzf k , где )(z  - аналитическая в окрестности 

0z  функция, такая что 0)( 0  z . Множитель kzz )( 0  обраща-

ется в нуль только в точке 0z . Далее, так как )(z  - аналитиче-

ская, следовательно, непрерывная, то )()(lim 0
0

zz
zz




. По опре-

делению предела это означает, что для всякого 0  существует 

окрестность )( 0zU  точки 0z  такая, что для всех z  из )( 0zU  вы-
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полнено неравенство  )()( 0zz . По свойствам модуля 

можем записать )()()()( 00 zzzz  , поэтому для всех 

z  из )( 0zU  выполнено неравенство  )()( 0zz  или, что 

то же самое,  )()( 0zz . Из последнего соотношения 

имеем  )()()( 00 zzz . Взяв 
2

)( 0z
 , что возмож-

но так как 0)( 0  z , получаем, что для 
2

)( 0z
  нашлась ок-

рестность )( 0zU  точки 0z  такая, что для всех z  из )( 0zU  вы-

полнено неравенство 
2

)(

2

)(
)()(

00
0

zz
zz





  и поэтому 

0)(  z  для всех z  из )( 0zU . Теорема доказана. 

Перейдём теперь к рассмотрению особых точек. 

Определение 2.5.3. Точка 0z  называется особой точкой 

функции )(zf , если в этой точке нарушается аналитичность 

функции )(zf .  

Определение 2.5.4. Точка 0z  называется изолированной 

особой точкой функции )(zf , если существует окрестность 

этой точки, внутри которой нет других особых точек функции 

)(zf . 

Определение 2.5.5. Точка 0z  называется регулярной или 

правильной точкой функции )(zf , если она не является особой 

точкой. 

Классификация изолированных особых точек основана на 

поведении предела )(lim
0

zf
zz

. 

Определение 2.5.6. Если )(lim
0

zf
zz

 существует и конечен, то 

точка 0z  называется устранимой особой точкой. 
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Определение 2.5.7. Если )(lim
0

zf
zz

 существует и равен бес-

конечности, то точка 0z  называется полюсом. 

Определение 2.5.8. Если )(lim
0

zf
zz

 не существует, то точка 

0z  называется существенно особой точкой. 

Теорема 2.5.4. Точка 0z  является полюсом функции )(zf  

тогда и только тогда, когда точка 0z  является нулём функции  













0

0

,0

,
)(

1

)(

zzесли

zzесли
zfzg . 

Доказательство. Необходимость. Пусть 0z  является полю-

сом функции )(zf , следовательно, 


)(lim
0

zf
zz

. Тогда 

0)(lim
)(

1
lim

00




zg
zf zzzz

, поэтому точка 0z  есть нуль функции 

)(zg . 

Достаточность. Пусть 0z  является нулём функции )(zg , то-

гда 0)(lim
0




zg
zz

. Поэтому 


)(lim
)(

1
lim

00

zf
zg zzzz

, следова-

тельно, точка 0z  есть полюс функции )(zf . 

Эта теорема позволяет дать более подробную классифика-

цию полюсов аналитической функции. 

Определение 2.5.9. Точка 0z  называется полюсом порядка 

k  функции )(zf , если эта точка есть нуль кратности k  функ-

ции  













0

0

,0

,
)(

1

)(

zzесли

zzесли
zfzg  

 Полюс порядка 1 обычно называют простым полюсом. 
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Теорема 2.5.5. Точка 0z  является полюсом порядка k  

функции )(zf  тогда и только тогда, когда её можно записать в 

виде 
kzz

z
zf

)(

)(
)(

0


 , где )(z  - аналитическая в окрестности 

0z  функция, такая что 0)( 0  z . 

Доказательство. Необходимость. Пусть точка 0z  является 

полюсом порядка k  функции )(zf . Тогда, по определению по-

люса порядка k , точка 0z  есть нуль функции кратности k  

функции )(zg . Поэтому, по теореме 2.5.2 функцию )(zg  

можно записать в виде )()()( 0 zzzzg k . Тогда  

)(

1

)(

1

)()(

1

)(

1
)(

00 zzzzzzzg
zf

kk 






 . 

Далее, так как функция )(z  аналитическая в окрестности 

точки 0z  и 0)( 0  z , то функция 
)(

1

z
 также аналитическая в 

некоторой окрестности точки 0z  и 0
)(

1

0


 z

. Обозначив 
)(

1

z
 

через )(z , получаем справедливость необходимости. 

Достаточность. Пусть 
kzz

z
zf

)(

)(
)(

0


 , где )(z  - аналити-

ческая в окрестности 0z  функция, такая что 0)( 0  z . Тогда  

)(

1

)(

1

)()(

1

)(

1
)(

00 zzzzzzzf
zg

kk 






 . 

Далее, так как функция )(z  аналитическая в окрестности 

точки 0z  и 0)( 0  z , то функция 
)(

1

z
 также аналитическая в 

некоторой окрестности точки 0z  и 0
)(

1

0


 z

. Обозначив 
)(

1

z
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через )(z , получаем справедливость достаточности. Теорема 

доказана. 

Интересна связь между типом изолированной особой точки 

и видом разложения функции в ряд Лорана в кольце 

Rzz  00 . 

Теорема 2.5.6. Точка 0z  является устранимой особой точкой 

функции )(zf  тогда и только тогда, когда её разложение в ряд 

Лорана по степеням  0zz   не содержит главной части, то есть 

имеет вид 





0

0)()(
n

n

n zzczf . 

Доказательство. Необходимость. Пусть точка 0z  является 

устранимой особой точкой функции )(zf , тогда )(lim
0

zf
zz

 су-

ществует и конечен. Поэтому существует окрестность точки 0z  

в которой функция )(zf  ограничена, то есть для всех z  из этой 

окрестности выполнено неравенство Mzf )( , где M  некото-

рое действительное число. Оценим коэффициенты при отрица-

тельных степенях разложения )(zf  в ряд Лорана. Имеем 

   










C

n

C

n

C

nn ds
zz

M
ds

zz

zf
ds

zz

zf
c

1

0

1

0

1

0
2

1)(

2

1)(

2

1
, 

,...2,1n . 

В качестве контура C  возьмём окружность радиуса   с цен-

тром в точке 0z . Тогда nn

C

n
n MMdsMc 





 


 2

2

1

2

1 1 , 

,...2,1n . Устремляя   к нулю, получаем что правая часть стре-

мится к нулю, что может быть только при ,...2,1,0  nc n . Не-

обходимость доказана. 
Достаточность. Пусть разложение в ряд Лорана функции 

)(zf  по степеням  0zz   не содержит главной части, то есть 
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имеет вид 





0

0)()(
n

n

n zzczf . Тогда 0)(lim
0

czf
zz




, то есть 

существует и конечен. Достаточность доказана. 

Пример 2.5.1. Пусть 
z

z
zf

sin
)(  . В точке 0z  знаменатель 

обращается в нуль, поэтому функция в этой точке не определена 

и точка 0z  является особой для функции 
z

z
zf

sin
)(  . Запи-

шем разложение функции zsin  по степеням z . Имеем  

...
!5!3)!12(

)1(sin
53

0

12









 zz
z

n

z
z

n

n
n . 

Поэтому  
























0

24253

)!12(

)1(
...

!5!3
1...

!5!3

1sin
)(

n

nn

n

zzzzz
z

zz

z
zf . 

Таким образом, в разложении функции в обобщённый степен-

ной ряд отсутствуют отрицательные степени, то есть нет глав-

ной части. Поэтому особая точка является устранимой. Дейст-

вительно, если мы доопределим нашу функцию в нуле, положив 

1)0( f , рассматривая вместо исходной функции функцию  













0,1

0,
sin

)(

zесли

zесли
z

z

zf , 

то особенность изчезнет. 

Теорема 2.5.7. Точка 0z  является полюсом порядка k  

функции )(zf  тогда и только тогда, когда её разложение в ряд 

Лорана по степеням 0zz   содержит в главной части k  слагае-

мых, то есть имеет вид  

 










 0

0

1

00 )()()()(
n

n

n

kn

n

n

kn

n

n zzczzczzczf  









 









0

0

0

1
1

0

1

0

)(
)(

...
)()( n

n
nk

k
k

k zzc
zz

c

zz

c

zz

c
. 
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Доказательство. Необходимость. Пусть 0z  является полю-

сом порядка k  функции )(zf  тогда, по теореме 2.5.5, )(zf  

имеет вид 
kzz

z
zf

)(

)(
)(

0


 , где )(z  - аналитическая в окрест-

ности 0z  функция, такая что 0)( 0  z . Раскладывая )(z  в 

ряд Тейлора по степеням 0zz  , получаем 





0

0 )()(
n

n
n zzcz . 

Тогда  








 



0

0

00

)(
)(

1

)(

)(
)(

n

n
nkk

zzc
zzzz

z
zf  

  ...
)()(

...)(
)(

1
1

0

1

0

0
010

0











kkk zz

c

zz

c
zzcc

zz
, 

что лишь обозначениями отличается от требуемого. 

Достаточность. Пусть разложение в ряд Лорана )(zf  по 

степеням 0zz   содержит в главной части k  слагаемых, то есть 

имеет вид  









 









0

0

0

1
1

0

1

0

)(
)(

...
)()(

)(
n

n
nk

k
k

k zzc
zz

c

zz

c

zz

c
zf . 

Вынося 
kzz )(

1

0
 за скобки, получаем  

 ...)(...)(
)(

1
)( 1

0101

0




 


k
kkk

zzczzcc
zz

zf . 

Полагая ...)(...)()( 1
0101  


k

kk zzczzccz , имеем 

kzz

z
zf

)(

)(
)(

0


 , где )(z  - аналитическая в окрестности 0z  

функция, такая что 0)( 0  kcz . По теореме 2.5.5 точка 0z  

есть полюс порядка k  функции )(zf . 

Теорема 2.5.8. Точка 0z  является существенно особой точ-

кой функции )(zf  тогда и только тогда, когда главная часть её 
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разложение в ряд Лорана по степеням  0zz  , содержит беско-

нечное число членов.  

Доказательство. Необходимость. Пусть 0z  является суще-

ственно особой точкой функции )(zf . Тогда главная часть её 

разложения в ряд Лорана по степеням 0zz   не может отсутст-

вовать, так как в этом случае точка была бы устранимой, и не 

может содержать конечного числа членов, так как в этом случае 

точка была бы полюсом. Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть главная часть разложение )(zf  в ряд 

Лорана по степеням  0zz  , содержит бесконечное число чле-

нов. Тогда эта точка не может быть устранимой особой точкой, 

так как в этом случае главная часть должна отсутствовать и не 

может быть полюсом, так как в случае полюса главная часть 

должна содержать конечное число членов. Теорема доказана. 

В бесконечно удалённой точке та же классификация особых 

точек. Связь с разложением в ряд Лорана та же с учётом специ-

фики бесконечно удалённой точки. Приведём её. 

Теорема 2.5.9. Бесконечно удалённая точка является устра-

нимой особой точкой функции )(zf  тогда и только тогда, когда 

её разложение в ряд Лорана в окрестности бесконечно удалён-

ной точки не содержит главной части, то есть имеет вид  

0
1

2

2
0

...)( c
z

с

z

с
zczf

n

n
n  



 . 

Теорема 2.5.10. Бесконечно удалённая точка является полю-

сом порядка k  функции )(zf  тогда и только тогда, когда её 

разложение в ряд Лорана в окрестности бесконечно удалённой 

точки содержит в главной части k  слагаемых, то есть имеет вид  

 


k

n

n
n

n

n
n

k

n

n
n zczczczf

1

0

)(  

k
k

n

n
n zczczczc  



...2
21

0

. 

Теорема 2.5.11. Бесконечно удалённая точка является суще-

ственно особой точкой функции )(zf  тогда и только тогда, ко-
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гда главная часть её разложение в ряд Лорана в окрестности 

бесконечно удалённой точки содержит бесконечное число чле-

нов.  

2.6. Вычеты 

Пусть 0z  конечная точка комплексной плоскости.  

Определение 2.6.1. Вычетом )(
0

zfres
zz

 функции )(zf  в точ-

ке 0z  называется коэффициент 
1c  разложения функции в ряд 

Лорана по степеням 0zz   (в кольце Rzz  00 ).  

Так как  




L

dzzf
i

c )(
2

1
1 , 

где L  - контур охватывающий точку 0z  и не включающий в 

себя других особых точек функции )(zf , то умея находить вы-

четы можно попытаться вычислять интегралы от функций ком-

плексного переменного с помощью вычетов. 

Зная разложение функции в ряд Лорана по степеням 0zz   

(в кольце Rzz  00 ) всегда можно найти вычет. Имеются 

результаты, позволяющие находить вычеты не зная разложения 

функции в ряд Лорана по степеням 0zz  , в зависимости от вида 

особой точки. Для конечной точки имеем следующее. 

Теорема 2.6.1. Вычет в правильной точке равен нулю. 

Доказательство. Если 0z  правильная точка функции )(zf , 

то )(zf  раскладывается в ряд Тейлора по степеням 0zz   и, 

следовательно, у этого ряда нет главной части. Поэтому 01 c . 

Теорема 2.6.2. Вычет в устранимой особой точке равен ну-

лю. 

Доказательство. Если 0z  устранимая особая точка функции 

)(zf , то в разложении )(zf  в ряд Лорана по степеням 0zz   

отсутствует главная часть. Поэтому 01 c . 
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Теорема 2.6.3. Вычет в простом полюсе вычисляется по 

формуле 

)()(lim)( 0
00

zfzzzfres
zzzz




. 

Доказательство. Так как 0z  простой полюс, то есть полюс 

порядка 1, то разложение )(zf  в ряд Лорана по степеням 0zz   

имеет вид  

...)(...)(
)(

)( 0010

0

1 


  n
n zzczzcc

zz

c
zf . 

Умножая обе части на 0zz  , получаем 

...)(...)()()()( 1
0

2
010010  


n

n zzczzczzcczfzz . 

Переходя к пределу при z  стремящемся к 0z , имеем 

)()()(lim
00

10 zfresczfzz
zzzz 




 . 

Теорема доказана. 

Теорема 2.6.4. Если 
)(

)(
)(

z

z
zf




 , где )(z  и )(z  - голо-

морфные (аналитические) в окрестности 0z  функции, 

0)( 0  z , а для функции )(z  точка 0z  есть нуль кратности 1, 

то в этом случае точка 0z  является простым полюсом для функ-

ции 
)(

)(
)(

z

z
zf




  и вычет может быть вычислен по формуле 

)(

)(
)(

0

0

0 z

z
zfres

zz 





. 

Доказательство. Так как 0z  простой полюс и 
)(

)(
)(

z

z
zf




 , 

то  







 )(

)(
)(lim)()(lim)( 00

000 z

z
zzzfzzzfres

zzzzzz

)(

)(
)(

)()(
lim

)()(

)(
)(lim

0

0

0

0

0

0
00 z

z
z

zz

zz

zz

z
zz

zzzz 















. 
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Теорема доказана. 

Теорема 2.6.5. Вычет в полюсе порядка k  вычисляется по 

формуле  

 )()(lim
)!1(

1
)( 01

1

00

zfzz
dz

d

k
zfres k

k

k

zzzz










. 

Доказательство. Так как точка 0z  является полюсом поряд-

ка k  функции )(zf , то разложение )(zf  в ряд Лорана по сте-

пеням 0zz   имеет вид 









 









0

0

0

1
1

0

1

0

)(
)(

...
)()(

)(
n

n
nk

k
k

k zzc
zz

c

zz

c

zz

c
zf . 

Умножая обе части на kzz )( 0 , получаем 

 )()( 0 zfzz k  

...)()(...)( 00
1

0101  


kk
kk zzczzczzcc . 

Вычислив 1k  производную от обеих частей, имеем 

  ...
!1

!
)()!1()()( 00101

1

 

 k
zzckczfzz

dz

d k

k

k

. 

Переходя в полученном соотношении к пределу при z  стремя-

щемся к 0z , получаем справедливость формулы 

 )()(lim
)!1(

1
)( 01

1

00

zfzz
dz

d

k
zfres k

k

k

zzzz










. 

Теорема доказана. 

В существенно особой точке вычет можно найти, зная раз-

ложение функции в ряд Лорана в проколотой окрестности ко-

нечной точки (в кольце Rzz  00 ). 

 Рассмотрим теперь бесконечно удалённую точку.  

Определение 2.6.2. Вычетом функции )(zf  в бесконечно 

удалённой точке называется число 1 c , где 1c  коэффициент 

разложения функции в ряд Лорана в окрестности бесконечно 

удалённой точки. 

Вычет в бесконечно удалённой точке можно найти следую-

щими способами: 
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1) с помощью разложения функции в ряд Лорана; 

2) по формулам М.Р. Куваева 

а) в устранимой особой точке по формуле  

)(lim)( 2 zfzzfres
zz 

 ; 

б) в полюсе порядка k  по формуле 


























)(lim

)!1(

)1(
)(

1

1
2 zf

dz

d
z

k
zfres

k

k
k

z

k

z
; 

3) сведением к вычислению вычета в нуле путём замены 

w
z

1
  по формуле  




















2

0

11
)(

ww
freszfres

wz
. 

2.7. Вычисление интегралов с помощью вычетов 

Основная теорема о вычетах. 

Теорема 2.7.1. Пусть функция )(zf  голоморфная (аналити-

ческая) внутри контура L  за исключением конечного числа 

особых точек nzzz ,...,, 21 , лежащих внутри этого контура и не 

имеющая особых точек на контуре L . Тогда  














 




n

k
zz

L

zfresidzzf
k1

)(2)( . 

Доказательство. Заключим каждую из точек nzzz ,...,, 21  в 

контур nkLk ,...,2,1,   так, чтобы все эти контуры лежали внутри 

контура L  и не пересекались между собой. Тогда, по теореме 

Коши для многосвязной области, 














 



n

k LL k

dzzfdzzf
1

)()( . 



 66 

Так как внутри контура nkLk ,...,2,1,   лежит только особая 

точка nkzk ,...,2,1,  , то nkzfresidzzf
k

k

zz
L

,...,2,1),(2)( 
 , что и 

доказывает теорему. 

Теорема 2.7.2. Пусть функция )(zf  голоморфная (аналити-

ческая) во всей комплексной плоскости за исключением конеч-

ного числа особых точек nzzz ,...,, 21 . Тогда сумма вычетов во 

всех особых точках, включая и бесконечно удалённую точку, 

равна нулю, то есть  

0)()(
1







 zfreszfres
z

n

k
zz k

. 

Доказательство. Проведём контур L  так, чтобы все особые 

точки попали внутрь этого контура. Тогда, с одной стороны, по 

теореме 2.7.1 












 




n

k
zz

L

zfresidzzf
k1

)(2)( , с другой стороны, 

)(2)( zfresidzzf
z

L


 . Поэтому )()(
1

zfreszfres
z

n

k
zz k 




 , что и 

доказывает теорему. 

Эти теоремы и теорема Коши для многосвязной области по-

зволяют вычислять интегралы по различным контурам. 

Для несобственных интегралов первого рода 




dxxf )(  име-

ет место следующий результат. 

Теорема 2.7.3. Если функция )(zf  голоморфна (аналитич-

на) в верхней полуплоскости за исключением конечного числа 

особых точек, голоморфна (аналитична) на оси OX  и 




1
)(

z

M
zf , где 0,0 M  - некоторые константы, то не-
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собственный интеграл первого рода 




dxxf )(  абсолютно схо-

дится, и  











n

k
zz

zfresidxxf
k1

)(2)( , 

где суммирование ведётся по всем особым точкам функции 

)(zf  лежащим в верхней полуплоскости, то есть таким, что 

0Im kz , nk ,...,2,1 . 

Вычисление интегралов 
2

0

)sin,(cos dtttR  или интегралов 






dtttR )sin,(cos , где )sin,(cos ttR  есть рациональная функция 

переменных tcos  и tsin , заменой 
itez   сводится к вычисле-

нию интеграла 
1

1 )(
z

dzzR , где )(1 zR  - некоторая другая рацио-

нальная функция переменной z . Действительно, если t  пробе-

гает полуинтервал )2,0[   или полуинтервал ),[  , то точка z  

пробегает единичную окружность. Далее, по формулам Эйлера, 

получаем  
















z
z

ee
t

itit 1

2

1

2
cos , 















z
z

ii

ee
t

itit 1

2

1

2
sin . 

Кроме того, dtiedz it , или 
iz

dz
dze

i
dt it  1

. Подставляя по-

лученные выражения для tcos , tsin , dt  в выражение 

dtttR )sin,(cos  получаем новую рациональную функцию, 

но уже переменной z . 
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3. Ряды Фурье 

Рассмотрим множество вещественнозначных функций за-

данных на отрезке ],[ ba  и интегрируемых вместе со своим 

квадратом, то есть таких, что существуют интегралы 
b

a

dxxf )(  и 


b

a

dxxf )(2
. Такими являются, например, все непрерывные на 

отрезке ],[ ba  функции, функции имеющие конечное число то-

чек разрыва 1-го рода отрезке ],[ ba . Для таких функций конст-

рукция 
b

a

dxxgxf )()(  обладает всеми свойствами скалярного 

произведения. Поэтому на множестве функций интегрируемых 

вместе со своим квадратом вводят скалярное произведение по 

формуле  


b

a

dxxgxfgf )()(),(                            (3.1) 

Для комплекснозначных функций действительного перемен-

ного интегрируемых со своим квадратом скалярное произведе-

ние вводят по формуле  


b

a

dxxgxfgf )()(),( .                          (3.2) 

Отметим, что как только появилось скалярное произведение, 

то сразу же можем ввести понятие нормы элемента по формуле 

),( fff  . Для действительнозначных функций получаем  

2

1

2 )(),(













 

b

a

dxxffff . 

Для комплекснозначных функций имеем 
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2

1

2
)(),(














 

b

a

dxxffff . 

А так как есть понятие нормы элемента, то есть понятие рас-

стояния между элементами, которое можно ввести по формуле 

gfgf  ),( . В нашем случае получаем  

 
2

1

2
)()(),(














 

b

a

dxxgxfgfgf  

для действительнозначных функций и  

2

1

2
)()(),(














 

b

a

dxxgxfgfgf  

для комплекснозначных функций. 

Откуда в такой форме взялось? Каждая функция, заданная на 

отрезке ],[ ba , полностью определяется набором своих значе-

ний, то есть если для всякого x  из ],[ ba  можем найти )(xf , то 

функция определена полностью. Не всегда удаётся задать функ-

цию набором своих значений. Поэтому можно попытаться оха-

рактеризовать функцию приближённо набором в конечном чис-

ле точек. Пусть )(),...,(),( 21 nxfxfxf  такой набор. Тогда этот 

набор можно считать n -мерным вектором 

 Tnxfxfxf )(),...,(),( 21 . Другую функцию )(xg  тоже можно 

охарактеризовать в тех же точках. Чем больше точек, тем точнее 

характеристика функции. А теперь повторим схему, реализо-

ванную при построении интегральных сумм в интеграле Римана. 

Разобьем отрезок ],[ ba  на части точками bxxxa n  ...10 , 

выберем внутри каждого элементарного отрезка ],[ 1ii xx  по точ-

ке ],[ 1 iii xx . Рассмотрим  Tnfff )(),...,(),( 21   и 

 Tnggg )(),...,(),( 21  . Скалярное произведение этих n -мерных 

векторов имеет вид  
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


n

k

kkn gfgf
1

)()(),(  

)()(...)()()()( 2211 nn gfgfgf  . 

Увеличивая число точек разбиения, скорее всего, получим, что 

ngf ),(  стремится к  . Например, взяв 1)()(  xgxf  для вся-

кого x  из ],[ ba , получаем, что 1)()(  kk gf , 

ngfgf
n

k

kkn 
1

)()(),( . Поэтому подправим это скалярное 

произведение рассмотрением скалярного произведения с весом, 

взяв в качестве веса ix . Тогда имеем  




k

n

k

kkn xgfgf
1

)()(),(

nnn xgfxgfxgf  )()(...)()()()( 222111 . 

В результате получилась интегральная сумма. Переходя к пре-

делу по всевозможным разбиениям, имеем 


b

a

dxxgxfgf )()(),(  

Аналогичная конструкция может быть реализована и для 

комплекснозначных функций. 

Назовём две функции ортогональными, если их скалярное 

произведение равно нулю. 

Семейство функций ,...,...,, 21 n  назовём ортогональным, 

если каждые две функции из этого семейства ортогональны ме-

жду собой. 

Ортогональной системой функций является так называемая 

тригонометрическая система функций 

l

xn

l

xn 
sin,cos,1 , ,...2,1n ,                  (3.3) 

которая ортогональна на отрезке ],[ ll . Частным случаем этой 

системы функций является система  

nxnx sin,cos,1 , ,...2,1n ,                      (3.4) 

ортогональная на отрезке ],[  . 
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 Также являются ортогональными системы комплекснознач-

ных функций l

xn
i

e



, ,...2,1,0 n на отрезке ],[ ll  и inxe , 

,...2,1,0 n  на отрезке ],[  . 

Доказывается просто. Необходимо вычислить скалярное 

произведение между элементами этих систем.  

Конкретные ортогональные семейства функций, отличные от 

тригонометрической системы, можно найти в [4-6] и других 

книгах. 

Пусть ,...,...,, 21 n  - множество попарно ортогональных 

функций. Пусть далее функция )(xf  представлена в виде  







1

)()(
n

nn xxf .                               (3.5) 

Это представление называется разложением функции в обоб-

щённый ряд Фурье. Вычислим при некотором k  скалярное про-

изведение  )(),( xxf k  от левой и правой частей данного раз-

ложения. В результате получаем  

    




































b

a n

knnk

n

nnk dxxxxxxxf
11

)()()(,)()(),( . 

Если ряд 





1

)()(
n

knn xx  можно интегрировать почленно, то  

  























11

)()()()(
n

b

a

knn

b

a n

knn dxxxdxxx

    2

1

)()(),()(),( xxxxx kkkkk

n

knn 




 

Следовательно,   2
)()(),( xxxf kkk   и получаем коэффици-

енты разложения функции )(xf  по ортогональной системе 

функций ,...,...,, 21 n  

2
)(

))(),((

x

xxf

n

n
n




 .                          (3.6) 
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Чем хороши ряды Фурье? Для ответа на этот вопрос рас-

смотрим так называемые полиномы по ортогональной системе 

,...,...,, 21 n , содержащие не более чем n  слагаемых, то есть 

всевозможные линейные комбинации  





n

k

kknn

1

2211 ...  

элементов n ,...,, 21 . Оценим квадрат нормы разности эле-

ментов f  и  . Имеем  

  












 



n

k

kk

n

k

kk fffff
11

2
,,  

    












 



n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk fff
111

,,2,  

     
 


n

k

n

p

pkpk

n

k

kk fff
1 11

,,2, . 

Так как ,...,...,, 21 n  является семейством ортогональных 

функций, то  

 











.,0

,,
,

2

pkесли

pkеслиk
pk  

Поэтому      
 


n

k

kkk

n

k

n

p

pkpk

1

2

1 1

,, . Таким образом,  

       



n

k

kkk

n

k

kk ffff
1

2

1

2
,,2, . 

Далее, так как   2
, kkk  ,   2

)(, xf kkk  , то последнее 

соотношение можно переписать в виде 

 



n

k

kk

n

k

kkkff
1

22

1

222
2 . 

Вычитая и прибавляя в правой части полученного соотношения 

 



n

k

kk

1

22
 имеем  
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   


n

k

kkff
1

2222

   



n

k

kk

n

k

kkk

n

k

kk

1

22

1

2

1

22
2 , 

   



n

k

kkk

n

k

kkff
1

22

1

2222
. 

В последнем соотношении слагаемые 
2

f  и  



n

k

kk

1

22
 по-

стоянны, а слагаемое  



n

k

kkk

1

22
 достигает наименьшего 

значения и обращается в нуль при kk  . Таким образом, 

2
f  достигает минимума, когда  





n

k

kknn

1

2211 ... , 

то есть является n -ой частичной суммой ряда Фурье. Таким об-

разом, частичные суммы ряда Фурье осуществляют наилучшее 

среднеквадратичное приближение к исходной функции. Кроме 

того, так как 0
2
f , то   2

1

22
f

n

k

kk 


. Устремляя n  к 

бесконечности, получаем неравенство Бесселя  

  2

1

22
f

k

kk 




. 

Из неравенства Бесселя сразу же следует, что ряд 

 





1

22

k

kk  является сходящимся. 

Отметим несколько понятий в пространствах со скалярным 

произведением.  

Назовём семейство ортогональных функций ,...,...,, 21 n  

полным в пространстве со скалярным произведением H , если 
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не существует в этом пространстве функции ортогональной к 

каждой из функций семейства ,...,...,, 21 n . 

Если семейство элементов ,...,...,, 21 n  является полным в 

H , то каждый элемент из H  представим своим обобщённым 

рядом Фурье. 

Если в неравенстве Бесселя   2

1

22
f

k

kk 




 имеет место 

равенство, то есть   2

1

22
f

k

kk 




 для каждого элемента из 

H , то система элементов ,...,...,, 21 n  называется замкнутой в 

H , а равенство   2

1

22
f

k

kk 




 называется условием замк-

нутости или равенством Парсеваля-Стеклова. 

Если система элементов ,...,...,, 21 n  замкнута в H , то она 

полна в H . 

Доказательство у Магазинникова Л.И. или других книгах по 

рядам Фурье. 

Применяя формулы вычисления коэффициентов ряда Фурье 

2
)(

))(),((

x

xxf
a

n

n
n




  к тригонометрической системе (3.3), получа-

ем разложение 












1

0 sincos
2

)(
n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf ,       (3.7) 

коэффициенты которого находятся по формулам  

dx
l

xn
xf

l
a

l

l

n 



 cos)(

1
, ,...2,1,0n ,              (3.8) 

dx
l

xn
xf

l
b

l

l

n 



 sin)(

1
, ,...2,1n .                 (3.9) 

Преобразуем слагаемое 
l

xn
b

l

xn
a nn





sincos  в (3.7). Имеем 
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





l

xn
b

l

xn
a nn sincos  













 









l

xn

ba

b

l

xn

ba

a
ba

nn

n

nn

n
nn sincos

2222

22
. 

Положим  

nnn Aba 
22

, n

nn

n

ba

a



cos

22
, n

nn

n

ba

b



sin

22
. 

С учётом этих обозначений имеем 








 










l

xn

l

xn
A

l

xn
b

l

xn
a nnnnn sinsincoscossincos  












 nn

l

xn
A cos . 

Поэтому ряд (3.7) может быть записан в виде  



















1

0 cos
2

)(
n

nn
l

xn
A

a
xf . 

Функция 










nn

l

xn
A cos  является периодической с наи-

меньшим периодом 
n

l2
 и представляет собой гармоническое 

колебание. Поэтому разложение функций в ряд Фурье называ-

ют гармоническим анализом. Величина nA  называется ампли-

тудой гармоники, 
l

n
 частотой гармоники, n  отклонением 

от начального положения. 

Величины nA , ,...2,1n  называют амплитудным спек-

тром, 
l

n
 - частотным спектром, n , ,...2,1n  - фазовым 

спектром. 
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Заметим, что зная амплитудный, частотный и фазовый спек-

тры, можно восстановить исходную функцию, так как имеет ме-

сто следующий результат.  

Теорема (Дирихле). Всякая кусочно непрерывная и ограни-

ченная на отрезке ],[ ll  функция (сигнал) )(xf  может быть 

разложена в ряд Фурье (3.7) который сходится к периодической 

с периодом l2  функции )(xS  заданной на числовой прямой и в 

точках отрезка ],[ ll  принимающей значения  

2

)0()0(
)(




xfxf
xS . 

Для чётных функций коэффициенты (3.8), (3.9) разложения 

функции в ряд Фурье приобретают вид 

dx
l

xn
xf

l
dx

l

xn
xf

l
a

l

l

n 








0

0

cos)(
2

cos)(
2

, ,...2,1,0n , (3.10) 

0nb , ,...2,1n .                             (3.11) 

Аналогично, для нечётных функций имеем 

0na , ,...2,1,0n ,                         (3.12) 

dx
l

xn
xf

l
dx

l

xn
xf

l
b

l

l

n 








0

0

sin)(
2

sin)(
2

, ,...2,1n .  (3.13) 

Функции, заданные на половине периода, можем продол-

жить на другую половину периода любым образом. Продолжая 

чётным образом, получаем разложение по косинусам 









1

0 cos
2

)(
n

n
l

xn
a

a
xf ,                    (3.14) 

коэффициенты которого находятся по формулам (3.10), (3.11). 

Продолжая нечётным образом, получаем разложение по си-

нусам 









1

sin)(
n

n
l

xn
bxf ,                        (3.15) 

коэффициенты которого находятся по формулам (3.12), (3.13). 

Разложение (3.7) можно также записать в виде 
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







n

l

xn
i

necxf )(                            (3.16) 

коэффициенты которого находят по формулам 

dxexf
l

c

l

l

l

xn
i

n 





 )(
2

1
, ,...2,1,0 n  (3.17) 

Разложение (3.16) называют рядом Фурье в комплексной форме.  

Соответственно nc
l


 есть амплитудный спектр, 











 nc

l
arg  - фазовый спектр, 

l

n
 - частотный спектр. 

Интересна функция Хэвисайда, или что то же самое, еди-

ничная функция 









0,1

,0,0
)(

tесли

tесли
th . С помощью этой функции 

удобно записывается ступенька на отрезке ],[ 21 tt  задаваемая 

формулой 









],[,0

],,[,1
)(

21

21

tttесли

tttесли
tf  так как 

)()()( 21 tthtthtf  . 

Запишем условие замкнутости   2

1

22
f

k

kk 




 для три-

гонометрической системы 
l

xn

l

xn 
sin,cos,1 , ,...2,1n  и 

функции )(xf  с рядом Фурье  












1

0 sincos
2

)(
n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf  

для неё. 

Имеем  

 
     









l

ln

nn dxxf
l

ba
a

)(
1

2

2

1

22
2

0 . 
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Из этого соотношения сразу получаем, что ряды  


1

2

n

na , 

 


1

2

n

nb  и     





1

22

n

nn ba  сходятся, следовательно, 0lim 


n
n

a  и 

0lim 


n
n

b . 

Пусть )(xg  другая функция и  















1

0 sincos
2

)(
n

nn
l

xn

l

xn
xg  

её ряд Фурье. Условие замкнутости для функции )()( xgxf   

имеет вид  

 
      










l

ln

nnnn dxxgxf
l

ba
a 2

1

22
2

00 )()(
1

2
. 

Аналогично для функции )()( xgxf   условие замкнутости име-

ет вид  

 
      










l

ln

nnnn dxxgxf
l

ba
a 2

1

22
2

00 )()(
1

2
. 

Вычитая из первого соотношения второе и сокращая на 4, 

получаем соотношение 

  









l

ln

nnnn dxxgxf
l

ba
a

)()(
1

2
1

00 , 

которое называется обобщённым условием замкнутости. 

Пусть теперь 









].,[0

],,[,1
)(

21

21

xxxесли

xxxесли
xg  Тогда  

l

xx
dx

l
dxxg

l

x

x

l

l

12
0

2

1

1
)(

1 
 



, 










2

1

cos
1

cos)(
1

x

x

l

l

n dx
l

xn

l
dx

l

xn
xg

l
, 
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








2

1

sin
1

sin)(
1

x

x

l

l

n dx
l

xn

l
dx

l

xn
xg

l
, 





2

1

)(
1

)()(
1

x

x

l

l

dxxf
l

dxxgxf
l

. 

Подставляя полученные выражения для 0 , n , n  в обоб-

щённое условие замкнутости, получаем 

 




 














 





2

1

2

1

2

1

2

1

)(sincos
2

1

0

x

xn

x

x

n

x

x

n

x

x

dxxfdx
l

xn
bdx

l

xn
adx

a
, 

что и означает почленную интегрируемость ряда Фурье для 

функции )(xf . Таким образом, мы доказали следующий резуль-

тат. 

Теорема. Тригонометрический ряд Фурье кусочно-

непрерывной функции можно интегрировать почленно незави-

симо от характера сходимости. 

Для почленной дифференцируемости удаётся доказать лишь 

следующий результат.  

Теорема. Если функция )(xf  дифференцируема, то ряд Фу-

рье для производной )(xf   может быть получен почленным 

дифференцированием ряда Фурье для функции )(xf . 

Доказательство опустим. 

Отметим, что в сформулированной теореме поточечная схо-

димость ряда Фурье для производной не гарантируется, хотя в 

среднеквадратичном ряд сходится обязан. 

Интересны также условия равномерной сходимости ряда 

Фурье, которые сформулированы в следующей теореме. 

Теорема. Пусть функция )(xf  непрерывна на ],[ ll  и ку-

сочно дифференцируема на ],[ ll . Пусть, кроме того, 

)()( lflf  . Тогда ряд Фурье функции )(xf  сходится к )(xf  

равномерно относительно ],[ llx  . 

Доказательство. Для доказательства равномерной сходимо-

сти достаточно показать сходимость числового ряда 
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





1

0

2
)(

n

nn ba
a

xf  так как он является мажорирующим для 

ряда Фурье 










1

0 sincos
2

)(
n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf  функции )(xf .  

Пусть 0a , na , nb  коэффициенты ряда Фурье  















1

0 sincos
2

)(
n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf  

функции )(xf  . Установим связь между коэффициентами na , nb  

и na , nb  функций )(xf  и )(xf  . Применяя к коэффициентам na  

формулу интегрирования по частям с )(xfu  , dx
l

xn
dv


 cos , 

dxxfdu )( , 
l

xn

n

l
v




 sin , получаем 




 


dx
l

xn
xf

l
a

l

l

n cos)(
1

, 

n

l

l

l

l

b
n

l
dx

l

xn
xf

nl

xn

n

l
xf 













 



sin)(
1

sin)( , ,...2,1,0n . 

Аналогично для nb  полагая )(xfu  , dx
l

xn
dv


 sin , 

dxxfdu )( , 
l

xn

n

l
v




 cos , получаем 




 


dx
l

xn
xf

l
b

l

l

n sin)(
1

n

l

l

l

l

a
n

l
dx

l

xn
xf

nl

xn

n

l
xf 













 



cos)(
1

cos)( , ,...2,1n . 

Первое слагаемое равно нулю в силу равенства )()( lflf  . 

Таким образом, получили  

nn b
n

l
a 


 , nn a

n

l
b 


 , ,...2,1n . 
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Докажем, что ряды 






1n

n

n

b
 и 







1n

n

n

a
 сходятся. Действитель-

но, из неравенства   0
2
 BA  следует оценка 

2

22 BA
AB


 . 

Положив в этом неравенстве 
n

BaA n

1
,   получаем оценку 

  










2

2 1

2

1

n
a

n

a
n

n  из которой следует сходимость ряда 






1n

n

n

a
 

так как ряд  





1

2

n

na  сходится в силу условия замкнутости для 

функции )(xf  . Аналогично   










2

2 1

2

1

n
b

n

b
n

n , откуда следует 

сходимость ряда 






1n

n

n

b
. Следовательно, из nn b

n

l
a 


 , 

nn a
n

l
b 


 , ,...2,1n , 

получаем, что ряд 





1

0

2
)(

n

nn ba
a

xf  сходится, а поэтому 

ряд Фурье функции )(xf  сходится равномерно. Теорема дока-

зана. 

Из доказанной теоремы следует оценка скорости сходимости 

к нулю коэффициентов na , nb . Точнее, имеет место следующий 

результат. 

Следствие 1. Пусть функция )(xf  непрерывна на ],[ ll  и 

кусочно дифференцируема на ],[ ll . Пусть, кроме того, 

)()( lflf  . Тогда 0lim 


nan
n

, 0lim 


nbn
n

. 

Доказательство. Так как ряды  





1

2

n

na ,  





1

2

n

nb  сходится в 

силу условия замкнутости для функции )(xf  , то   0lim
2



n

n
a  и 
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  0lim
2



n

n
b  по необходимому признаку сходимости. Следова-

тельно, 0lim 


n
n

a  и 0lim 


n
n

b . Умножая обе части равенств 

nn b
n

l
a 


 , nn a

n

l
b 


 , ,...2,1n  на n  получаем требуемое. 

Следствие доказано. 

Следствие 2. Пусть периодическая с периодом l2  функция 

)(xf  непрерывна вместе с производными до порядка m  вклю-

чительно, а  1m -я производная кусочно непрерывна. Тогда 

0lim 1 



m
n

n
na , 0lim 1 



m
n

n
nb  и ряды  






1n

k
nn nba , mk ,...,2,1  

сходятся. 

Доказательство. Нетрудно показать, что если )(xf  перио-

дическая с периодом l2  функция, то и все её производные, если 

они существуют, тоже периодические с периодом l2  функции. 

В силу периодичности )()2()( )()()( lfllflf kkk  , 

mk ,...,2,1 . Так как по условию )()( xf m  непрерывна, а 

)()1( xf m  кусочно непрерывна, то по следствию 1, ряды 








1

)1(

n

m
n

n

a
, 







1
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n

m
n

n

b
 сходятся и 0lim )( 


na m

n
n

, 0lim )( 


nb m
n

n
. Да-

лее, ряды 


1

)(

n

m
na , 



1

)(

n

m
nb  сходятся и 0lim 2)1( 


na m

n
n

, 

0lim 2)1( 


nb m

n
n

. Продолжая, получаем, что ряды m

n

n na


1

, 

m

n

n nb


1

 сходятся, следовательно сходится и ряды 

 





1n

k
nn nba , mk ,...,2,1 . Кроме того 

0limlim 11)(  







m
n

n

mmm
n

n
nana , 0limlim 11)(  







m
n

n

mmm
n

n
nbnb . 

Следствие доказано. 
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4. Интегральные преобразования  

Пусть ),,( tsxK  – функция переменных tsx ,, , которые могут 

быть многомерными. Пусть 
nRG   - некоторое множество, 

)(GU  – подмножество множества ограниченных на G  функций. 

Оператор A , определённый на )(GU  и действующий по форму-

ле 

G

dxxfsxKsAf ))(,,())((  назовём интегральным оператором 

или интегральным преобразованием. Функцию ),,( tsxK  назо-

вём ядром интегрального преобразования. Интеграл 


G

dxxfsxK ))(,,(  есть интеграл, зависящий от параметра и, сле-

довательно, его свойства такие, как предельный переход, непре-

рывность, дифференцируемость, интегрируемость по параметру, 

определяются свойствами подынтегральной функции (ядра ин-

тегрального преобразования). Мы будем рассматривать частный 

случай ядра tsxKtsxK  ),(),,( . Такие ядра называют мульти-

пликативными. В случае этого ядра справедлива теорема. 

Теорема. Если )(GU  - линейное пространство, то оператор 


G

dxxfsxKsAf )(),())(( , определённый на этом пространстве, 

линеен, то есть  

))(())(()))((( sAgsAfsgfA  , ))(()))((( sAfsfA  .  

Доказательство очевидно из свойства линейности как собст-

венных, так и несобственных интегралов. 

Другие свойства интегральных преобразований зависят от 

ядра ),( sxK , размерности переменных sx,  и области G .  

Наиболее известны преобразования Фурье, синус преобразо-

вание Фурье, косинус преобразование Фурье и преобразование 

Лапласа. 
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4.1. Преобразование Фурье, интеграл Фурье, синус и косинус 

преобразования Фурье  

Множество G  есть числовая прямая, то есть 

),(  RG , )(GU  - совокупность абсолютно интегри-

руемых на ),(   функций. 

Ядро преобразования Фурье равно 
isxesxK 

2

1
),( . 

Преобразование Фурье имеет вид 

   







 dxexfsxfs isx)(

2

1
)()( . 

Функция )(s  называется также спектральной функцией 

или спектральной плотностью, )(s  называется амплитудным 

спектром, )(arg s  называется фазовым спектром. 

Обратное преобразование Фурье имеет вид 

  







 dsesx isx)(
2

1
. 

Подставляя в выражение для обратного преобразования Фу-

рье функцию )(s  (результат прямого преобразования Фурье), 

получаем конструкцию 

       







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


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




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


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









 dsdtetfdsedtetfx txisisxist )(

2

1

2

1
, 

которая называется интегралом Фурье. Это аналог ряда Фурье. 

Имеет место следующий результат. 

Теорема. Если  xf  абсолютно интегрируемая на 

),(  , кусочно-непрерывная и ограниченная или кусочно-

гладкая на каждом конечном отрезке функция, то  

   
  





























 dsdtetf

xfxf
x txis )(

2

1

2

00
)( . 

Заметим, что в точках непрерывности  
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   
 xf

xfxf




2

00
. 

Свойства преобразования Фурье. 

1. Линейность. Если )())(( ssf  , )())(( psg  , то  

)()())(())(()))((( sssgsfsgf  , 

)())(()))((( ssfsf   

или, что то же самое,  

)()())(())(()))((( sssgsfsgf  . 

Доказательство. В общем случае было доказано ранее. Не-

посредственно следует из определения преобразования Фурье и 

свойств интеграла. Действительно,  

  


 




 dxexgxfsgf isx)()(
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1
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
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






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 dxexfdxexfsf isxisx )(
2

1
)(

2

1
)))(((

)())(( ssf  . 

2. Подобие. Если )())(( ssf  , то  

  














s
sxf

1
)()( . 

Доказательство. Действительно, если 0 , то  

  


 




 dxexfsxf isx)(
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1
)()(


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 s
xdexf

x
s

i 1
)(

2
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. 

Если 0 , то сделав замену xt   имеем dxdt  , 




t
x
lim , 


t

x
lim  и тогда 




dt
dx , 
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  


 







dtetfsxf
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s
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
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s
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)(
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. 

Соединяя вместе, получаем требуемое. 

3. Запаздывание. Если )())(( ssf  , то  

    )(sesxf is  
. 

Доказательство. Действительно, 

    


 




 dxexfsxf isx)(
2

1




 




 dxexf xis )()(
2

1

)()()(
2

1 )( sexdeexf isisxis 


 







 . 

4. Дифференцирование функции. Если )())(( ssf  , 

)(xf  дифференцируема на всей числовой оси и )(xf  бесконеч-

но малая при x , то 

       sxfissxf  . 

Доказательство. Действительно, 

    







 dxexfsxf isx)(
2

1
. 

Преобразуем интеграл 







dxexf isx)(
2

1
 с помощью фор-

мулы интегрирования по частям с 
isxeu  , dxxfdv )( . Тогда 

dxisedu isx , )(xfv   и  





 
















 dxexfisexfdxexf isxisxisx )(
2

1
)()(

2

1

   sxfis , 
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так как 0)(lim 



isx

x
exf  как произведение бесконечно малой 

)(xf  на ограниченную isxe . 

5. Дифференцирование образа. Если )())(( ssf  , то  

       sxixfsxf  . 

Доказательство. Действительно, дифференцируя выраже-

ние    







 dxexfsxfs isx)(

2

1
)()(  по параметру под зна-

ком интеграла, получаем  

       sxixfdxexfixsxf isx 


 




)()(
2

1
. 

6. Если )())(( ssf  , то 

а)      sssxxf ()(
2

1
)(cos ;  

б)      ss
i

sxxf ()(
2

1
)(sin . 

Доказательство. Действительно, 

   


 




 dxxexfsxxf isxcos)(
2

1
)(cos  





 








dxe
ee

xf isx
xixi

2
)(

2

1




















 











 dxeexfdxeexf isxxiisxxi )(
2

1
)(

2

1

2

1




















 











 dxexfdxexf xsixsi )()( )(
2

1
)(

2

1

2

1

  ss ()(
2

1
. 

Аналогично, записывая xsin  через формулу Эйлера, полу-

чаем справедливость б). 
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Часто рассматривают синус и косинус преобразования Фу-

рье.  

Для синус и косинус преобразований Фурье множество G  

также есть числовая прямая, то есть ),(  RG , )(GU  - 

совокупность абсолютно интегрируемых на ),(   функций. 

Ядро синус преобразования Фурье равно 

sxsxK sin
2

1
),(


 . Синус преобразование Фурье имеет вид 

   



 sxdxxfsxfs ss sin)(

2

1
)()( . 

Для нечётных функций синус преобразование Фурье имеет 

вид  

   





0

sin)(
2

)()( sxdxxfsxfs ss  

Ядро косинус преобразования Фурье равно 

sxsxK cos
2

1
),(


 . Косинус преобразование Фурье имеет 

вид 

   



 sxdxxfsxfs cc cos)(

2

1
)()( . 

Для чётных функций косинус преобразование Фурье имеет 

вид  

   





0

cos)(
2

)()( sxdxxfsxfs cc  

4.2. Преобразование Лапласа  

Пусть )(tf  - комплекснозначная, кусочно непрерывная (то 

есть на каждом ограниченном отрезке числовой прямой имеет 

не более чем конечное число точек разрыва 1-го рода) на полу-
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интервале ),0[  , функция. Рассмотрим интеграл 




0

)( dtetf rt
. 

Если при некотором 0r  этот интеграл абсолютно сходится, то он 

абсолютно сходится и при любом r  таком, что 0ReRe rr  . 

Наименьшее действительное 0r  такое, что для всякого r  с 

0Re rr  , интеграл 




0

)( dtetf rt
 абсолютно сходится, а при 

0Re rr   абсолютно расходится, называется показателем роста 

функции )(tf . Если показатель роста 0r , то говорят, что 

функция имеет ограниченный рост. Примером функции ограни-

ченного роста служит функция такая, что 
tr

Metf 0)(  . 

Комплекснозначную функцию )(tf  заданную на интервале 

),(  назовём оригиналом, если она обладает свойствами  

1) 0)( tf  для всех )0,(t ; 

2) )(tf  кусочно непрерывна, то есть на каждом ограничен-

ном отрезке числовой прямой имеет не более чем конеч-

ное число точек разрыва 1-го рода; 

3) )(tf  ограниченного роста. 

Заметим, что любую кусочно непрерывную функцию огра-

ниченного роста можно сделать оригиналом, если умножить её 

на функцию 









0,1

,0,0
)(

tесли

tесли
th . Функцию )(th  называют еди-

ничной или функцией Хэвисайда. С учётом сделанного замеча-

ния кусочно непрерывные функции ограниченного роста будем 

считать оригиналами. 

Ядро преобразования Лапласа равно pxe . Преобразование 

Лапласа определяется для оригиналов и имеет вид 

       




0

dtetfptfLpF pt
.  
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Функцию )( pF  комплексного переменного p  называют 

изображением функции )(tf .  

Свойства преобразования Лапласа. 

1. Линейность. Если )())(( pFpLf  , )())(( pGpLg  , то  

)()())(())(()))((( pGpFpLgpLfpgfL  , 

)())(()))((( pFpLfpfL  . 

Доказательство. В общем случае было доказано ранее. Не-

посредственно следует из определения преобразования Лапласа 

и свойств интеграла. Действительно,  

      




0

)))((( dtetgtfpgfL pt

    )()())(())((

00

pGpFpLgpLfdtetgdtetf ptpt  






 . 

    )())(()))(((

00

pFpLfdtetfdtetfpfL ptpt  






 . 

2. Подобие. Если )())(( pFpLf  , то 

    











p
FptfL

1
.  

Доказательство. Действительно  

        












 









 p
FtdetfdtetfptfL

t
p

pt 1
)(

1

0

)(

0

. 

3. Запаздывания. Если )())(( pFpLf  , то 

    )()))((( pFeptfLeptfL pp    

Доказательство. Действительно  

         








0

)(

0

dtetfdtetfptfL tppt

  )()))(((

0

)( pFeptfLedteetf ppptp 



   . 

4. Смещения. Если )())(( pFpLf  , то 
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    )( 0
0 ppFptfeL
tp

  

Доказательство. Действительно  

        )( 0

0

)(

0

000 ppFdtetfdtetfeptfeL
tpppttptp

 






 . 

5. Дифференцирования оригинала. Если )())(( pFpLf  , и 

)(tf  , )(tf  , …, )()( tf n
 оригиналы, то 

    )0()(  fppFptfL , 

    )0()0()(2  fpfpFpptfL , 

    )0(...)0()( )1(1)(   nnnn ffppFpptfL . 

Доказательство. Действительно      




0

dtetfptfL pt . 

Преобразуем интеграл  




0

dtetf pt  с помощью формулы интег-

рирования по частям с pteu  , dttfdv )( . Тогда 

dtpedu pt , )(tfv   и  

    )0()()(

0
0

0

 









 fppFdtetfpetfdtetf ptptpt ,. 

так как 0)(lim 



pt

t
etf . Далее,  

         )0(fptfpLptfL  

     )0()0()()0()0( 2  fpfpFpffptfLp . 

По аналогии  

          )0()1()1()( nnn fptfpLptfL

       ...)0()0( )1()2()2( nnn ffptfLp

)0(...)0()( )1(1   nnn ffppFp  

6. Дифференцирование изображения. Если 

)())(( pFpLf  , то 

)))((()( pttfLpF  , 
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)))(()1(()()( ptftLpF nnn  . 

В частности,  

 
1

!
)(




n

n

p

n
ptL . 

Доказательство. Действительно, дифференцируя по пара-

метру под знаком интеграла, получаем  

       












000

)()( dtettfdte
dp

d
tfdtetf

dp

d
pF ptptpt

  )))((()(

0

pttfLdtetft pt  


 . 

Далее по индукции. 

7. Интегрирование оригинала. Если )())(( pFpLf  , то 

p

pF
pdfL

t
)(

)()(

0















 . 

Доказательство. Так как  tf  оригинал, то  

t

dftg

0

)()(  

тоже оригинал и  tfdf
dt

d
tg

t















 

0

)()( , 0)0( g . Поэтому  

       )0()()()()()()( gptgpLtgLptfLpF

 



















0 0

)( dtedfp pt

t

. 

Разделив крайние части равенства на p , получаем требуемое. 

8. Интегрирование изображения Если )())(( pFpLf  , и 

интеграл 


p

dppF )(  абсолютно сходится, то 
t

tf )(
 оригинал и  













p

dppFp
t

tf
L )()(

)(
. 

Доказательство. Примем эту теорему без доказательства. 
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Функция  

t

dtgftgf
0

)()())((  называется свёрткой 

функций )(tf  и )(tg . 

Свойства свёртки. 

1. Свёртка симметрична, то есть ))(())(( tfgtgf  . 

Доказательство. Действительно, сделав в интеграле 

 

t

dtgf

0

)()(  замену  ts , получаем st  ,  dds , 

 

t

t

t

dssgstfdssgstfdtgf

0

0

0

)()()()()()( . Крайние 

части отличаются только обозначениями. 

2. Если )())(( pFpLf  , )())(( pGpLg  , то  

  )()()())(( pGpFptgfL  . 

Доказательство. Примем эту теорему без доказательства. 

3. Формула Дюамеля 

)()()()()()()0(
0

pGppFpdtgftgfL

t















  . 

Доказательство. Примем эту теорему без доказательства. 

 

Таблица оригиналов и изображений 

оригинал изображение 

)(th  

p

1
 

te
 

p

1
 

tcos  

22 p

p
 

tsin  
22 



p
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nt  
1

!
np

n
 

tch  
22 p

p
 

tsh  
22 



p
 

te t  cos  

  22




p

p
 

te t  sin  

  22




p
 

Первая теорема обращения. Если )( pF  является изобра-

жением функции )(tf , то в каждой точке непрерывности )(tf  

       









ia

ia

pxdpepF
i

tpFLtf
2

11
, 

где интеграл берётся вдоль любой прямой с 0Re rap  , а 0r  

-показатель роста функции )(tf .  

Доказательство. Примем эту теорему без доказательства. 

Вторая теорема обращения. Если  

1) функция )( pF  аналитическая в полуплоскости 0Re rp  , и в 

полуплоскости 0Re rp   имеет конечное число полюсов;  

2) 0)(maxlim 


pF
RCpR

, где RC -дуги окружностей Rp  , 

0Re rp  ;  

3) для любого 0ra   абсолютно сходится интеграл  




ia

ia

dppF ,  

то функция      













 





k

pt

pp
epFsthtpFLtf

k

)(Re)(1  есть ори-

гиналом для )( pF . 

Доказательство. Примем эту теорему без доказательства. 
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