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Ïðèâåäeí êîíñïåêò ëåêöèé ïî ðàçäåëó "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" ,

÷èòàåìûõ â ïåðâîì ñåìåñòðå íà ïåðâîì êóðñà ÔÂÑ. Êîíñïåêò ñîñòîèò

èç òðåõ ãëàâ. Ïåðâàÿ ãëàâà � ââîäíàÿ. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæå-

ñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè. Ââîäèòñÿ îáùåå ïîíÿòèå ôóíêöèè. Âòîðàÿ

ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðèè ïðåäåëîâ. Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïðåäåëîâ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè è ôóíêöèè, ïðèâîäÿòñÿ èõ ñâîéñòâà è ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ

ïðåäåëîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-

íûå òåîðåìû î ñâîéñòâàõ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè, èìåþùèå

íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêîå , íî è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïîñëåäíèé ïàðà-

ãðàô ïîñâÿùåí áåñêîíå÷íî ìàëûì è áåñêîíå÷íî áîëüøèì â òî÷êå ôóíê-

öèÿì. Òðåòüÿ ãëàâà � îñíîâíàÿ â ýòîì ðàçäåëå. Â íåé èçëàãàþòñÿ îñíîâû

äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèè îäíîé è íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ. Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè. Ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ê èññëåäîâà-

íèþ ôóíêöèé (ìîíîòîííîñòü, òî÷êè ýêñòðåìóìà, èíòåðâàëû âûïóêëîñòè,

àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè, íàõîæäåíèþ íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî

çíà÷åíèé ôóíêöèè â çàìêíóòîé îáëàñòè). Äëÿ ôóíêöèè âåêòîðíîãî àð-

ãóìåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâíûé ýêñòðåìóì.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåðàìè.

Â ïîñîáèè ïðèâåäåíû òàêæå èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ îá ó÷åíûõ-

ìàòåìàòèêàõ.



Ãëàâà I

Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç

Ïðè çàïèñè îïðåäåëåíèé, òåîðåì è ðàçëè÷íûõ ôîðìóë ìû áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû: ∀ � äëÿ âñåõ, äëÿ êàæäîãî, ∃ � ñóùåñòâóåò,

∃! � ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé, ∨ � èëè, ∧ � è, ⇒ � âëå÷åò, ⇔ � òîãäà

è òîëüêî òîãäà.

�1. Ìíîæåñòâà. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó îñíîâíûõ, íåîïðåäåëÿåìûõ

ïîíÿòèé ìàòåìàòèêè. Ïîä ìíîæåñòâîì ïîíèìàþò ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ

(ïðåäìåòîâ), îáúåäèíåííûõ ïî êàêîìó-ëèáî ïðèçíàêó. Îäèí èç ñîçäàòå-

ëåé òåîðèè ìíîæåñòâ íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ãåîðã Êàíòîð òàê îïðåäåëÿåò

ìíîæåñòâî � "Ìíîæåñòâî åñòü ìíîãîå, ìûñëèìîå êàê åäèíîå öåëîå".

Îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè: A, B, X, Y,

Z, . . . Îáúåêòû, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ìíîæåñòâî, íàçûâàþò åãî ýëåìåí-

òàìè. Óñëîâèå, ÷òî îáúåêò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A çàïèñûâàþò

a ∈ A. Åñëè îáúåêò a íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî çàïèñû-

âàþò a /∈ A. Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàþò

ïóñòûì è îáîçíà÷àþò ∅.
Çàäàòü ìíîæåñòâî ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî ìîæíî çàäàòü ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ. Ìîæíî çàäàòü ìíîæåñòâî

óêàçàíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà, êîòîðûì îáëàäàþò âñå ýëåìåí-

òû ìíîæåñòâà, è íå îáëàäàþò îáúåêòû, íå ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó.

Îáîçíà÷àþò òàêîå ìíîæåñòâî A = {x|P (x)}, ãäå P (x) � õàðàêòåðèñòè÷å-
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ñêîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A, åñëè êàæ-

äûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A (B ⊂ A).

Åñëè A ⊂ B è B ⊂ A, òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíû, òî åñòü A = B. Ñàìîå

áîëüøîå ìíîæåñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå â çàäà÷å, íàçûâàþò óíèâåðñàëü-

íûì è îáîçíà÷àþò U .

Ðàññìîòðèì îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè:

Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà A è B.

1) Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ,

êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ A èëè B

(Ðèñ. 1):

A ∪B = {x |x ∈ A ∨ x ∈ B};
2) Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ,

êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò è ìíîæåñòâóA è ìíîæåñòâóB (Ðèñ. 2):

A ∩B = {x |x ∈ A ∧ x ∈ B};
3) Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïðè-

íàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó A è íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó B (Ðèñ. 3):

A \B = {x |x ∈ A ∧ x /∈ B};
4) Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ óíèâåð-

ñàëüíîãî ìíîæåñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó A:

A = {x |x ∈ U ∧ x /∈ A};
5)Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A è B � ýòî ìíîæåñòâî óïî-

ðÿäî÷åííûõ ïàð, ïåðâûå êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

A, à âòîðûå � ìíîæåñòâó B:

A×B = {(x, y)|x ∈ A ∧ y ∈ B} ;
Ìîæíî îïðåäåëèòü äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà

ìíîæåñòâ, à èìåííî,

A1 × A2 × . . .× An = {(x1, x2, . . . , xn)|x1 ∈ A1, x2 ∈ A2, . . . , xn ∈ An}.
Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n îäèíàêîâûõ ìíîæåñòâ A× A× . . .× A︸ ︷︷ ︸

n ñîìíîæèòåëåé

=

{(x1, x2, . . . , xn)|x1, x2, . . . , xn ∈ A} áóäåì îáîçíà÷àòü A(n).
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Ðèñ. 3

Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà A è B. Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A ïî-

ñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò b ∈ B è êàæäûé ýëåìåíò

b ∈ B ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîìó ýëåìåíòó a ∈ A, òî ãîâîðÿò, ÷òî

ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-

âåòñòâèå. Åñëè ìåæäó ýëåìåíòàìè äâóõ ìíîæåñòâ ìîæíî êàêèì-ëèáî

ñïîñîáîì óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, òî ãîâîðÿò, ÷òî

ýòè ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü. (Ïîíÿòèå ìîùíîñòè åñòü

îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, åñëè ìíîæåñòâî áåñêî-

íå÷íî).

�2. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà. Ìîäóëü ÷èñëà.

Ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíî-

æåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, åãî ïîäìíîæåñòâà è äåêàðòîâî ïðîèç-

âåäåíèå Rn = R × R × . . . × R � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ

(x1, x2, . . . , xn), ãäå âñå xi ýëåìåíòû ìíîæåñòâà R. Ýòî ïðîèçâåäåíåíèå

îáîçíà÷àþò òàêæå R(n).

Ãåîìåòðè÷åñêè ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ìîæíî èçîáðàçèòü

òî÷êàìè íà ïðÿìîé. Ïðè÷åì ìåæäó ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è

ìíîæåñòâîì òî÷åê ïðÿìîé ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-

âåòñòâèå: äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó x ∈ R ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó

íà ïðÿìîé ñ êîîðäèíàòîé x.

Âî ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ââåäåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ ÷èñåë. Îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 1.

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äîïîëíÿþò äâóìÿ ýëåìåíòàìè −∞
è +∞, íàçûâàåìûìè ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü è ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü. Ìíî-

æåñòâî R, äîïîëíåííîå ýëåìåíòàìè −∞ è +∞, íàçûâàþò ðàñøèðåí-
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íûì ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àþò R. Èíî-
ãäà âìåñòî −∞ è +∞ áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ∞.

Ñ ñèìâîëàìè ±∞ íåëüçÿ îáðàùàòüñÿ êàê ñ îáû÷íûìè ÷èñëàìè. Îïå-

ðàöèè ñ ýòèì ñèìâîëàìè âûïîëíÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1) a+ (±∞) = ±∞; 10) (+∞) + (+∞) = +∞;

2) a− (±∞) = ∓∞; 11) (−∞) + (−∞) = −∞;

3) a · (±∞) = ±∞, åñëè a > 0; 12) (+∞) · (+∞) = +∞;

4) a · (±∞) = ∓∞, åñëè a < 0; 13) (+∞) · (−∞) = −∞;

5) a0 = ±∞, åñëè a 6= 0 ; 14) (−∞) · (−∞) = +∞;

6) a(+∞) = +∞, åñëè a > 1; 15) ±∞0 = ±∞;

7) a(−∞) = 0, åñëè a > 1; 16) a
±∞ = 0;

8) a(+∞) = 0, åñëè 0 < a < 1; 17) (+∞)(+∞) = +∞;

9) a(−∞) = +∞, åñëè 0 < a < 1; 18) (+∞)(−∞) = 0.

Êðîìå òîãî, íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ââåäåíî îòíîøå-

íèå ïîðÿäêà "áîëüøå èëè ðàâíî"(>), êîòîðîå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) x > x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ R (ñâîéñòâî ðåôëåêñèâíîñòè);

2) åñëè x > y è y > z, òî x > z (ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè);

3) åñëè x > y è y > x, òî x = y;

4) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ R âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç îòíîøåíèé

x > y èëè y > x;

5) åñëè x > y, òî x+ z > y + z äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà z ∈ R;
6) åñëè x > 0 è y > 0, òî xy > 0.

Êðîìå ýòîãî îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îòíîøåíèÿ

ïîðÿäêà "ìåíüøå èëè ðàâíî"(6), "ìåíüøå"(<) è "áîëüøå"(>).

Â êóðñå àíàëèçà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ìíî-

æåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R:
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {1; 2; 3; . . .};
ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë N0 = {0; 1; 2; 3; . . .};
ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z = {0; ±1; ±2; . . .};
ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q = {mn |m ∈ Z, n ∈ N};
îòðåçîê [a; b] � ìíîæåñòâî òî÷åê x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

a 6 x 6 b;
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èíòåðâàë (a; b) � ìíîæåñòâî òî÷åê x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

a < x < b;

ïîëóèíòåðâàëû [a; b) è (a; b] � ìíîæåñòâà òî÷åê x, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì a 6 x < b è a < x 6 b ñîîòâåòñòâåííî;

ëó÷è (a; +∞), (−∞; b), [a; +∞), (−∞; b] � ìíîæåñòâà òî÷åê x, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì x > a, x < b, x > a, x 6 b ñîîòâåòñòâåííî.

Â äàëüíåéøåì âñå ïåðå÷èñëåííûå ìíîæåñòâà (êðîìå N, N0, Z, Q, R)
áóäåì îáúåäèíÿòü òåðìèíîì ïðîìåæóòîê.

Â êóðñå àíàëèçà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå R × R = R(2) áóäåì

ðàñìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, à äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

R× R× R = R(3) � êàê ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà.

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïëîòíîñòè:

ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè ðàñïîëîæåíî åùå õî-

òÿ áû îäíî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à, çíà÷èò, áåñêîíå÷íî ìíîãî äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a è b � ðàçëè÷íûå ÷èñëà, ïðè÷åì

ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè a < b, òî a < a+ b
2 < b.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,

ìîæíî äîêàçàòü âàæíîå äëÿ èçëîæåíèÿ êóðñà àíàëèçà óòâåðæäåíèå

(ïðèíöèï Êàíòîðà1), êîòîðûé íàçûâàþò òàêæå ëåììîé î âëîæåí-

íûõ îòðåçêàõ.

Ëåììà 2.1. (ïðèíöèï Êàíòîðà) Äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îòðåçêîâ, äëèíû êîòîðûõ, óáûâàÿ, ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îò-

ðåçêàì.

Åñëè èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü [a1; b1] ⊃ [a2; b2] ⊃ [a3; b3] ⊃ . . . ⊃
[an; bn] ⊃ . . . âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îòðåçêîâ, ïðè÷åì bn − an → 0

ïðè n → ∞, òî ïåðåñå÷åíèå âñåõ îòðåçêîâ
∞⋂
n=1

[an; bn] íå ïóñòî, òî åñòü

1Ãåîðã Êàíòîð (Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor) (1845-1918) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê. Êàíòîð çàëîæèë îñíî-

âû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Îí íàèáîëåå èçâåñòåí, êàê ñîçäàòåëü òåîðèè ìíîæåñòâ. Êàíòîð ââåë ïîíÿòèå âçàèìíî-

îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ, äàë îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî è âïîëíå-óïîðÿäî÷åííîãî

ìíîæåñòâ, äîêàçàë, ÷òî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áîëüøå, ÷åì íàòóðàëüíûõ. Îí îïðåäåëèë ïîíÿòèÿ êàðäèíàëüíûõ è

ïîðÿäêîâûõ ÷èñåë è èõ àðèôìåòèêó.
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ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈
∞⋂
n=1

[an; bn].

Âî ìíîãèõ îïðåäåëåíèÿõ è òåîðåìàõ êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ìîäóëÿ.

Ìîäóëåì ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ ñàìî ÷èñëî a, åñëè îíî íåîòðèöàòåëü-

íî, è ÷èñëî, ïðîòèâîïîëîæíîå a, åñëè a îòðèöàòåëüíî, òî åñòü

|a| =

{
a, åñëè a > 0,

−a, åñëè a < 0.
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäóëÿ:

1) |a| > a, |a| > −a; 4) |a− b| > ||a| − |b||;
2) |a| = max{a, −a}; 5) |a · b| = |a| · |b|;
3) |a+ b| 6 |a|+ |b|; 6)

∣∣∣ab ∣∣∣ =
|a|
|b| (b 6= 0);

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ: ìîäóëü ÷èñëà a (|a|) � ýòî ðàññòîÿíèå

íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îò òî÷êè 0 äî òî÷êè a. Òîãäà ïðè a > 0 íåðàâåíñòâî

|x| < a ýêâèâàëåíòíî äâîéíîìó íåðàâåíñòâó −a < x < a è çàäàåò íà

ïðÿìîé èíòåðâàë (−a; a), à íåðàâåíñòâî |x| > a çàäàåò îáúåäèíåíèå èí-

òåðâàëîâ (−∞; −a) ∪ (a; +∞).

×èñëîâîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè ñó-

ùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî a 6 M äëÿ âñåõ a ∈ A. Åñëè ñóùåñòâóåò

÷èñëî m òàêîå, ÷òî a > m äëÿ âñåõ a ∈ A, òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ

îãðàíè÷åííûì ñíèçó.

×èñëî M íàçûâàþò âåðõíåé, à ÷èñëî m � íèæíåé ãðàíèöåé ìíî-

æåñòâà. Îãðàíè÷åííîå ñâåðõó è ñíèçó ìíîæåñòâî íàçûâàþò îãðàíè÷åí-

íûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëàM è m, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî m 6 a 6 M . Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ìíîæå-

ñòâà ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì |a| 6 M , ýêâèâà-

ëåíòíîãî ïðåäûäóùåìó íåðàâåíñòâó.

×èñëà M è m îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Åñëè ìíîæåñòâî îãðàíè-

÷åíî, òî îíî èìååò ìíîãî âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíèö. Íàèìåíüøàÿ èç

âåðõíèõ ãðàíèö íàçûâàåòñÿòî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ

supA (÷èòàåòñÿ "ñóïðåìóì"), à íàèáîëüøàÿ èç íèæíèõ ãðàíèö íàçûâà-

åòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ inf A (÷èòàåòñÿ "èí-
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ôèìóì"). Èòàê, M = supA, åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ A âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî a 6 M è äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî

÷èñëà ε íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a′ ∈ A, ÷òî a′ > M − ε. Àíàëîãè÷íî,

m = inf A, åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

a > m è äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàé-

äåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a′′ ∈ A, ÷òî a′′ < m+ ε.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 2.2. Âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî èìååò

òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíèöó. Âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó ìíîæå-

ñòâî èìååò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíèöó.

Åñëè ìíîæåñòâî A íåîãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà M íàé-

äåòñÿ ýëåìåíò a0 ∈ A òàêîé, ÷òî a0 > M . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàþò, ÷òî

supA = +∞. Àíàëîãè÷íî, äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ñíèçó ìíîæåñòâà ïîëà-

ãàþò, ÷òî inf A = −∞.

�3. Ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè òî÷êè.

Ïðè îïðåäåëåíèè ìíîãèõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èñïîëüçó-

åòñÿ ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè. Îïðåäåëèì îêðåñòíîñòü â ïðîñòðàíñòâàõ ðàç-

ëè÷íîé ðàçìåðíîñòè.

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a ∈ R(1) ðàäèóñà r íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî òî÷êè a íå

ïðåâîñõîäèò r. Îáîçíà÷àåòñÿ îêðåñòíîñòü Ur(a). Òàêèì îáðàçîì,

Ur(a) = {x ∈ R(1) | ρ(x, a) < r}.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ, îêðåñò-

íîñòü ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x − a| < r. Ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê çàäàåò

íà ïðÿìîé èíòåðâàë

Ur(a) = (a− r; a+ r).
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Âñå òî÷êè îêðåñòíîñòè Ur(a) êðîìå òî÷êè a îáðàçóþò ïðîêîëîòóþ

îêðåñòíîñòü U̇r(a):

U̇r(a) = Ur(a) \ {a}.

Ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ïðÿìîé, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ íåðàâåíñòâó 0 < ρ(x, a) < r. Îíà çàäàåòñÿ îáúåäèíåíèåì èíòåðâà-

ëîâ

U̇r(a) = (a− r; a) ∪ (a; a+ r).

Íà ïðÿìîé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå âñþ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, à åå ïðà-

âóþ èëè ëåâóþ ïîëîâèíû.

Ïðàâàÿ ïîëóîêðåñòíîñòü U+
r (a) òî÷êè a ∈ R(1) ðàäèóñà r � ýòî

ìíîæåñòâî òî÷åê ïðÿìîé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

{x ∈ R(1) | a < x < a+ r}, òî åñòü

U+
r (a) = {x ∈ R(1) | a < x < a+ r} = (a; a+ r).

Ëåâàÿ ïîëóîêðåñòíîñòü U−r (a) òî÷êè a ∈ R(1) ðàäèóñà r � ýòî ìíî-

æåñòâî òî÷åê ïðÿìîé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

{x ∈ R(1) | a− r < x < a}, òî åñòü

U−r (a) = {x ∈ R(1) | a− r < x < a} = (a− r; a).

Îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè UE(∞) ðàäèóñà E íà-

çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïðÿìîé, ëåæàùèõ âíå îòðåçêà [−E; E],

òî åñòü

UE(∞) = {x ∈ R(1) | |x| > E}.

Â ïðîñòðàíñòâå R(n), ãäå n > 1 áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà òèïà îêðåñò-

íîñòåé: øàð è ïàðàëëåëåïèïåä.

Øàðîâîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a ∈ R(n) ðàäèóñà r íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà R(n), ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî òî÷-

êè a íå ïðåâîñõîäèò r.

Åñëè a = (a1; a2; . . . ; an), x = (x1; x2; . . . ;xn) ∈ R(n), òî

Ur(a) = {x ∈ R(n) | ρ(x, a) < r}

8



èëè Ur(a) =

{
x ∈ R(n) |

n∑
k=1

(xk − ak)2 < r2

}
.

Îêðåñòíîñòüþ�ïàðàëëåëåïèïåäîì òî÷êè a ∈ R(n) íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà R(n), êàæäàÿ êîîðäèíàòà xk êîòî-

ðîé óäàëåíà îò ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû òî÷êè a íà ðàññòîÿíèå

ìåíüøå, ÷åì rk (k = 1, 2, . . . , n).

Åñëè a = (a1; a2; . . . ; an), x = (x1; x2; . . . ;xn) ∈ R(n), òî

Π(a) =
{
x ∈ R(n) | ρ(xk, ak) < rk, ∀k = 1, n

}
.

Íà ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâî R(2)) îêðåñòíîñòü ïåðâîãî òèïà � ýòî

êðóã, à îêðåñòíîñòü âòîðîãî òèïà � ïðÿìîóãîëüíèê, â ïðîñòðàíñòâå R(3)

îêðåñòíîñòü ïåðâîãî òèïà � ýòî øàð, à îêðåñòíîñòü âòîðîãî òèïà � ïà-

ðàëëåëåïèïåä.

Îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè UE(∞) ðàäèóñà E

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà R(n), ëåæàùèõ âíå øàðà

ðàäèóñà E, òî åñòü

UE(∞) = {x ∈ R(n) | |x| > E}

èëè Ur(a) = {x ∈ R(n) |
n∑
k=1

(xk − ak)2 > E2}.

Ââåäåì åùå íåñêîëüêî ïîíÿòèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëî-

æåíèÿ ìàòåðèàëà.

Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè

íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, öåëèêîì ëåæàùàÿ â X, è òî÷êà

a ∈ X íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè åñòü òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå X è íå ïðèíàä-

ëåæàùèå X.

Ìíîæåñòâî, âñå òî÷êè êîòîðîãî âíóòðåííèå, íàçûâàåòñÿ îòêðû-

òûì, à ñîäåðæàùåå âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè � çàìêíóòûì. Îòðå-

çîê ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, à èíòåðâàë � îòêðûòûì.

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþ-

áîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ëåæèò õîòÿ áû îäíà òî÷êà èç X, îò-

ëè÷íàÿ îò òî÷êè x0.
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Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ñãóùåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê èç X. Çàìåòèì, ÷òî ñàìà òî÷êà

x0 ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó X.

�4. Ïîíÿòèå ôóíêöèè. Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

Ïîíÿòèå ïåðåìåíîé âåëè÷èíû (ôóíêöèè) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëü-

íûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îíî ÿâëÿåòñÿ äëÿ ìàòåìàòèêè è

åå ïðèëîæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ïåðåìåííûõ âåëè÷èí, òàêèì æå

ôóíäàìåíòàëüíûì, êàê ïîíÿòèå ÷èñëà äëÿ àðèôìåòèêè. Êàê è îñòàëüíûå

ïîíÿòèÿ ìàòåìàòèêè, ïîíÿòèå ôóíêöèè ñëîæèëîñü íå ñðàçó, à ïðîøëî

äîëãèé ïóòü ðàçâèòèÿ. Âïåðâûå ïîíÿòèå ôóíêöèè áûëî ââåäåíî â çíàìå-

íèòîì òðóäå ìàòåìàòèêà è ôèëîñîôà Ðåíå Äåêàðòà2 ïîä íàçâàíèåì "ïå-

ðåìåííàÿ âåëè÷èíà". Â ãåîìåòðè÷åñêîì è ìåõàíè÷åñêîì ïîíèìàíèè ýòî

ïîíÿòèå èíòåðïðåòèðóåòñÿ ó Èñààêà Íüþòîíà3 (1671 ã.). Ïîä ôóíêöèåé

îí ïîíèìàë ïåðåìåííóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìå-

íè. Ýòó âåëè÷èíó Íüþòîí íàçûâàë "ôëþåíòîé". Òåðìèí "ôóíêöèÿ"(îò

ëàòèíñêîãî functio � èñïîëíåíèå) âïåðâûå ââeë â 1673 ãîäó íåìåöêèé

ìàòåìàòèê Ãîòôðèä Ëåéáíèö4 â ïèñüìå ê Ãþéãåíñó. Ó Ëåéáíèöà ôóíê-

öèÿ ñâÿçûâàëàñü ñ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàçîì (ïîä ôóíêöèåé îí ïîíèìàë

îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî ìåíÿåòñÿ ïî êàêîìó-íèáóäü îïðåäåëåííîìó çà-
2Ðåíå Äåêàðò (äå'Êàðò, Renå Descartes 1596-1650) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ôèëîñîô, ìåõàíèê, ôèçèê è ôè-

çèîëîã, ñîçäàòåëü àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ñîâðåìåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèìâîëèêè. Â 1637 ãîäó âûøåë â ñâåò

ãëàâíûé òðóä Äåêàðòà "Ðàññóæäåíèå î ìåòîäå, ïîçâîëÿþùåì íàïðàâëÿòü ñâîé ðàçóì è îòûñêèâàòü èñòèíó â íàóêàõ".

Â ýòîé êíèãå èçëàãàëàñü àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, à â ïðèëîæåíèÿõ � ðåçóëüòàòû â àëãåáðå, ãåîìåòðèè, îïòèêå (çà-

êîí ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà) è ìíîãîå äðóãîå. Äåêàðò ðàçðàáîòàë ìàòåìàòè÷åñêóþ ñèìâîëèêó, ñ ýòîãî ìîìåíòà áëèçêóþ ê

ñîâðåìåííîé, èññëåäîâàë àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè (ìíîãî÷ëåíû), à òàêæå ðÿä "ìåõàíè÷åñêèõ"(ñïèðàëè, öèêëîèäà).
3Èñààê Íüþòîí (Isaac Newton) (1642-1727) � àíãëèéñêèé ôèçèê, ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è àñòðîíîì, îäèí èç ñîçäà-

òåëåé êëàññè÷åñêîé ôèçèêè. Îäíîâðåìåííî ñ Ëåéáíèöåì ðàçðàáîòàë äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ,

òåîðèþ öâåòà è ìíîãèå äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå òåîðèè. Íüþòîí îïðåäåëèë áàçîâûå ïîíÿòèÿ ìåõàíè-

êè, ñôîðìóëèðîâàë òðè çàêîíà ìåõàíèêè. Íüþòîí ñ÷èòàë îñíîâíûì è îáùèì ìåòîäîì àíàëèçà ôóíêöèé ðàçëîæåíèå

â ðÿä. Îí èñïîëüçîâàë ðÿäû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (â òîì ÷èñëå äèôôåðåíöèàëüíûõ), èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ

ôóíêöèé. Áîëüøîå âíèìàíèå Íüþòîí óäåëÿë ïðèáëèæeííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé.
4Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö (Gottfried Wilhelm von Leibniz) (1646-1716) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ôèçèê, ôèëîñîô.

Îñíîâíîé çàñëóãîé Ëåéáíèöà â îáëàñòè ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå (âìåñòå ñ È. Íüþòîíîì) äèôôåðåíöèàëüíîãî è

èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ëåéáíèö äàë îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà è èíòåãðàëà, âûâåë ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ, ïîèñêà ýêñòðåìóìîâ è òî÷åê ïåðåãèáà, ñäåëàë íåìàëî îòêðûòèé â êîìáèíàòîðèêå, â àëãåáðå (íà÷àëà òåîðèè îïðå-

äåëèòåëåé), â ãåîìåòðèè, ïðåäâîñõèòèë íåêîòîðûå ìîìåíòû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, ïîñòàâèë çàäà÷ó

ëîãè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè. Ëåéáíèö ñûãðàë âàæíóþ ðîëü â èñòîðèè ñîçäàíèÿ ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ

ìàøèí: îí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü äëÿ öåëåé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè áèíàðíóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ. Ïî ïðîñüáå

Ïåòðà I Ëåéáíèö ðàçðàáîòàë ïðîåêòû ðàçâèòèÿ îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèè è Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê.
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êîíó). Â ðàáîòàõ Äåêàðòà, Íüþòîíà è Ëåéáíèöà ïîíÿòèå ôóíêöèè íîñèëî

èíòóèòèâíûé õàðàêòåð è áûëî ñâÿçàíî ëèáî ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè, ëèáî ñ

ìåõàíè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Â XVIII âåêå ôóíêöèþ ñòàëè ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìóëó, ñâÿçûâàþ-

ùóþ îäíó ïåðåìåííóþ ñ äðóãîé. Øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê Èîãàíí Áåð-

íóëëè5 îïðåäåëèë ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: "ôóíêöèåé ïåðåìåííîé

âåëè÷èíû íàçûâàþò êîëè÷åñòâî, îáðàçîâàííîå êàêèì óãîäíî ñïîñîáîì èç

ýòîé ïåðåìåííîé âåëè÷èíû è ïîñòîÿííûõ". Â 1755 ãîäó â "Äèôôåðåíöè-

àëüíîì èñ÷èñëåíèè" Ëåîíàðä Ýéëåð6 äàåò îáùåå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè:

"Ôóíêöèÿ ïåðåìåííîãî êîëè÷åñòâà åñòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ñî-

ñòàâëåííîå êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì èç ýòîãî ïåðåìåííîãî êîëè÷åñòâà è ÷è-

ñåë èëè ïîñòîÿííûõ êîëè÷åñòâ".

Ñîâðåìåííîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè êàê çàâèñèìî-

ñòè îäíîé ïåðåìåííîé âåëè÷èíû îò äðóãîé áûëî äàíî íåçàâèñèìî äðóã

îò äðóãà â ðàáîòàõ Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à Ëîáà÷åâñêîãî7, íåìåöêîãî ìàòå-
5Èîãàíí Áåðíóëëè (Johann Bernoulli) (1667-1748) � øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê, ìëàäøèé áðàò ßêîáà Áåðíóëëè.

Èîãàíí Áåðíóëëè âíåñ áîëüøîé âêëàä â ðàçðàáîòêó äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèé, òåîðèþ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âàðèàöèîííîe èñ÷èñëåíèe, ãåîìåòðèþ è ìåõàíèêó. Îí âûâåë ïðàâèëî ðàñêðûòèÿ íåîïðåäå-

ëåííîñòè (íîñÿùåå èìÿ Ëîïèòàëÿ), ðàçðàáîòàë ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé

ïëîñêèõ ôèãóð, äàë îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ôóíêöèè êàê àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ, ñîñòàâëåííîãî èç ïåðåìåííûõ è

ïîñòîÿííûõ âåëè÷èí. Èîãàííó ïðèíàäëåæèò ïåðâîå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíî-

ãî èñ÷èñëåíèé. Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå (êðèâîé, ïî êîòîðîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà áûñòðåå âñåãî ñêàòèòñÿ èç îäíîé

çàäàííîé òî÷êè â äðóãóþ), ïðåäëîæåííàÿ Èîãàííîì, äàëà òîë÷îê ðàçâèòèþ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Îäíèì èç

ó÷åíèêîâ Èîãàííà áûë Ëåîíàðä Ýéëåð. Â ÷åñòü ßêîáà è Èîãàííà Áåðíóëëè íàçâàí êðàòåð íà Ëóíå.
6Ëåîíàðä Ýéëåð (Leonhard Euler) (1707-1783) � øâåéöàðñêèé, íåìåöêèé è ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê. Ñ

òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè, XVIII âåê � ýòî âåê Ýéëåðà. Ýéëåð îñòàâèë âàæíåéøèå òðóäû ïî ñàìûì ðàçëè÷íûì îòðàñ-

ëÿì ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè, ôèçèêè, àñòðîíîìèè è ïî ðÿäó ïðèêëàäíûõ íàóê. Èìåííî Ýéëåð ñîçäàë íåñêîëüêî íîâûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí � òåîðèþ ÷èñåë, âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, òåîðèþ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé, äèôôåðåí-

öèàëüíóþ ãåîìåòðèþ ïîâåðõíîñòåé, çàëîæèë îñíîâû òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Ýéëåð âïåðâûå câÿçàë àíàëèç,

àëãåáðó, òðèãîíîìåòðèþ, òåîðèþ ÷èñåë è äðóãèå äèñöèïëèíû â åäèíóþ ñèñòåìó. Áëàãîäàðÿ Ýéëåðó â ìàòåìàòèêó

âîøëè îáùàÿ òåîðèÿ ðÿäîâ, òåîðèÿ íåïðåðûâíûõ äðîáåé, ìíîãî÷èñëåííûå ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëî e, îáîçíà÷åíèå i äëÿ ìíèìîé åäèíèöû è ìíîãîå äðóãîå. Â åãî ðàáîòàõ èñïîëüçóþòñÿ

ïðîäóìàííàÿ òåðìèíîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñèìâîëèêà, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñîõðàíèâøèåñÿ äî íàøèõ äíåé, èç-

ëîæåíèå äîâîäèòñÿ äî óðîâíÿ ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ñòàòüÿ Ýéëåðà "Ðåøåíèå âîïðîñà, ñâÿçàííîãî ñ ãåîìåòðèåé

ïîëîæåíèÿ"ïîëîæèëà íà÷àëî òåîðèè ãðàôîâ êàê ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíå. Ïîâîäîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñëóæèëà

çàäà÷à î ñåìè ìîñòàõ Êåíèãñáåðãà: ìîæíî ëè ïðîéòè êàæäûé ìîñò ïî îäíîìó ðàçó è âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ìåñòî?

Ýéëåð âíåñ ñóùåñòâåííûé âêëàä â òåîðèþ è ìåòîäû ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé. Îí âïåðâûå ïðèìåíèë àíàëèòè-

÷åñêèå ìåòîäû â êàðòîãðàôèè, ïðåäëîæèë óäîáíûé ìåòîä ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñîîòíîøåíèé è îïåðàöèé íàä

ìíîæåñòâàìè, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå "Êðóãè Ýéëåðà-Âåííà". Ìíîæåñòâî ðàáîò Ýéëåðà ïîñâÿùåíû ðàçëè÷íûì ðàçäå-

ëàì ìåõàíèêè è ôèçèêè. Ýéëåð ïðåäëîæèë àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äèíàìèêè: ñîñòàâëåíèå

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî îáúåêòà è èõ ïîñëåäóþùåå èíòåãðèðîâàíèå ïðè çàäàííûõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ýéëåð âíåñ ñóùåñòâåííûé âêëàä â ñòàíîâëåíèå ðîññèéñêîé íàóêè.
7Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñêèé (1792-1856). Ëîáà÷åâñêèé ÿâëÿåòñÿ ñîçäàòåëåì íîâîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû �

íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, èçëîæåííîé â åãî òðóäå "Î íà÷àëàõ ãåîìåòðèè"(1829), ïîëó÷èë ðÿä öåííûõ ðåçóëüòàòîâ è

â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Ëîáà÷åâñêèé ïåðâûì ïîïûòàëñÿ èñïîëüçîâàòü äàííûå àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè è ðåøåíèÿ âîïðîñà î òîì, êàêàÿ èç äâóõ ãåîìåòðèé � êëàññè÷åñêàÿ

åâêëèäîâà èëè ñîçäàííàÿ èì � ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíûì óñëîâèÿì â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
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ìàòèêà Èîãàíà Äèðèõëå8 è ÷åøñêîãî ìàòåìàòèêà Áåðíàðäà Áîëüöàíî9.

Ïîíÿòèå ôóíêöèè ñ ïðîèçâîëüíûìè îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ è çíà÷å-

íèé ñôîðìèðîâàëîñü ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîò Ãåîðãà Êàíòîðà.

Ââåäåíèå ïåðåìåííîé â ìàòåìàòèêó îêàçàëî ðåøàþùåå âëèÿíèå íà ðàç-

âèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè. Êðîìå êîëè÷åñòâåííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæ-

äó ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, ìàòåìàòèêà ñìîãëà èçó÷àòü ïðîöåññû, ñâÿ-

çàííûå ñ èçìåíåíèåì âåëè÷èí è äâèæåíèåì âîîáùå.

q R

X Y
f

x y

Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà X è Y . Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî îòîáðàæå-

íèå ìíîæåñòâà X âî ìíîæåñòâî Y èëè, çàäàíà ôóíêöèÿ, åñëè êàæäî-

ìó ýëåìåíòó x ∈ X ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó f ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ Y . Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî ôàêòà, ÷òî y åñòü

ôóíêöèÿ îò x ïèøóò f : X −→ Y , X
f−→ Y , y = f(x). Ìíîæåñòâî

X íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè è îáîçíà÷àþò D(f), à

ìíîæåñòâî Y � ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè è îáîçíà÷àþò E(f).

Çíà÷åíèå ôóíêöèè y, ñîîòâåòñòâóþùåå àðãóìåíòó x, íàçûâàåòñÿ îáðà-

çîì ýëåìåíòà x. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x ∈ X, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò

îäíî è òîæå çíà÷åíèå y ∈ Y , íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y.

Äâå ôóíêöèè f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäè-

íàêîâûå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è êàæäîìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà x ∈ X îíè

ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå îäíó è òó æå òî÷êó y ∈ Y .
8Èîãàíí Ïåòåð Ãóñòàâ Ëåæåí Äèðèõëå (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet) (1805-1859) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê,

âíåñøèé ñóùåñòâåííûé âêëàä â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèþ ôóíêöèé, òåîðèþ ÷èñåë, ìåõàíèêó è ìàòåìàòè÷åñêóþ

ôèçèêó. Îí ââåë ïîíÿòèå óñëîâíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà, äîêàçàë ðàçëîæèìîñòü â ðÿä Ôóðüå âñÿêîé ìîíîòîííîé êóñî÷íî-

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
9Áåðíàðä Áîëüöàíî (Bolzano) (1781-1842) � ÷åøñêèé ìàòåìàòèê, ôèëîñîô, òåîëîã. Ãëàâíîå ñî÷èíåíèå Áîëüöàíî

"Íàóêîó÷åíèå"(Wissenschaftslehre) � îáçîð òðàäèöèîííûõ ëîãè÷åñêèõ ó÷åíèé ñ îðèãèíàëüíûì èçëîæåíèåì ëîãèêè.

Pàáîòàÿ íàä ëîãè÷åñêèìè îñíîâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Áîëüöàíî ïåðâûì âûäâèíóë èäåþ àðèôìåòè÷åñêîé

òåîðèè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, äàë ïåðâûé ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, íå èìåþùåé ïðîèçâîäíîé, äîêàçàë âîç-

ìîæíîñòü ñêîëü óãîäíî òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ ìíîãî÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå. Â

åãî ðàáîòàõ ìîæíî íàéòè ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé è òåîðåì àíàëèçà, îáû÷íî ñâÿçûâàåìûõ ñ áîëåå ïîçäíè-

ìè èññëåäîâàíèÿìè äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Áîëüöàíî ÿâèëñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì Êàíòîðà â èññëåäîâàíèè áåñêîíå÷íûõ

ìíîæåñòâ.
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Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè � àíàëèòè÷å-

ñêèé, òî åñòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû. Åñëè íå ñäåëàíî ñïåöèàëüíîé îãîâîð-

êè, òî çà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè áåðóò âñå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà,

äëÿ êîòîðûõ óêàçàííûå â ôîðìóëå äåéñòâèÿ âûïîëíèìû. Èíîãäà äëÿ

çàäàíèÿ ôóíêöèè èñïîëüçóþò íå îäíó, à íåñêîëüêî ôîðìóë. Â ýòîì ñëó-

÷àå, äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü

êàêîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò àðãóìåíò, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîð-

ìóëîé, çàïèñàííîé â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðî÷êå.

Òèïû ôóíêöèé

I. Ïóñòü X ⊂ R è Y ⊂ R (X è Y � ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë). Òîãäà ôóíêöèþ f : X −→ Y íàçûâàþò ÷èñëîâîé èëè

ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé.

Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

1. Ñòåïåííûå ôóíêöèè y = xn (n ∈ N), y = x−n (n ∈ N), y = n
√
x

(n ∈ N), y = xm/n (m ∈ Z, n ∈ N).
2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = sin x, y = cos x, y = tg x,

y = ctg x.

3. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = arcsinx, y = arccosx,

y = arctg x, y = arcctg x.

4. Ïîêàçàòåëüíûå ôóíêöèè y = ax (ïðè a > 1 è ïðè 0 < a < 1).

5. Ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè y = loga x (ïðè a > 1 è ïðè 0 < a < 1).

×òîáû íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ïîâåäåíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ñòðîÿò

ãðàôèê ôóíêöèè. Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàþò ìíîæåñòâî

òî÷åê M(x, y) ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ñâÿçàíû äàííîé ôóíê-

öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ïîëåçíî

ó÷èòûâàòü ñèììåòðèþ ãðàôèêà è åãî ïåðèîäè÷íîñòü.

Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ

ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 è ∀x ∈ D(f) f(−x) = f(x). Ôóíê-

öèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé, åñëè îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ ñèì-

ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 è ∀x ∈ D(f) f(−x) = −f(x). Ãðàôèê

÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè OY , à ãðàôèê íå÷åòíîé

ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
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Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T , ÷òî x, x+ T ∈ D(f) è f(x+ T ) = f(x).

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ïðîìåæóòêå X, åñëè

áîëüøåìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå çíà÷åíèå ôóíê-

öèè, òî åñòü äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X èç íåðàâåíñòâà x1 < x2 ñëåäóåò íåðà-

âåíñòâî f(x1) < f(x2). Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà ïðî-

ìåæóòêå X, åñëè áîëüøåìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåå

çíà÷åíèå ôóíêöèè, òî åñòü äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X èç íåðàâåíñòâà x1 < x2

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(x1) > f(x2). Åñëè èç óñëîâèÿ x1 < x2 ñëåäóåò

f(x1) 6 f(x2), òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé íà ïðîìå-

æóòêå X. Åñëè èç óñëîâèÿ x1 < x2 ñëåäóåò f(x1) > f(x2), òî ôóíêöèÿ

f(x) íàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé íà ïðîìåæóòêå X. Âîçðàñòàþùèå

èëè óáûâàþùèå íà ïðîìåæóòêå X ôóíêöèè íàçûâàþò ìîíîòîííûìè.

II. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

(÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà), åñëè êàæäîìó ýëå-

ìåíòó x = (x1; x2; ...;xn) ∈ X ⊂ R(n) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî íåêî-

òîðîìó çàêîíó ýëåìåíò y ∈ Y ⊂ R. Îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî

àðãóìåíòà

y = f(x) = f(x1, x2, ..., xn).

III. Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ⊂ R ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî

íåêîòîðîìó çàêîíó ýëåìåíò y = (y1; y2; ...; ym) ∈ Y ⊂ R(m), òî áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà.

Îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà

y = f(x) =


y1 = f1(x)

y2 = f2(x)

· · ·
ym = fm(x)

 .

IV. Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x = (x1; x2; ...;xn) ∈ X ⊂ R(n) ñòàâèòñÿ â ñî-

îòâåòñòâèå ïî íåêîòîðîìó çàêîíó ýëåìåíò y = (y1; y2; ...; ym) ∈ Y ⊂ R(m),

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî

àðãóìåíòà. Îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà
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y = f(x) =


f1(x1, x2, ..., xn)

f2(x1, x2, ..., xn)

. . .

fm(x1, x2, ..., xn)

 .

�5. Ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäàíî òðè ìíîæåñòâà X ⊂ R(n), Y ⊂ R(m), Z ⊂ R(k) è ïóñòü

ôóíêöèÿ ϕ : X −→ Y , à ôóíêöèÿ f : Y −→ Z, ïðè÷åì D(f) =

E(ϕ). Ôóíêöèÿ F : X −→ Z íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé

èëè ñëîæíîé ôóíêöèåé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

F (x) = (f ◦ ϕ)x = f(ϕ(x)).

Ñëîæíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå öåïî÷êè ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ôóíêöèþ y = 3
√
x7 − 5x4 − 4x2 + 9 ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ ôóíêöèé y = 3
√
t è t = x7 − 5x4 − 4x2 + 9.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ⊂ R ñòàâèò

â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ Y ⊂ R è êàæäûé ýëåìåíò

y ∈ Y ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîìó ýëåìåíòó x ∈ X. Òà-

êàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé. Ïîñòðîèì îòîáðàæå-

íèå ϕ : Y −→ X ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: x = ϕ(y), åñëè y = f(x).

Ôóíêöèÿ x = ϕ(y) íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè y = f(x). Îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðÿìîé è îáðàòíîé ôóíêöèé

ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Åñëè ó ÷èñëîâîé ôóíêöèè íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ

îáîçíà÷èòü ÷åðåç x, ôóíêöèþ ÷åðåç y, òî ïîëó÷èì, ÷òî ãðàôèêè ïðÿ-

ìîé y = f(x) è îáðàòíîé y = ϕ(x) ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî

áèññåêòðèñû ïåðâîé è òðåòüåé êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòåé.

�6. Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ãðàôèê ôóíêöèè â ïîëÿð-

íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ è èññëåäîâàíèè ðÿäà âàæíûõ êðèâûõ ïðèìå-

íÿåòñÿ ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.
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Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñîñòîèò èç íà÷àëà êîîðäèíàò � òî÷êè O

è ïîëÿðíîé îñè. Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîð-

äèíàò äî òî÷êè M è ϕ � óãîë ìåæäó ïîëÿðíîé îñüþ è ðàäèóñ âåêòîðîì

OM . Óãîë ϕ ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè êðàò÷àéøèé ïîâîðîò ïî-

ëÿðíîé îñè äî ñîâìåùåíèÿ ñ ðàäèóñ âåêòîðîì òî÷êè ïðîèçâîäèòñÿ ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè, è îòðèöàòåëüíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ ñ÷èòàþò, ÷òî óãîë 0 6 ϕ < 2π, à ðàññòîÿíèå r > 0.

Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà÷àëî ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O, îñü OX ñîâïàäàåò ñ ïîëÿðíîé

îñüþ, à îñü OY ïåðïåíäèêóëÿðíà ïîëÿðíîé îñè. Òîãäà ñâÿçü ìåæäó ïî-

ëÿðíûìè è äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè{
x = r cosϕ,

y = r sinϕ,
è

{
r =

√
x2 + y2 ,

tgϕ =
y
x .

Åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ 0 6 ϕ < 2π, òî îäíîé òî÷êå áóäåò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü áåñêîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé óãëà ϕ (ϕk = ϕ0 + 2πk).

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîñòðîåíèå êðèâîé r = r(ϕ) âûïîëíÿ-

åòñÿ ïîòî÷å÷íî. Ïðîâîäÿò ëó÷ ïîä óãëîì ϕ ê ïîëÿðíîé îñè è íà ýòîì

ëó÷å îòêëàäûâàþò îòðåçîê, ðàâíûé r.
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Ãëàâà II

Ýëåìåíòû òåîðèè ïðåäåëîâ.

�1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãó-

ìåíòà, òî åñòü êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

òî÷êà f(n) = an. Òî÷êè, ñîñòàâëÿþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàçûâàþò

÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, an íàçûâàþò îáùèì èëè n-ûì ÷ëå-

íîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Åñëè an � ÷èñëî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàþò ÷èñëîâîé, à
åñëè an = (a

(1)
n ; a

(2)
n ; ...; a

(k)
n ) � âåêòîð, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçû-

âàåòñÿ âåêòîðíîé. ×òîáû çàäàòü âåêòîðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íåîá-

õîäèìî çàäàòü k ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Íàïðèìåð, {an} =

{
n2 − 4n+ 11

5n2 − 7

}
, {an} =

{
(−1)n−1(n+ 1)

3n+ 4

}
� ÷èñ-

ëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, {an} =

{
(−1)n+1

n− 3 ; n2 + 5
4n2 − 5

}
� âåêòîðíàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïóñòü {an} � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè
êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, áîëüøå ïðåäû-

äóùåãî, òî åñòü an+1 > an (îáîçíà÷àåòñÿ {an} ↗), åñëè êàæäûé ÷ëåí

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ìåíüøå ïðåäûäóùåãî, òî åñòü

an+1 < an, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé (îáîçíà-

÷àåòñÿ {an} ↘). ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ íåâîç-
ðàñòàþùåé, åñëè êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñî âòîðî-

17



ãî, íå áîëüøå ïðåäûäóùåãî, òî åñòü an+1 6 an, åñëè êàæäûé ÷ëåí ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, íå ìåíüøå ïðåäûäóùåãî, òî åñòü

an+1 > an, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé.
Óáûâàþùèå è âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò ìîíî-

òîííûìè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî an 6 M äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè. Åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî m òàêîå, ÷òî an > m äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-
íîé ñíèçó. Îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó è ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâà-

åòñÿ îãðàíè÷åííîé. Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìî-

ùüþ ìîäóëÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñ-
ëî M > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |an| 6M .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå ÿâëÿþùóþñÿ îãðàíè÷åííîé, íàçûâàþò

íåîãðàíè÷åííîé. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îãðàíè÷åíà, òî âíå

ëþáîãî îòðåçêà [−M ;M ] íàéäóòñÿ ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî

åñòü äëÿ ëþáîãî ÷èñëà M > 0 íàéäåòñÿ an, òàêîé ÷òî |an| > M .

Ïåðåéäåì ê îäíîìó èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà �

ïîíÿòèþ ïðåäåëà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {an}, åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà

ε ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N(ε) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî |an − a| < ε èëè an ∈ Uε(a).

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{an}, åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè a è

an ìåíüøå ε.

Îáîçíà÷àåòñÿ a = lim
n→∞

an (÷èòàåòñÿ òî÷êà a � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè an ïðè n→∞).

Åñëè lim
n→∞

an ñóùåñòâóåò, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ ñõî-
äÿùåéñÿ, åñëè æå lim

n→∞
an íå ñóùåñòâóåò, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}

íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ.
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Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} � ÷èñëîâàÿ, òî óñëîâèå |an − a| < ε

(an ∈ Uε(a)) îçíà÷àåò, ÷òî a− ε < an < a+ ε èëè an ∈ (a− ε, a+ ε).

Äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå ïðåäåë ìîæíî ïðîèëëþñòðèðî-

âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

-( )
a− ε a a+ ε

d t d
aN+5 aN+43

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} � âåêòîðíàÿ, òî óñëîâèå an ∈ Uε(a)

(|an − a| < ε) îçíà÷àåò, ÷òî
k∑
i=1

(a
(i)
n − a(i))2 < ε2.

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü âåêòîðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîìîãàåò ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{an} = {(a(1)
n ; a

(2)
n ; ...; a

(k)
n )} òî÷åê èç R(k) ñõîäèëàñü ê òî÷êå a =

(a(1); a(2); ...; a(k)) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàæäàÿ êîîðäèíàò-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèëàñü, ïðè÷åì lim
n→∞

a
(i)
n = a(i) (∀i = 1, k).

Â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñõîäèìîñòü âåêòîðíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ñâîäèòñÿ ê ñõîäèìîñòè âñåõ êîîðäèíàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âåêòîðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} =

{(a(1)
n ; a

(2)
n ; ...; a

(k)
n )} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå a = (a(1); a(2); ...; a(k)). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñêîëü

óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ

n > N(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |an − a| < ε èëè
k∑
i=1

(a
(i)
n − a(i))2 < ε2. Åñëè ñóììà

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ÷èñëà, òî è êàæäîå ñëàãàåìîå íå

ïðåâîñõîäèò ýòîãî ÷èñëà, òî åñòü (a
(i)
n − a(i))2 < ε2. Ñëåäîâàòåëüíî, |a(i)

n − a(i)| < ε äëÿ

âñåõ n > N(ε). Çíà÷èò, êàæäàÿ èç êîîðäèíàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñõîäèòñÿ.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Çàäàíà âåêòîðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} =

{(a(1)
n ; a

(2)
n ; ...; a

(k)
n )} è ïóñòü âñå êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì

lim
n→∞

a
(i)
n = a(i) (äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , k). Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{an} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå a = (a(1); a(2); ...; a(k)). Ñõîäèìîñòü êîîðäèíàòíûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε

ñóùåñòâóþò íîìåðà Ni(ε) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ n > Ni(ε) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå íåðàâåíñòâà |a(i)
n − a(i)| < ε√

k
(∗).

Ïîëîæèì N = max{N1, N2, . . . , Nk}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n > N âûïîëíÿþòñÿ âñå k

íåðàâåíñòâ (∗). Èìååì

|an − a|2 =
k∑
i=1

(a
(i)
n − a(i))2 <

k∑
i=1

(
ε√
k

)2

= k · ε
2

k
= ε2.
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ è åå ïðåäåë ðàâåí

a = (a(1); a(2); ...; a(k)).

Ïîýòîìó ïðè äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìàòåðèàëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü

÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ({an} ∈ R).
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåêîòîðûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî ýòîò ïðåäåë

åäèíñòâåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} èìååò äâà ïðåäåëà, òî åñòü lim
n→∞

an = a

è îäíîâðåìåííî lim
n→∞

an = b. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a < b. Çàäàäèì ε = b− a
2 . Ïî

îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ýòîãî ε ñóùåñòâóåò íîìåð, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî −b− a2 < an − a < b− a
2 . Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî an <

a+ b
2 .

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ýòîãî æå ε ñóùåñòâóåò íîìåð, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî −b− a2 < an−b < b− a
2 . Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî an >

a+ b
2 . Òàêèì

îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ñïðàâåäëèâû îáà íåðàâåíñòâà an <
a+ b

2 è

an >
a+ b

2 . À ýòî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {an} èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè åå

ïðåäåë ðàâåí 0: lim
n→∞

αn = 0.

Óñëîâèå lim
n→∞

αn = 0 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò

íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè

n > N(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |αn| < ε.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a (an → a), òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü αn = an − a áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Òåîðåìà 1.3. Âñÿêóþ ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ñóììû åå ïðåäåëà è íåêîòîðîé áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè.

Ýòà òåîðåìà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà E ñóùåñòâóåò íîìåð N(E) òàêîé, ÷òî äëÿ
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âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè n > N(E) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî |bn| > E.

Î áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ãîâîðÿò, ÷òî îíè ñõîäÿòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè èëè lim
n→∞

bn =∞.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} (αn 6= 0) ÿâëÿåòñÿ áåñ-

êîíå÷íî ìàëîé, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} =
{

1
αn

}
ÿâëÿåòñÿ áåñêî-

íå÷íî áîëüøîé, è åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî

áîëüøîé, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} =
{

1
bn

}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî

ìàëîé.

�2. Îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíûå òåîðåìû î ñâîé-

ñòâàõ ïðåäåëîâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ëåììà 2.1. Ñóììà äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {αn} è {βn} � äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóþò

íîìåðà N1(ε) è N2(ε) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íîìåðàìè

n > N1(ε) è n > N2(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâà |αn| < ε
2 (∗) è |βn| < ε

2 (∗∗)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü N = max{N1(ε), N2(ε)}. Òîãäà ïðè n > N âûïîëíÿþòñÿ îáà

íåðàâåíñòâà (*) è (**). Èìååì |αn + βn| 6 |αn| + |βn| < ε
2 + ε

2 = ε. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn + βn ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ñóììà ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ëåììà 2.3. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà

îãðàíè÷åííóþ åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, {bn} � îãðàíè-
÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |bn| 6 M . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðå-

äåëà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóeò íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn ñ íîìåðàìè n > N(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |αn| < ε
M .

Ïóñòü n > N(ε). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |αnbn| = |αn| · |bn| < ε
M ·M = ε. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αnbn ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.
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Òåîðåìà 2.4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, òî

îíà îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

an = a. Ïî îïðå-

äåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε), íà-

÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

a − ε < an < a + ε, òî åñòü ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (a − ε; a + ε). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

m = min{a− ε, a1, a2, . . . , aN(ε)}, M = max{a+ ε, a1, a2, . . . , aN(ε)}. Òîãäà âñå ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò äâîéíîìó íåðàâåíñòâó m 6 an 6 M . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} � îãðàíè÷åíà.

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñëåäñòâèå 2.6. Ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìà-

ëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îñíîâíûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü {an} è {bn} � ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è

lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. lim
n→∞

c = c (c � êîíñòàíòà);

2. lim
n→∞

(an + bn) = a+ b;

3. lim
n→∞

(an − bn) = a− b;
4. lim

n→∞
(an · bn) = a · b;

5. lim
n→∞

(c · an) = c · a;
6. lim

n→∞
an
bn

= a
b

(bn 6= 0, b 6= 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âòîðîé è ÷åòâåðòûé ïóíêòû òåîðåìû.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

an = a. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ

ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N1(ε), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ÷ëåíû ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {an} óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó |an − a| < ε
2 (∗). Àíàëîãè÷íî äëÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {bn}, ñõîäÿùåéñÿ ê ÷èñëó b, äëÿ ýòîãî æå ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò

íîìåð N2(ε), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn} óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó |bn − b| < ε

2 (∗∗).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N = max{N1(ε), N2(ε)}. Òîãäà äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N ñïðàâåä-

ëèâû îáà íåðàâåíñòâà (*) è (**). Èìååì

|(an + bn)− (a+ b)| = |(an − a) + (bn − b)| 6 |an − a|+ |bn − b| < ε
2 + ε

2 = ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà a+ b = lim
n→∞

(an + bn).
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4. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà, òî åñòü |an| < M .

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N1(ε), íà-

÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|an − a| < ε
2|b| (∗). Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn}, ñõîäÿùåéñÿ ê ÷èñëó b,

äëÿ ýòîãî æå ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N2(ε), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ÷ëåíû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn} óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó |bn − b| < ε
2|M | (∗∗).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N = max{N1(ε), N2(ε)}. Òîãäà äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N ñïðàâåä-

ëèâû îáà íåðàâåíñòâà (*) è (**). Èìååì

|anbn − ab| = |anbn − anb + anb − ab| = |an(bn − b) + b(an − a)| 6

6 |an| · |bn − b| + |b| · |an − a| < M · ε
2M + |b| · ε

2|b| = ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðå-

äåëåíèþ ïðåäåëà lim
n→∞

(anbn) = ab.

Ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïóíêòà òåîðåìû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{an} ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

an = a. Òîãäà an = a + αn è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} � áåñêî-

íå÷íî ìàëàÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

bn = b. Òîãäà bn = b + βn è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {βn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. Èìååì

anbn = (a+ αn)(b+ βn) = ab+ aβn + bαn + αnβn.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü aβn + bαn + αnβn � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ (ñëåäñòâèÿ ?? è ??). Ïî

òåîðåìå ?? lim
n→∞

anbn = ab.

Òåîðåìó ?? ìû äîêàçûâàëè ïðè óñëîâèè, ÷òî îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû è ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ äðîáè îòëè÷åí îò íóëÿ.

Âûðàæåíèÿ ∞−∞, 0 · ∞, 0
0 ,
∞
∞ ÿâëÿþòñÿ íåîïðåäåëåííîñòÿìè, îá èõ

âåëè÷èíå íè÷åãî îïðåäåëåííîãî ñêàçàòü íåëüçÿ. Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðå-

äåëåííîñòåé ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå ïðèåìû.

Ïðèìåð 2.1. Äîêàæèòå ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

à) lim
n→∞

1
nα

= 0 ïðè α > 0;

á) lim
n→∞

qn = 0 ïðè |q| < 1.

Çàäàíèå 2.1. Âû÷èñëèòå lim
n→∞

6n2 − 5n+ 17
n2 + 7n+ 12

.

Ðåøåíèå . Äàííàÿ äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞∞ . ×òîáû

ðàñêðûòü åå, âûíåñåì çà ñêîáêè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ñàìóþ áîëüøóþ ñòåïåíü

n, òî åñòü n2. Ïîëó÷èì

lim
n→∞

6n2 − 5n+ 17
n2 + 7n+ 12

= lim
n→∞

n2

(
6− 5

n
+

17

n2

)
n2

(
1 +

7

n
+

12

n2

) = lim
n→∞

6− 5

n
+

17

n2

1 +
7

n
+

12

n2

=
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=
lim
n→∞

6− lim
n→∞

5

n
+ lim

n→∞

17

n2

lim
n→∞

1 + lim
n→∞

7

n
+ lim

n→∞

12

n2

= 6− 0 + 0
1− 0 + 0 = 6.

Ïðèìåð 2.2. Âû÷èñëèòå lim
n→∞

(
3n2 + 7n− 1

n+ 2 − 3n2 − 2n+ 5
n+ 3

)
.

Ðåøåíèå . Äàííàÿ äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü âèäà∞−∞. ×òîáû

ðàñêðûòü åå, ïðèâåäåì ñíà÷àëà äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, à çàòåì áóäåì äåéñòâî-

âàòü êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

lim
n→∞

(
3n2 + 7n− 1

n+ 2 − 3n2 − 2n+ 5
n+ 3

)
=

= lim
n→∞

(3n2 + 7n− 1)(n+ 3)− (3n2 − 2n+ 5)(n+ 2)
(n+ 2)(n+ 3)

=

= lim
n→∞

(3n3 + 16n2 + 20n− 3)− (3n3 + 4n2 + n+ 10)
n2 + 5n+ 6

=

= lim
n→∞

12n2 + 19n− 13
n2 + 5n+ 6

= lim
n→∞

n2

(
12 +

19

n
− 13

n2

)
n2

(
1 +

5

n
+

6

n2

) = 12 + 0− 0
1 + 0 + 0 = 12.

Ïðèìåð 2.3. Âû÷èñëèòå lim
n→∞

7 · 3n+1 + 9 · 3n−3

3n + 5 · 3n+1 .

Ðåøåíèå . Äàííàÿ äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞∞ . ×òîáû

ðàñêðûòü åå, âûíåñåì çà ñêîáêè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå 3n. Ïîëó÷èì

lim
n→∞

7 · 3n+1 + 9 · 3n−3

3n + 5 · 3n+1 = lim
n→∞

3n
(

21 +
9

27

)
3n (1 + 15)

= lim
n→∞

64
3 · 16 = 4

3 .

Ïðèìåð 2.4. Âû÷èñëèòå lim
n→∞

5 · 3n+1 + 2n−3

3n − 5 · 2n+1 .

Ðåøåíèå . Äàííàÿ äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞∞ . ×òîáû

ðàñêðûòü åå, âûíåñåì çà ñêîáêè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå 3n. Ïîëó÷èì

lim
n→∞

5 · 3n+1 + 2n−3

3n − 5 · 2n+1 = lim
n→∞

3n
(

5 · 3 +
1

8
·
(

2

3

)n)
3n
(

1− 10 ·
(

2

3

)n) = lim
n→∞

15 +
1

8
·
(

2

3

)n
1− 10 ·

(
2

3

)n =

=

15 +
1

8
· lim
n→∞

(
2

3

)n
1− 10 · lim

n→∞

(
2

3

)n = lim
n→∞

15 +
1

8
· 0

1− 10 · 0 = 15.

Ïðèìåð 2.5. Âû÷èñëèòå lim
n→∞

√
4n2 + 5n− 1− n

n− 5 .

Ðåøåíèå . Äàííàÿ äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞∞ . ×òîáû

ðàñêðûòü åå, âûíåñåì çà ñêîáêè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå n. Ïîëó÷èì
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lim
n→∞

n

(√
4 +

5

n
− 1

n2 − 1

)
n

(
1− 5

n

) = lim
n→∞

√
4 +

5

n
− 1

n2 − 1

1− 5

n

= 2− 1
1 = 1.

Ïðèìåð 2.6. Âû÷èñëèòå lim
n→∞

√
4n4 + 5n3 − 1− 2n2

n− 5 .

Ðåøåíèå . Äàííàÿ äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞∞ . ×òîáû

ðàñêðûòü åå, íóæíî èçáàâèòüñÿ îò ðàäèêàëà â âûðàæåíèè âèäà ∞−∞. Äëÿ ýòîãî

óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà âûðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå ÷èñëèòåëþ.

lim
n→∞

(
√

4n4 + 5n3 − 1− 2n2)(
√

4n4 + 5n3 − 1 + 2n2)

(n− 5)(
√

4n4 + 5n3 − 1 + 2n2)
=

= lim
n→∞

4n4 + 5n3 − 1− 4n4

(n− 5)(
√

4n4 + 5n3 − 1 + 2n2)
= lim

n→∞
5n3 − 1

(n− 5)(
√

4n4 + 5n3 − 1 + 2n2)
.

Âûíåñåì çà ñêîáêè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå n3. Ïîëó÷èì

lim
n→∞

n3

(
5− 1

n3

)
n3

(
1− 5

n

)(√
4 +

5

n
− 1

n4 + 2

) = lim
n→∞

5− 1

n3(
1− 5

n

)(√
4 +

5

n
− 1

n4 + 2

) =

= 5
1 · (
√

4 + 2)
= 1, 25.

Ïðèìåð 2.7. Âû÷èñëèòå lim
n→∞

7n+ 129
0, 1n2 + 4n+ 17

· cos n
2 + 2n− 5
n+ 8 .

Ðåøåíèå . Èìååì lim
n→∞

7n+ 129
0, 1n2 + 4n+ 17

= lim
n→∞

n

(
7 +

129

n

)
n2

(
0, 1 +

4

n
+

17

n2

) =

lim
n→∞

7 +
129

n

n

(
0, 1 +

4

n
+

17

n2

) = 0 è
∣∣∣cos n

2 + 2n+ 17
n+ 8

∣∣∣ 6 1. Ïðèìåíèâ òåîðåìó î ïðîèç-

âåäåíèè áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îãðàíè÷åíóþ (òåîð. ??), ïîëó÷èì,

÷òî lim
n→∞

7n+ 129
0, 1n2 + 4n+ 17

· cos n
2 + 2n− 5
n+ 8 = 0.

�3. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî òåîðåì î âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ

â íåðàâåíñòâàõ.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ. Åñëè, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà (òî åñòü äëÿ âñåõ n > n0) âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî an 6 c (an > c), òî lim
n→∞

an 6 c ( lim
n→∞

an > c).
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Â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè lim
n→∞

an = a è an 6 c, òî a 6 c.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè an < c (íåðàâåíñòâî ñòðîãîå), òî lim
n→∞

an 6 c (íåðà-

âåíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì). Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé, äëÿ êîòîðûõ an > c, íî lim
n→∞

an = c. Íàïðèìåð, an = 1
n > 0, íî

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1
n = 0.

Òåîðåìà 3.2. (î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâe.) Åñëè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {an} è {bn} ñõîäÿòñÿ, è, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà

(òî åñòü äëÿ âñåõ n > n0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî an 6 bn (an > bn),

òî lim
n→∞

an 6 lim
n→∞

bn ( lim
n→∞

an > lim
n→∞

bn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðè n > n0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî an 6 bn. Ýòî çíà÷èò,

÷òî ïðè n > n0 an − bn 6 0. Ïðèìåíèì òåîðåìó ??. Ïîëó÷èì, ÷òî lim
n→∞

(an − bn) 6 0

èëè lim
n→∞

an 6 lim
n→∞

bn.

Òåîðåìà 3.3. (òåîðåìà î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Ïóñòü

çàäàíû òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, {bn} è {cn} è èõ ÷ëåíû ñâÿçà-

íû íåðàâåíñòâîì an 6 bn 6 cn. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {cn}
ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó ïðåäåëó, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ñõîäèòñÿ ê

ýòîìó æå ïðåäåëó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òàê êàê lim
n→∞

an = a, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïðå-

äåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ âûáðàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N1(ε) òàêîé, ÷òî

äëÿ âñåõ n > N1(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |a− an| < ε èëè

a− ε < an < a+ ε. (∗)
Àíàëîãè÷íî, òàê êàê lim

n→∞
cn = a, äëÿ ýòîãî æå ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N2(ε) òàêîé,

÷òî äëÿ âñåõ n > N2(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |a− cn| < ε èëè

a− ε < cn < a+ ε. (∗∗)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N = max{N1, N2} è ïóñòü n > N . Òîãäà ñïðàâåäëèâû îáà íåðàâåí-

ñòâà (*) è (**). Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è óñëîâèÿ òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî

a− ε < an < bn < cn < a+ ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

bn = a.

Ïðèìåð 3.1. Âû÷èñëèòå lim
n→∞

3n

n!
.

Ðåøåíèå . Ääÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà ýòîé äðîáè ïðèìåíèì òåîðåìó î çàæàòîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè. Èìååì 0 < 3n

n!
< 3n

1 · 2 · 3 · 4 · . . . · 4 = 3 · 3
2 · 1 ·

(
3
4

)n−3

.

Òàê êàê lim
n→∞

0 = 0, lim
n→∞

(
3
4

)n−3

= 0, òî lim
n→∞

3n

n!
= 0.
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�4. Ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è åå ïðåäåë.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ýòîì ïàðàãðàôå òåîðåìà èìååò áîëüøîå òåîðå-

òè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 4.1. Âñÿêàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ (ìîíîòîííî óáûâà-

þùàÿ) îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó (îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èìååò ïðåäåë.

Â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ an+1 > an è

an 6M (an+1 6 an è an > m), òî ñóùåñòâóåò lim
n→∞

an. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

äëÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n→∞

an = sup{an}, à
äëÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim

n→∞
an = inf{an}.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} âîçðàñòàåò è íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî

ïîëàãàþò, ÷òî lim
n→∞

an = +∞, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} óáûâàåò è íå
îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî ïîëàãàþò, ÷òî lim

n→∞
an = −∞.

Â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî lim
n→∞

an ñóùåñòâóåò, íî íå óêàçûâàåòñÿ,

êàê åãî íàéòè. Îäíàêî ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ÷àñòî ïîçâîëÿåò

âû÷èñëèòü ýòîò ïðåäåë.

Ïðèìåð 4.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = 3n

n!
èìååò ïðåäåë

è âû÷èñëèòå åãî.

Ðåøåíèå . Çàìåòèì, ÷òî an+1 = 3n+1

(n+ 1)!
= 3n

n!
· 3
n+ 1 = an · 3

n+ 1 . Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {an} îãðàíè÷åíà ñíèçó, òàê êàê äëÿ ëþáîãî n an > 0. Òàê êàê
an+1
an = 3

n+ 1 < 1

äëÿ âñåõ n > 3, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé. Ïî

òåîðåìå ?? îíà èìååò ïðåäåë. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç a, òî åñòü lim
n→∞

an = a. ×òî-

áû âû÷èñëèòü ïðåäåë, â ðàâåíñòâå an+1 = an · 3
n+ 1 ïåðåéäåì ê ïðåäåëó. Ïîëó÷èì

lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

an · lim
n→∞

3
n+ 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, a = a · 0. Çíà÷èò, a = 0.

Ïðèìåð 4.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = n
2n

èìååò ïðåäåë

è âû÷èñëèòå åãî.

Ðåøåíèå . Çàìåòèì, ÷òî an+1 = n+ 1
2n+1 = n

2n+1 + 1
2n+1 = an

2 + 1
2n+1 . Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {an} îãðàíè÷åíà ñíèçó, òàê êàê an > 0 äëÿ ëþáîãî n. Òàê êàê an+1 − an =

= n+ 1
2n+1 − n

2n
= 1− n

2n+1 < 0 äëÿ âñåõ n > 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííî óáûâàþùåé. Ïî òåîðåìå ?? îíà èìååò ïðåäåë. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç a, òî
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åñòü lim
n→∞

an = a. ×òîáû âû÷èñëèòü ïðåäåë, â ðàâåíñòâå an+1 = an
2 + 1

2n+1 ïåðåéäåì ê

ïðåäåëó. Ïîëó÷èì lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

an
2 · lim

n→∞
1

2n+1 . Ñëåäîâàòåëüíî, a = a
2 + 0 è a = 0.

�5. ×èñëî e.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà ëåììó.

Ëåììà 5.1. (ëåììà Áåðíóëëè1.) Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà m ∈ N è äëÿ ëþ-

áîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà h > −1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(1 + h)m > 1 +mh. (íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè) (5.1)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
(

1 + 1
n

)n
.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàñcìîò-

ðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn =
(

1 + 1
n

)n+1

.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn îãðàíè÷åíà ñíèçó (yn > 0).

Ïîêàæåì, ÷òî îíà óáûâàåò. Çàïèøåì yn =
(

1 + 1
n

)n+1

=
(
n+ 1
n

)n+1

,

yn−1 =
(

n
n− 1

)n
è íàéäåì èõ îòíîøåíèå:

yn−1
yn =

(
n

n− 1

)n
·
(

n
n+ 1

)n+1

= nn · nn+1

(n− 1)n · (n+ 1)n+1 ·
n(n− 1)
n(n− 1)

=

=
n2n+2(n− 1)
(n2 − 1)n+1n

=

(
n2

n2 − 1

)n+1

· n− 1
n =

(
1 + 1

n2 − 1

)n+1

· n− 1
n

ïðèìåíèâ ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè, ïîëó÷èì
yn−1
yn >

(
1 + n+ 1

n2 − 1

)
· n− 1

n =
(

1 + 1
n− 1

)
· n− 1

n = n
n− 1 ·

n− 1
n = 1

ïðè m = n+ 1, h = 1
n2 − 1

.

Òàêèì îáðàçîì,
yn−1
yn > 1 èëè yn 6 yn−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {yn} óáûâàåò. Ïî òåîðåìå ?? ñóùåñòâóåò lim
n→∞

yn. Íî òîãäà

ñóùåñòâóåò è lim
n→∞

xn, òàê êàê xn = yn · n
n+ 1 .

1ßêîá Áåðíóëëè (íåì. Jakob Bernoulli, 1655 -1705) � øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê. Îäèí èç îñíîâàòåëåé òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. ßêîá Áåðíóëëè âíåñ çíà÷èòåëüíûé âêëàë â òåîðèþ ðÿäîâ, äèôôåðåíöèàëüíîå

èñ÷èñëåíèå, òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è òåîðèþ ÷èñåë, ãäå åãî èìåíåì íàçâàíû "÷èñëà Áåðíóëëè". Îí äîêàçàë ÷àñòíûé

ñëó÷àé çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë � òåîðåìó Áåðíóëëè. ßêîá Áåðíóëëè âíåñ îãðîìíûé âêëàä â ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêîé

ãåîìåòðèè è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Åãî èìåíåì íàçâàíà ëåìíèñêàòà Áåðíóëëè. Îí èññëåäîâàë òàêæå öèêëîèäó,

öåïíóþ ëèíèþ, è ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñïèðàëü. Â 1690 ãîäó Áåðíóëëè âïåðâûå îïóáëèêîâàë èññëåäîâàíèå ñëîæíîãî

ïðîöåíòà, â êîòîðîì îáîñíîâàë ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîé âûãîäû, êîòîðóþ îöåíèë êàê áîëüøóþ 2,5 íî ìåíüøóþ 3.

Ïóòåì íåñêîëüêèõ ïðèáëèæåíèé îí èñêàë ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûé ðàâåí ÷èñëó e.
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Îáîçíà÷èì

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e.

×èñëî e èìååò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå çíà÷åíèå êàê äëÿ ñàìîé ìàòåìà-

òèêè, òàê è äëÿ åãî ïðèëîæåíèé. e � ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå, îíî ïðèáëè-

æåííî ðàâíî e ≈ 2, 718281828459045 . . ., êðîìå òîãî, e � òðàíñöåíäåíò-

íîå ÷èñëî (îíî íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íèêàêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ y = ex, îñíîâàíèå êîòîðîé ðàâíî e, íàçûâà-

þò ýêñïîíåíòîé. Ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ e íàçûâàþò íàòóðàëüíûì

è îáîçíà÷àþò lnx. Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ôèçèêè, õèìèè, áèîëîãèè,

ñòàòèñòèêè èñïîëüçóþòñÿ ïîêàçàòåëüíàÿ èëè ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ñ îñíîâàíèåì e. ×èñëî e ÷àñòî íàçûâàþò "÷èñëîì Ýéëåðà"2. Ïî÷åìó áû-

ëà âûáðàíà èìåííî áóêâà e, òî÷íî íåèçâåñòíî. Âîçìîæíî, ýòî ñâÿçàíî

ñ òåì, ÷òî ñ íåe íà÷èíàåòñÿ ñëîâî exponential ("ïîêàçàòåëüíûé"). Äðó-

ãîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áóêâû a, b, c, d óæå äîâîëüíî

øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü, è e áûëà ïåðâîé "ñâîáîäíîé" áóêâîé. Òàêæå

ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî áóêâà e ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé â ôàìèëèè Ýéëåð (Euler).

Ïðè÷èíà "âåçäåñóùíîñòè" ÷èñëà e çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôîðìóëû

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ñîäåðæàùèå ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè èëè

ëîãàðèôìû, çàïèñûâàþòñÿ ïðîùå, åñëè ëîãàðèôìû áðàòü ïî îñíîâàíèþ

e, à íå 10 èëè êàêîìó-ëèáî äðóãîìó îñíîâàíèþ. ×èñëî e ìîæíî îïðåäå-
2Ëåîíàðä Ýéëåð (Leonhard Euler) � øâåéöàðñêèé, íåìåöêèé è ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê. Ñ òî÷êè çðåíèÿ

ìàòåìàòèêè, XVIII âåê � ýòî âåê Ýéëåðà. Ýéëåð îñòàâèë âàæíåéøèå òðóäû ïî ñàìûì ðàçëè÷íûì îòðàñëÿì ìàòåìà-

òèêè, ìåõàíèêè, ôèçèêè, àñòðîíîìèè è ïî ðÿäó ïðèêëàäíûõ íàóê. Èìåííî Ýéëåð ñîçäàë íåñêîëüêî íîâûõ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ äèñöèïëèí � òåîðèþ ÷èñåë, âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, òåîðèþ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé, äèôôåðåíöèàëüíóþ

ãåîìåòðèþ ïîâåðõíîñòåé, çàëîæèë îñíîâû òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Ýéëåð âïåðâûå câÿçàë àíàëèç, àëãåáðó, òðè-

ãîíîìåòðèþ, òåîðèþ ÷èñåë è äðóãèå äèñöèïëèíû â åäèíóþ ñèñòåìó. Áëàãîäàðÿ Ýéëåðó â ìàòåìàòèêó âîøëè îáùàÿ

òåîðèÿ ðÿäîâ, òåîðèÿ íåïðåðûâíûõ äðîáåé, ìíîãî÷èñëåííûå ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, ÷èñëî e, îáîçíà÷åíèå i äëÿ ìíèìîé åäèíèöû è ìíîãîå äðóãîå. Â åãî ðàáîòàõ èñïîëüçóþòñÿ ïðîäóìàí-

íàÿ òåðìèíîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñèìâîëèêà, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñîõðàíèâøèåñÿ äî íàøèõ äíåé, èçëîæåíèå

äîâîäèòñÿ äî óðîâíÿ ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ñòàòüÿ Ýéëåðà "Ðåøåíèå âîïðîñà, ñâÿçàííîãî ñ ãåîìåòðèåé ïîëîæå-

íèÿ"ïîëîæèëà íà÷àëî òåîðèè ãðàôîâ êàê ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíå. Ïîâîäîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñëóæèëà çàäà÷à

î ñåìè ìîñòàõ Êåíèãñáåðãà: ìîæíî ëè ïðîéòè êàæäûé ìîñò ïî îäíîìó ðàçó è âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ìåñòî? Ýéëåð âíåñ

ñóùåñòâåííûé âêëàä â òåîðèþ è ìåòîäû ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé. Îí âïåðâûå ïðèìåíèë àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû

â êàðòîãðàôèè, ïðåäëîæèë óäîáíûé ìåòîä ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñîîòíîøåíèé è îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè,

ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå "Êðóãè Ýéëåðà-Âåííà". Ìíîæåñòâî ðàáîò Ýéëåðà ïîñâÿùåíû ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì ìåõàíèêè

è ôèçèêè. Òðàêòàò Ýéëåðà "Ìåõàíèêà, èëè íàóêà î äâèæåíèè"çíàìåíîâàë íîâûé ýòàï â ðàçâèòèè ýòîé íàóêè. Ýéëåð

ïðåäëîæèë àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äèíàìèêè: ñîñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî îáúåêòà è èõ ïîñëåäóþùåå èíòåãðèðîâàíèå ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ýéëåð �

àâòîð áîëåå ÷åì 850 ðàáîò. Ýéëåð âíåñ ñóùåñòâåííûé âêëàä â ñòàíîâëåíèå ðîññèéñêîé íàóêè.
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ëèòü êàê îñíîâàíèå b, ïðè êîòîðîì ãðàôèê ôóíêöèè y = logb x èìååò â

òî÷êå x = 1 êàñàòåëüíóþ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1, èëè ïðè

êîòîðîì êðèâàÿ y = bx èìååò â òî÷êå x = 0 êàñàòåëüíóþ ñ óãëîâûì êîýô-

ôèöèåíòîì, ðàâíûì 1. Ñàìó êîíñòàíòó âïåðâûå âû÷èñëèë øâåéöàðñêèé

ìàòåìàòèê ßêîá Áåðíóëëè â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðåäåëüíîé âåëè÷èíå

ïðîöåíòíîãî äîõîäà.

Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ e ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è íåêîòîðûå

äðóãèå ôîðìóëû, íàïðèìåð:

e = 2 + 1

1 +
1

2 +
2

3 +
3

4 +
4

. . .

èëè e = lim
n→∞

n
n
√
n!
.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ýêîíîìè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ � çàäà÷ó î íåïðûâ-

íîì íà÷èñëåíèè ïðîöåíòîâ.

Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíé âêëàä â áàíê ñîñòàâëÿåò S0 ðóáëåé è áàíê íà-

÷èñëÿåò p% ãîäîâûõ. Íàéäèòå ðàçìåð âêëàäà St ÷åðåç t ëåò.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîñòûõ ïðîöåíòîâ ðàçìåð âêëàäà åæåãîäíî óâå-

ëè÷èâàåòñÿ íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó p
100S0 è ÷åðåç t ëåò ðàçìåð âêëà-

äà ñîñòàâèò St = S0

(
1 +

pt
100

)
ðóáëåé. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèìåíÿþò

ñëîæíûå ïðîöåíòû, êîãäà ïðîöåíòû íà÷èñëÿþòñÿ íå òîëüêî íà îñíîâ-

íóþ ÷àñòü âêëàäà, íî è íà íà÷èñëåííûå ðàíåå ïðîöåíòû (âêëàä ñ êà-

ïèòàëèçàöèåé %). Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåð âêëàäà åæåãîäíî óâåëè÷èâàåò-

ñÿ â îäíî è òî æå ÷èñëî ðàç, òî åñòü â
(

1 +
p

100

)
ðàç è ÷åðåç t ëåò

ðàçìåð âêëàäà ñîñòàâèò St = S0

(
1 +

p
100

)t
ðóáëåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ïðîöåíòû íà âêëàä íà÷èñëÿþòñÿ íå îäèí ðàç â ãîä, à n ðàç òîãäà ïðî-

öåíò íà÷èñëåíèÿ çà 1
n ÷àñòü ãîäà ñîñòàâèò p

100n% è ÷åðåç t ëåò ðàçìåð

âêëàäà ñîñòàâèò St = S0

(
1 +

p
100n

)tn
ðóáëåé. Åñëè óìåíüøàòü ïðî-

ìåæóòîê ìåæäó íà÷èñëåíèÿìè 1
n , â èäåàëå ïðè n → ∞ îí ñòàíîâèòñÿ

áåñêîíå÷íî ìàëûì, òî ïîëó÷èì, ÷òî ÷åðåç t ëåò ðàçìåð âêëàäà ñîñòàâèò

St = lim
n→∞

S0

(
1 +

p
100n

)tn
= lim

n→∞

(
1 +

p
100n

)100n
p · pnt

100n = S0 · e
pt

100 .
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Òàêèì îáðàçîì, êîíñòàíòà e îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ãîäî-

âóþ ïðèáûëü ïðè p% ãîäîâûõ è ìàêñèìàëüíî ÷àñòîé êàïèòàëèçàöèè ïðî-

öåíòîâ.

×èñëî e ìîæíî ââåñòè ãåîìåòðè÷åñêè: e � ýòî òàêîå ÷èñëî, ÷òî ïëîùàäü

êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ôóíêöèè y = 1
x , îñüþ

OX è ïðÿìûìè x = 1 è x = e ðàâíà 1.

-
x

6
y

1 q q2

1

1/q

1/q2

pppppppppppp ppppppppppppp
ppppppppppppppppppp

pppppppppppp ppppppppppppppppppp pppppp
Îòìåòèì íà îñè OX òî÷êè 1, q, q2, . . . , qn−1, qn, ãäå q = 1 + 1/n. Ðàñ-

ñìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèêè îñíîâàíèÿ êîòîðûõ q − 1, q2 − q, q3 − q2, . . .,

a âûñîòû 1, 1
q ,

1
q2 , . . . ñîîòâåòñòâåííî è ðàñïîëîæåííûå êàê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå. Ïëîùàäü êàæäîãî èç ýòèõ n ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíà q−1 = 1/n,

ïîýòîìó ñóììà èõ ïëîùàäåé ïðè ëþáîì n ðàâíà 1. Ïðè n→∞ îáúåäè-

íåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ âñå ìåíüøå îòëè÷àåòñÿ îò ôèãóðû, ñ ïîìîùüþ

êîòîðîé áûëî îïðåäåëåíî ÷èñëî e.

�6. Ïðåäåë ôóíêöèè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî X ⊂ R(n) âî ìíî-

æåñòâî Y ⊂ R(m), è ïóñòü x0 � òî÷êà ñãóùåíèÿ ìíîæåñòâà X, òî÷êà

A ∈ R(m).

Îïðåäåëåíèå 6.1. Òî÷êà A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â

òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò ïîëî-

æèòåëüíîå ÷èñëî δ(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîêî-

ëîòîé îêðåñòíîñòè U̇δ(x0) òî÷êè x0 çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) ïðèíàäëå-

æàò îêðåñòíîñòè Uε(A).

Îáîçíà÷àåòñÿ ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå A = lim
x→x0

f(x).

Òàêèì îáðàçîì A = lim
x→x0

f(x), åñëè ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

∀x ∈ U̇δ(x0) èìååì f(x) ∈ Uε(A).
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Åñëè y = f(x) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà, òî îïðå-

äåëåíèå ïðåäåëà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 6.2. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â

òî÷êå x0 (A = lim
x→x0

f(x)), åñëè ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ∀x,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < |x− x0| < δ ñëåäóåò |f(x)− A| < ε.

Îïðåäåëåíèå 6.3. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â

òî÷êå x0 (A = lim
x→x0

f(x)), åñëè ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ∀x,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ) ñëåäóåò, ÷òî

f(x) ∈ (A− ε, A+ ε).

Îïðåäåëåíèÿ ?? � ?? íàçûâàþò îïðåäåëåíèåì íà ÿçûêå ε− δ èëè îïðå-
äåëåíèåì Êîøè 3.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà

ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

-
x

6
y

? ?

� ppppp pppppp
pppppp pppppppp
pppppppp ppppppppppppppp
pppp p p p p p p p

x0 − δ x0 x0 + δ

A− ε
A

A+ ε

Îïðåäåëåíèå 6.4. Òî÷êà A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â

òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {xn}, ñõîäÿùåéñÿ
ê òî÷êå x0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè

{f(xn)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå A.

Èíûìè ñëîâàìè, A = lim
x→x0

f(x), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òî÷åê {xn} → x0 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíê-

öèè {f(xn)} → A.
3Îãþñòåí Ëóè Êîøè (Augustin Louis Cauchy) (1789-1857) � âåëèêèé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê. Ðàçðà-

áîòàë ôóíäàìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âíåñ îãðîìíûé âêëàä â àíàëèç, àëãåáðó, òåîðèþ ÷èñåë, ìàòåìàòè÷åñêóþ

ôèçèêó è ìíîãèå äðóãèå îáëàñòè ìàòåìàòèêè; îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Êîøè âïåðâûå

äàë ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îñíîâíûì ïîíÿòèÿì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà � ïðåäåëó, íåïðåðûâíîñòè, ïðîèçâîäíîé, äèô-

ôåðåíöèàëó, èíòåãðàëó, ñõîäèìîñòè ðÿäà è ò. ä. Åãî îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè îïèðàëîñü íà ïîíÿòèå áåñêîíå÷íî

ìàëîãî: ó Êîøè áåñêîíå÷íî ìàëîå � ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ. Êîøè ââåë ïîíÿòèå ðàäèóñà ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà. Â îáëàñòè êîìïëåêñíîãî àíàëèçà Êîøè ñîçäàë òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ âû÷åòîâ. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå

èçó÷èë êðàåâóþ çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðàÿ ñ òåõ ïîð íàçûâàåòñÿ "çàäà÷à Êîøè". Êîøè íàïèñàë

ñâûøå 800 ðàáîò.
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Îïðåäåëåíèå ?? íàçûâàþò îïðåäåëåíèåì íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé èëè îïðåäåëåíèåì Ãåéíå 4.

Ìû ñôîðìóëèðîâàëè äâà îïðåäåëåíèÿ îäíîãî ïîíÿòèÿ. Íî íèêàêîãî

ïðîòèâîðå÷èÿ ìû íå ïîëó÷èì, òàê êàê ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè è ïî Ãåéíå ýêâèâàëåíòíû.

Íà ïðàêòèêå îïðåäåëåíèå Êîøè èñïîëüçóþò, êîãäà íóæíî äîêàçàòü

ñóùåñòâîâàíå ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå, à îïðåäåëåíèå Ãåéíå � êîãäà

íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïðåäåëà â òî÷êå íå èìååò.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Òî÷êà A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè

x→∞, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî ∆(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, ïðèíàäëåæàùèõ îêðåñòíî-

ñòè U∆(∞) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè Uε(A).

Òàêèì îáðàçîì, A = lim
x→∞

f(x), åñëè ∀ε > 0 ∃∆(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ∀x,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x| > ∆ ñëåäóåò |f(x)− A| < ε.

Ïðèìåð 6.1. Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→3

x2 − 9
x− 3 = 6.

Ðåøåíèå . Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïóñòü |x − 3| < δ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà∣∣∣x2 − 9
x− 3 − 6

∣∣∣ =

∣∣∣∣(x− 3)(x+ 3)
x− 3 − 6

∣∣∣∣ = |x + 3 − 6| = |x − 3| < ε. Åñëè âçÿòü δ = ε,

òî èç íåðàâåíñòâà |x− 3| < δ áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî
∣∣∣x2 − 9
x− 3 − 6

∣∣∣ < ε. Çíà÷èò, ïî îïðå-

äåëåíèþ ïðåäåëà lim
x→3

x2 − 9
x− 3 = 6.

Ïðèìåð 6.2. Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→2

x− 6
x− 4 = 2.

Ðåøåíèå . Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïóñòü |x − 2| < δ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà∣∣∣x− 6
x− 4 − 2

∣∣∣ =
∣∣∣2− xx− 4

∣∣∣ =
|x− 2|
4− x < ε (òàê êàê x → 2, òî 4 − x > 0). Ðåøàÿ ýòî

íåðàâåíñòâî ïîëó÷èì ñèñòåìó{
x− 2 < (4− x)ε

x− 2 > (x− 4)ε
èëè

{
x < 2 + 4ε

1 + ε
x > 2− 4ε

1− ε
.

Åñëè âçÿòü δ = min
{

2 + 4ε
1 + ε − 2, 2− 2− 4ε

1− ε
}
, òî èç íåðàâåíñòâà |x − 2| < δ áóäåò

ñëåäîâàòü, ÷òî
∣∣∣x− 6
x− 2 − 2

∣∣∣ < ε. Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà lim
x→2

x− 6
x− 4 = 2.

4Ãåíðèõ Ýäóàðä Ãåéíå (Heine) (1821-1881) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê. Îñíîâíûå òðóäû Ãåéíå îòíîñÿòñÿ ê ìàòåìà-

òè÷åñêîé ôèçèêå (òåîðèÿ ïîòåíöèàëà), òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ, óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ê òåîðèè

ôóíêöèé. Ðÿä ðàáîò Ãåéíå ïîñâÿùåí ïðîáëåìå åäèíñòâåííîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ.
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Ïðèìåð 6.3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = sin 1
x íå èìååò ïðåäåëà â

òî÷êå x0 = 0.

Ðåøåíèå . ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè f(x) = sin 1
x â òî÷êå x0 = 0 íå

ñóùåñòâóåò, ïðèìåíèì îïðåäåëåíèå Ãåéíå.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′n = 1
2πn → 0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x′n) = sin 2πn = 0, òî åñòü lim
n→∞

f(x′n) = 0.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′′n = 1
π

2
+ 2πn

→ 0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x′′n) = sin(π2 + 2πn) = 1, òî åñòü lim
n→∞

f(x′′n) = 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x′n) è f(x′′n) ñõîäÿòñÿ ê ðàçíûì ïðåäåëàì.

Ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå ôóíêöèÿ f(x) = sin 1
x íå èìååò ïðåäåëà â òî÷êå x0 = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Òî÷êà A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè

x→∞, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {xn}, ñõîäÿùåéñÿ ê

∞, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè {f(xn)}
ñõîäèòñÿ ê òî÷êå A.

Åñëè f(x) ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà, òî ðàçëè÷àþò

A1 = lim
x→+∞

f(x) è A2 = lim
x→−∞

f(x).

Îïðåäåëåíèå 6.7. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0

ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà E ñóùå-

ñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ(E) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, ïðèíàä-

ëåæàùèõ îêðåñòíîñòè U̇δ(x0) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) ïðèíàäëåæàò

îêðåñòíîñòè UE(∞).

Òàêèì îáðàçîì, lim
x→x0

f(x) =∞, åñëè ∀E > 0 ∃δ(E) > 0 òàêîå, ÷òî ∀x,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < |x− x0| < δ ñëåäóåò |f(x)| > E.

Îïðåäåëåíèå 6.8. Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â

òî÷êå x0, åñëè lim
x→x0

α(x) = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë â òî÷êå x0, òî åå ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïðåäåëà è íåêîòîðîé áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíê-

öèè, òî åñòü, åñëè lim
x→x0

f(x) = A, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî f(x) = A+ α(x), ãäå α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íå òðåáóåò,

÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà îïðåäåëåíà â ýòîé òî÷êå.
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�7. Îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ.

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ñôîðìóëèðîâàí ðÿä òåîðåì î ñâîéñòâàõ ïðå-

äåëà ôóíêöèè â òî÷êå è ïðàâèëàõ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ.

Òåîðåìà 7.1. Ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü â òî÷êå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë, òî ýòîò
ïðåäåë åäèíñòâåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 äâà ïðåäåëà, òî

åñòü lim
x→x0

f(x) = A è lim
x→x0

f(x) = B è B 6= A. Âîçüìåì ε =
|B − A|

3 . Òîãäà ïî îïðåäåëå-

íèþ ïðåäåëà äëÿ ýòîãî ε ñóùåñòâóåò δ1(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U̇δ1(x0) âûïîëíÿåòñÿ

f(x) ∈ Uε(A) (∗). Àíàëîãè÷íî äëÿ ýòîãî æå ñàìîãî ε ñóùåñòâóåò δ2(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ

âñåõ x ∈ U̇δ2(x0) âûïîëíÿåòñÿ f(x) ∈ Uε(B) (∗∗). Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ = min{δ1, δ2}.
Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ U̇δ(x0) ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (*) è (**). Íî îêðåñòíîñòè Uε(A) è

Uε(B) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.2. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f(x), èìåþùàÿ â òî÷êå x0 ïðåäåë, îãðà-

íè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà A = lim
x→x0

f(x), åñëè ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0

òàêîå, ÷òî ∀x ∈ U̇δ(x0) ñëåäóåò |f(x) − A| < ε. Çíà÷èò, ∀x èç U̇δ(x0) ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî |f(x)| < |A|+ε è ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà â δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B. Ñïðàâåäëèâû ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = A+B;

2. lim
x→x0

(f(x)− g(x)) = A−B;
3. lim

x→x0
(f(x) · g(x)) = A ·B;

4. lim
x→x0

c · f(x) = c · A;

5. lim
x→x0

f(x)
g(x)

= A
B (g(x) 6= 0, B 6= 0).

Ïðèìåð 7.1. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→1

3x2 − 7x+ 9
x2 − 5x+ 2

.

Ðåøåíèå . Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ??, ïîëó÷èì

lim
x→1

3x2 − 7x+ 9
x2 − 5x+ 2

=
lim
x→1

3x2 − 7 lim
x→1

x+ 9

lim
x→1

x2 − 5 lim
x→1

x+ 2
= 3− 7 + 9

1− 5 + 2 = −2, 5.
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Ïðèìåð 7.2. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→1

3x2 − 7x+ 4
x2 − 5x+ 4

.

Ðåøåíèå . Äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü 0
0 è ñðàçó ïðèìåíÿòü òåîðå-

ìó ?? íåëüçÿ. Ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà ìíîæèòåëè: x2−5x+4 =

(x − 1)(x − 4), 3x2 − 7x + 4 = (x − 1)(3x − 4) è ïîäñòàâèì â çàäàííîå âûðàæåíèå

(çàìåòèì, ÷òî x 6= 1)

lim
x→1

3x2 − 7x+ 4
x2 − 5x+ 4

= lim
x→1

(x− 1)(3x− 4)
(x− 4)(x− 1)

= lim
x→1

3x− 4
x− 4 =

lim
x→1

(3x− 4)

lim
x→1

(x− 4)
= 3− 4

1− 4 = −1
3 .

Ïðèìåð 7.3. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→∞

6x2 − 11x− 8
3x2 − 8x+ 17

.

Ðåøåíèå . Äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü ∞∞ è ñðàçó ïðèìåíÿòü òåî-

ðåìó ?? íåëüçÿ. Âûíåñåì â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå çà ñêîáêè x2 è ñîêðàòèì äðîáü:

lim
x→∞

6x2 − 11x− 8
3x2 − 8x+ 17

= lim
x→∞

x2

(
6− 11

x
− 8

x2

)
x2

(
3− 8

x
+

17

x2

) = lim
x→∞

6− 11

x
− 8

x2

3− 8

x
+

17

x2

= 6
3 = 2.

Çàìåòèì, ÷òî lim
x→∞

1
x = 0 è lim

x→∞
1
x2 = 0.

Ïðèìåð 7.4. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→8

√
x+ 1− 3

x2 − 9x+ 8
.

Ðåøåíèå . Äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü 0
0 è ñðàçó ïðèìåíÿòü òåîðå-

ìó ?? íåëüçÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà â âûðàæåíèè, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, èçáàâèì-

ñÿ îò ðàäèêàëîâ. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà âûðàæåíèå,

ñîïðÿæåííîå ÷èñëèòåëþ.

lim
x→8

√
x+ 1− 3

x2 − 9x+ 8
= lim

x→8

(
√
x+ 1− 3)(

√
x+ 1 + 3)

(x− 1)(x− 8)(
√
x+ 1 + 3)

= lim
x→8

x+ 1− 9
(x− 1)(x− 8)(

√
x+ 1 + 3)

=

= lim
x→8

x− 8
(x− 1)(x− 8)(

√
x+ 1 + 3)

= lim
x→8

1
(x− 1)(

√
x+ 1 + 3)

= 1
42 .

Ïðèìåð 7.5. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→−2

√
6 + x−

√
2− x√

13 + 2x−
√

7− x
.

Ðåøåíèå . Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, óìíîæèâ ÷èñëè-

òåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà âûðàæåíèÿ, ñîïðÿæåííûå ÷èñëèòåëþ è çíàìåíàòåëþ.

lim
x→−2

√
6 + x−

√
2− x√

13 + 2x−
√

7− x
=

= lim
x→−2

(
√

6 + x−
√

2− x)(
√

6 + x+
√

2− x)(
√

13 + 2x+
√

7− x)

(
√

13 + 2x−
√

7− x)(
√

13 + 2x+
√

7− x)(
√

6 + x+
√

2− x)
=

= lim
x→−2

(6 + x− 2 + x)(
√

13 + 2x+
√

7− x)

(13 + 2x− 7 + x)(
√

6 + x+
√

2− x)
= lim

x→−2

(4 + 2x)(
√

13 + 2x+
√

7− x)

(6 + 3x)(
√

6 + x+
√

2− x)
=

= lim
x→−2

2
(√

13 + 2x+
√

7− x
)

3
(√

6 + x+
√

2− x
) = 12

12 = 1.
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Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü f(x) è g(x) ñêàëÿðíûå ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî àðãó-

ìåíòà. Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî f(x) 6 g(x) è ôóíêöèè f(x) è g(x) â òî÷êå x0 èìåþò êîíå÷íûå

ïðåäåëû ( lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim
x→x0

f(x) 6 lim
x→x0

g(x) (A 6 B).

Òåîðåìà 7.5. (òåîðåìà î çàæàòîé ôóíêöèè.) Ïóñòü f(x), g(x)

è h(x) ñêàëÿðíûå ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà. Åñëè â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 (â ÷àñòíîñòè ìîæåò áûòü, ÷òî x0 = ∞) âû-

ïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x) 6 g(x) 6 h(x) è ôóíêöèè f(x) è h(x) èìåþò

â òî÷êå x0 ðàâíûå ïðåäåëû ( lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = A), òî ôóíêöèÿ

g(x) èìååò â òî÷êå x0 òîò æå ñàìûé ïðåäåë, òî åñòü lim
x→x0

g(x) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lim
x→x0

f(x) = A è lim
x→x0

h(x) = A.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå

δ1(ε) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U̇δ1(x0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)− A| < ε èëè

A− ε < f(x) < A+ ε.

Äëÿ ýòîãî æå ñàìîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ2(ε) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U̇δ2(x0)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |h(x)− A| < ε èëè

A− ε < h(x) < A+ ε.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ = min{δ1, δ2}. Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ U̇δ(x0) âåðíî íåðàâåíñòâî

A− ε < f(x) < g(x) < h(x) < A+ ε.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè èìååì lim
x→x0

g(x) = A.

Òåîðåìà 7.6. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

ôóíêöèè íà îãðàíè÷åííóþ åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè

x0 ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî

ìàëîé, òî åñòü lim
x→x0

f(x) = 0, à ôóíêöèÿ g(x) � îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëîM > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ D(g) ñïðàâåäëèâî óñëîâèå |g(x)| 6M . Ïî îïðåäåëåíèþ

ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ

x ∈ U̇δ(x0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)| < ε
M . Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ U̇δ(x0) èìååì

|f(x) · g(x)| = |f(x)| · |g(x)| < ε
M ·M = ε. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè èìååì

lim
x→x0

f(x) · g(x) = 0.
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Òåîðåìà 7.7. Åñëè lim
u→b

f(u) = A, lim
x→x0

g(x) = b, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

ñëîæíîé ôóíêöèè è lim
x→x0

f(g(x)) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ g(x) èìååò ïðåäåë â òî÷êå x0: lim
x→x0

g(x) = b, à ôóíêöèÿ

f(u) èìååò ïðåäåë â òî÷êå b: lim
u→b

f(u) = A. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî ñêîëü

óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ω(ε) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ U̇ω(b) âûïîëíåíî

óñëîâèå f(u) ∈ Uε(A) (∗) è äëÿ íàéäåííîãî âûøå ω(ε) ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ω(ε)) > 0,

÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U̇δ(x0) âûïîëíåíî óñëîâèå g(x) ∈ U̇ωb (∗∗). Òîãäà ïðèìåíèâ ôîðìóëû
(*) è (**), ïîëó÷èì ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε)) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ

x ∈ U̇δ(x0) âûïîëíåíî óñëîâèå f(g(x)) ∈ Uε(A). Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè

èìååì lim
x→x0

f(g(x)) = A.

Òåîðåìà 7.8. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû lim
x→x0

f(x) = A > 0,

lim
x→x0

g(x) = B, òî lim
x→x0

f(x)g(x) = ( lim
x→x0

f(x))
lim

x→x0
g(x)

= AB.

�8. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.

Ïóñòü çàäàíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà

f : X ⊂ R→ Y ⊂ R.

Îïðåäåëåíèå 8.1. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â

òî÷êå x0 ñëåâà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ U−δ (x0) ñïðàâåäëèâî f(x) ∈ Uε(A).

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè x0 − δ < x < x0, òî |f(x)− A| < ε.

Îáîçíà÷àåòñÿ ïðåäåë ñëåâà lim
x→x0−0

f(x) = A.

Îïðåäåëåíèå 8.2. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â

òî÷êå x0 ñïðàâà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ U+
δ (x0) ñïðàâåäëèâî f(x) ∈ Uε(A).

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè x0 < x < x0 + δ, òî |f(x)− A| < ε.

Îáîçíà÷àåòñÿ ïðåäåë ñïðàâà lim
x→x0+0

f(x) = A.

Ñâÿçü ìåæäó ïðåäåëîì ôóíêöèè â òî÷êå îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëàìè

äàåò òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé lim
x→x0

f(x) = A, òî îáà îäíî-

ñòîðîííèõ ïðåäåëà lim
x→x0−0

f(x) è lim
x→x0+0

f(x) òàêæå ñóùåñòâóþò è îíè
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ðàâíû A.

Îáðàòíî, åñëè îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà lim
x→x0−0

f(x) è lim
x→x0+0

f(x) ñó-

ùåñòâóþò è îáà ðàâíû îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó A, òî ïðåäåë ôóíêöèè

â ýòîé òî÷êå òàêæå ñóùåñòâóåò è lim
x→x0

f(x) = A.

Ïðèìåð 8.1. Âû÷èñëèòå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè

f(x) =

{
x2 − 3x+ 1, åñëè x < −2

x+ 4, åñëè x > −2
â òî÷êå x0 = −2.

Ðåøåíèå . lim
x→−2−0

f(x) = lim
x→−2−0

(x2 − 3x+ 1) = 4 + 6 + 1 = 11.

lim
x→−2+0

f(x) = lim
x→−2+0

(x+ 4) = −2 + 4 = 2.

Äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé â óñëîâèè çàäà÷è, îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â òî÷êå x0 = 2

ñóùåñòâóþò, íî îíè ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) ïðåäåëà â òî÷êå x0 = 2

íå èìååò.

�9. Ïîâòîðíûå ïðåäåëû.

Ïóñòü f : X ⊂ R(2) → Z ⊂ R, òî åñòü z = f(x, y) � ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.

Â §6 áûëî äàíî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå. Ýòîò ïðåäåë ìîæíî âû-

÷èñëèòü, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ??.

Ïðèìåð 9.1. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→ 2

y → 1

x2y
2xy − 3 .

Ðåøåíèå . lim
x→ 2

y → 1

x2y
2xy − 3 =

lim
x→2

x2 · lim
y→1

y

2 lim
x→2

x · lim
y→1

y − 3
= 22 · 1

2 · 2 · 1− 3 = 4
1 = 4.

Ïðèìåð 9.2. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→ 0

y → 0

xy3

x4 + y4 .

Ðåøåíèå . Çàäàííàÿ â óñëîâèè äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü 0
0 . Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå. Äëÿ ýòîãî âûáå-

ðåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ ê òî÷êå (0, 0) òàêèõ, ÷òî ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõîäÿòñÿ ê ðàçíûì ÷èñëàì.

Ïóñòü Mn =
(

1
n, 0

)
è Mn → (0, 0) ïðè n → ∞. Òîãäà f(Mn) =

1

n
· 03

1

n4 + 04
= 0 è

f(Mn)→ 0 ïðè n→∞.
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Ïóñòü Kn =
(

1
n,

1
n

)
è Kn → (0, 0) ïðè n→∞. Òîãäà f(Kn) =

1

n
· 1

n3

1

n4 +
1

n4

=

1

n4

2

n4

= 1
2

è f(Kn)→ 1
2 ïðè n→∞.

Ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå (0, 0) íå ñóùåñòâóåò.

Ìîæíî ïðèâåñòè ìíîãî ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ íå èìååò

ïðåäåëà â íåêîòîðîé òî÷êå. Ëåãêîñòü ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïðèìåðîâ îáúÿñíÿåòñÿ òåì,

÷òî íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïóòåé ïðèáëèæåíèÿ ê çàäàííîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì äâà òàêèõ ïóòè.

Ïóñòü çàäàíû äâå òî÷êè M0(x0; y0) è M(x̃; ỹ).

-
x

6
y

q
q q
q

M0(x0; y0)

M(x̃; ỹ)K(x0; ỹ)

L(x̃; y0)

Áóäåì äâèãàòüñÿ îò òî÷êè M ê òî÷êå M0 ïî ëîìàíîé MKM0. Âû÷èñëèì

lim
x→x0

f(x, ỹ), åñëè îí ñóùåñòâóåò (äâèæåíèå ïàðàëëåëüíî îñè OX). Ýòîò ïðåäåë çà-

âèñèò îò y. Îáîçíà÷èì åãî ϕ(y) = lim
x→x0

f(x, y). Âû÷èñëèì òåïåðü lim
y→y0

ϕ(y), åñëè îí

ñóùåñòâóåò (äâèæåíèå ïàðàëëåëüíî îñè OY ). Ïðåäåë

lim
y→y0

( lim
x→x0

f(x, y)) (9.1)

íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì ïðåäåëîì.

Àíàëîãè÷íî, äâèãàÿñü ïî ëîìàíîé MLM0, âû÷èñëèì ψ(x) = lim
y→y0

f(x, y) è

lim
x→x0

ψ(x). Ïîëó÷èì åùå îäèí ïîâòîðíûé ïðåäåë

lim
x→x0

( lim
y→y0

f(x, y)) (9.2)

Ñâÿçü ìåæäó ïðåäåëîì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå è ïîâòîðíûìè ïðåäå-

ëàìè äàåò òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé lim
x→ x0

y → y0

f(x, y) = A, è äëÿ êàæäîãî y

ñóùåñòâóåò ϕ(y) = lim
x→x0

f(x, y), òî ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé ïðåäåë lim
y→y0

ϕ(y) =

lim
y→y0

( lim
x→x0

f(x, y)), òàêæå ðàâíûé A.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé lim
x→ x0

y → y0

f(x, y) = A, è äëÿ êàæäîãî x

ñóùåñòâóåò ψ(x) = lim
y→y0

f(x, y), òî ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé ïðåäåë lim
x→x0

ψ(y) =

lim
x→x0

( lim
y→y0

f(x, y)), òàêæå ðàâíûé A.
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Çàìåòèì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâòîðíûõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè â òî÷êå è äàæå èõ

ðàâåíñòâà íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äâîéíîãî ïðåäåëà ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

Ïðèìåð 9.3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) =
xy

x2 + y2 èìååò â òî÷êå A(0; 0) îáà

ïîâòîðíûõ ïðåäåëà, îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé, íî äâîéíîé ïðåäåë ôóíöèè â ýòîé òî÷êå

íå ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì ïîâòîðíûå ïðåäåëû â çàäàííîé òî÷êå.

lim
y→0

lim
x→0

xy
x2 + y2 = lim

y→0

0 · y
0 + y2 = 0, lim

x→0
lim
y→0

xy
x2 + y2 = lim

x→0

x · 0
x2 + 0

= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî äâîéíîé ïðåäåë lim
x→ 0

y → 0

xy
x2 + y2 ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ ê òî÷êå A(0; 0).

Ïóñòü Mn =
(

1
n,

1
n

)
. Òîãäà lim

x→ 0

y → 0

xy
x2 + y2 = lim

n→∞

1

n
· 1

n(
1

n

)2

+

(
1

n

)2 = 1
2 .

Ïóñòü Kn =
(
− 1
n,

1
n

)
. Òîãäà lim

x→ 0

y → 0

xy
x2 + y2 = lim

n→∞

− 1

n
· 1

n(
− 1

n

)2

+

(
1

n

)2 = −1
2 .

Ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå ïðåäåëà ôóíêöèè f(x, y) =
xy

x2 + y2 â òî÷êå A(0; 0) íå ñó-

ùåñòâóåò.

�10. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè.

Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, êàê è ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Íåïðå-

ðûâíûå ôóíêöèè îáëàäàþò öåëûì ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ, ïîìîãàþùèõ

ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèé, ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ òèïîâ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ôóíêöèÿ y = f(x) (f : R(n) → R(m)) íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè îíà îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè ýòîé

òî÷êè (è â ñàìîé òî÷êå x0), ñóùåñòâóåò lim
x→x0

f(x) è îí ðàâåí çíà÷åíèþ

ôóíêöèè â òî÷êå.

Òî åñòü x0 ∈ D(f) è

lim
x→x0

f(x) = f(x0). (10.1)

Èç îïðåäåëåíèÿ 10.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñèìâîëû
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ïðåäåëà è ôóíêöèè ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè.

lim
x→x0

f(x) = f( lim
x→x0

x). (10.2)

Ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè îíà îïðåäåëåíà â ýòîé

òî÷êå è äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Uε(f(x0)) ñ óùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

Uδ(x0) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ Uδ(x0) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) ∈
Uε(f(x0)).

Ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè îíà îïðåäåëåíà â ýòîé

òî÷êå è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

êàê òîëüêî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è x0 ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå δ

(|x−x0| < δ), òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè f(x) è f(x0) ñòàíîâèòñÿ

ìåíüøå ε (|f(x)− f(x0)| < ε).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆x = x − x0 � ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà, à ÷åðåç

∆y = f(x)− f(x0) � ïðèðàùåíèå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ôóíêöèÿ y = f(x) (f : R(n) → R(m)) íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè îíà îïðåäåëåíà â ýòîé òî÷êå è áåñêî-

íå÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî

ìàëîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y, òî åñòü lim
∆x→0

∆y = 0.

Îïðåäåëåíèÿ 10.1 � 10.2 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé 10.1 è 10.2 äëÿ ñêàëÿðíîé

ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà. Äåéñòâèòåëüíî, lim
x→x0

f(x) = f(x0) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim
x→x0

∆y = lim
x→x0

(f(x)− f(x0)) = lim
x→x0

f(x)− f(x0) =

= f(x0)− f(x0) = 0.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí ñ ïðåäåëàìè

ôóíêöèé äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü

f(x0 + ∆x) = f(x0) + α(x0,∆x), (10.3)

ãäå α(x0,∆x) = f(x0 + ∆x)− f(x0) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ∆x→ 0.

Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè, íàçûâàåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé â ýòîé îáëàñòè.

Äëÿ äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà ìîæíî ââåñòè ïî-

íÿòèÿ îäíîñòîðîííåé íåïðåðûâíîñòè.

42



Îïðåäåëåíèå 10.3. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â

òî÷êå x0 ñëåâà, åñëè îíà îïðåäåëåíà â ëåâîé ïîëóîêðåñòíîñòè ýòîé

òî÷êè, ñóùåñòâóåò lim
x→x0−0

f(x) è îí ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 10.4. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â

òî÷êå x0 ñïðàâà, åñëè îíà îïðåäåëåíà â ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè ýòîé

òî÷êè, ñóùåñòâóåò lim
x→x0+0

f(x) è îí ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå.

Òåîðåìà 10.1. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ñïðàâà

è ñëåâà è îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ðàâíû lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x), òî

ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Òåîðåìà 10.2. Ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå (åñëè çíàìå-

íàòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé.

Òåîðåìà 10.3. Åñëè ôóíêöèÿ y = ϕ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíê-

öèÿ z = ψ(y) íåïðåðûâíà â òî÷êå y0 = ϕ(x0), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

z = (ψ ◦ ϕ)(x)) = ψ(ϕ(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Ôóíêöèÿ y = ϕ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, çíà÷èò, lim
x→x0

ϕ(x) = ϕ(x0). Ôóíêöèÿ

z = ψ(y) íåïðåðûâíà â òî÷êå y0, çíà÷èò, lim
y→y0

ψ(y) = ψ(y0). Èìååì lim
x→x0

ψ(ϕ(x)) =

= ψ( lim
x→x0

(ϕ(x)) = ψ(ϕ( lim
x→x0

x)) = ψ(ϕ(x0)). Ñëåäîâàòåëüíî, cëîæíàÿ ôóíêöèÿ

z = ψ(ϕ(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 10.4. Âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû â îáëàñòè ñâî-

åãî îïðåäåëåíèÿ.

�11. Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.

1 çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

Â îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðîâåäåì ëó÷

OB ïîä óãëîì α (0 < α < π/2) ê îñè OX. Îí ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â

òî÷êå B è ëèíèþ òàíãåíñîâ â òî÷êå C.

Î÷åâèäíî, ÷òî ∆OAB ⊂ ñåêòîð OAB ⊂ ∆OAC. Òîãäà

S∆OAB < Sñåêòîðà OAB < S∆OAC ;
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1
2R

2 sinα < 1
2R

2α < 1
2R

2 tgα⇒ sinα < α < tgα.

-
x

6y

�
�
�
�

B
BB

O
A

CB

Òàê êàê sinα 6= 0, òî ðàçäåëèâ íåðàâåíñòâî íà sinα, ïîëó÷èì

1 < α
sinα < 1

cosα .

Ïî òåîðåìå î çàæàòîé ôóíêöèè ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè cosα

ïîëó÷èì, ÷òî lim
α→+0

α
sinα = 1.

Òàê êàê äðîáü α
sinα � ÷åòíàÿ, òî ïðè α < 0 òàêæå âåðíî lim

α→−0

α
sinα = 1.

Âûâåëè ôîðìóëó äëÿ ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà

lim
α→0

sinα

α
= 1. (11.1)

2 çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î çàæàòîé ôóíêöèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e. (11.2)

Åñëè îáîçíà÷èòü α = 1
x , òî ïðè x→∞ α→ 0 è

lim
α→0

(1 + α)
1
α = e. (11.3)

Èç âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå ñëåä-

ñòâèÿ.

lim
α→0

ln(1 + α)

α
= 1. (11.4)

lim
α→0

loga(1 + α)

α
=

1

lnα
. (11.5)

lim
α→0

eα − 1

α
= 1. (11.6)

lim
α→0

aα − 1

α
= ln a. (11.7)

lim
α→0

(1 + α)µ − 1

α
= µ. (11.8)
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Äîêàæåì ôîðìóëó (11.5).

lim
α→0

loga(1 + α)
α = lim

α→0
loga(1 + α)

1
α = loga lim

α→0
(1 + α)

1
α = loga e = 1

ln a
.

Äîêàæåì ôîðìóëó (11.7).

Îáîçíà÷èì aα − 1 = y. Òîãäà α = loga(1 + y) è ïðè α→ 0 èìååì y → 0.

lim
α→0

aα − 1
α = lim

y→0

y
loga(1 + y)

= 1
loga e

= ln a.

Äîêàæåì ôîðìóëó (11.8).

Îáîçíà÷èì (1+α)µ−1 = y. Òîãäà (1+α)µ = 1+y è µ ln(1+α) = ln(1+y).

lim
α→0

(1 + α)µ − 1
α = lim

α→0

y
α ·
µ ln(1 + α)
ln(1 + y)

= µ lim
α→0

ln(1 + α)
α lim

y→0

y
ln(1 + y)

= µ.

Ïðèìåð 11.1. Âû÷èñëèòå lim
x→0

tg 7x
sinx .

Ðåøåíèå . lim
x→0

tg 7x
sinx = lim

x→0

sin 7x
sinx cos 7x = lim

x→0

sin 7x · 7x
sinx · 7x · cos 7x =

= lim
x→0

sin 7x
7x · x

sinx ·
7

cos 7x = 7
1 = 7.

Ïðèìåð 11.2. Âû÷èñëèòå lim
x→−1

(
5x+ 8
2x+ 5

)7x+ 11
x2 − 1 .

Ðåøåíèå . Ïðåäñòàâèì îñíîâàíèå ñòåïåíè â âèäå 5x+ 8
2x+ 5 = 1 + α. Òîãäà

α = 5x+ 8
2x+ 5 − 1 = 3x+ 3

2x+ 5 . Çàìåòèì, ÷òî åñëè x→ −1, òî α→ 0.

Ïðåîáðàçóåì çàäàííîå â çàäà÷å âûðàæåíèå:

lim
x→−1

(
5x+ 8
2x+ 5

)7x+ 11
x2 − 1 = lim

x→−1

(
1 + 3x+ 3

2x+ 5

)7x+ 11
x2 − 1 .

Äîìíîæèì è ðàçäåëèì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè íà 3x+ 3
2x+ 5 .

lim
x→−1

(
1 + 3x+ 3

2x+ 5

)7x+ 11
x2 − 1

·3x+ 3
2x+ 5

·2x+ 5
3x+ 3 =

= lim
x→−1

[(
1 + 3x+ 3

2x+ 5

)2x+ 5
3x+ 3

](7x+ 11)(3x+ 3)
(x2 − 1)(2x+ 5)

= e
lim

x→−1

(7x+ 11)(3x+ 3)
(x2 − 1)(2x+ 5) .

Âû÷èñëèì ïðåäåë ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè

lim
x→−1

(7x+ 11)(3x+ 3)
(x2 − 1)(2x+ 5)

= lim
x→−1

3(7x+ 11)(x+ 1)
(x+ 1)(x− 1)(2x+ 5)

= lim
x→−1

3(7x+ 11)
(x− 1)(2x+ 5)

= −2.

Èòàê, lim
x→−1

(
5x+ 8
2x+ 5

)7x+ 11
x2 − 1 = e−2.

Ïðèìåð 11.3. Âû÷èñëèòå lim
x→3

ex−2 − e
ln(5x− 14)

.

Ðåøåíèå . Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ x−3 = y, ïðè÷åì åñëè x→ 3, òî y → 0. Òîãäà

lim
x→3

ex−2 − e
ln(5x− 14)

= lim
y→0

ey+1 − e
ln(5y + 1)

= lim
y→0

e(ey − 1) · 5y
ln(5y + 1) · 5y = lim

y→0

e(ey − 1)
5y · 5y

ln(5y + 1)
= e

5 .
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Çàäàíèå 11.1. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû

à) lim
x→0

tg x
x , á) lim

x→0

1− cosx
x2 , â) lim

x→0

arcsinx
x , ã) lim

x→0

arctg x
x .

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëû â çàäàíèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ïåðâîãî çà-

ìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà.

�12. Òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè.

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿòî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè y = f(x), åñëè ôóíê-

öèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ýòîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèçàöèþ òî÷åê ðàçðûâà äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè

ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà.

Ïóñòü f : X ⊂ R→ Y ⊂ R.
Ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå òèïû òî÷åê ðàçðûâà.

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿòî÷êîé ðàçðûâà 1-ãî ðîäà ôóíêöèè f(x), åñëè

ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà, íî îíè íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Òî åñòü ∃ lim
x→x0−0

f(x) = a1, ∃ lim
x→x0+0

f(x) = a2, íî a1 6= a2. Âåëè÷èíà

|a1 − a2| íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì.
Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà ôóíêöèè f(x), åñ-

ëè õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ lim
x→x0−0

f(x) èëè lim
x→x0+0

f(x)

ðàâåí ∞ èëè íå ñóùåñòâóåò.

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿòî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ôóíêöèè f(x),

åñëè ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà, îíè ðàâíû, íî ôóíêöèÿ

f(x) íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0. Ò. å. ∃ lim
x→x0−0

f(x) = a1, ∃ lim
x→x0+0

f(x) = a2,

a1 = a2, íî 6 ∃ f(x0).

Ïðèìåð 12.1. Èññëåäóéòå íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

f(x) =

{
x2 − 4x+ 3, åñëè x < 2

x− 2, åñëè x > 2
.

Ðåøåíèå . Âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå x = 2 ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé,

ïîýòîìó îíà íåïðåðûâíà. Èññëåäóåì òî÷êó x = 2. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðåäåëû ôóíê-

öèè f(x) â òî÷êå x = 2 ñëåâà è ñïðàâà.

lim
x→2−0

f(x) = lim
x→2−0

(x2 − 4x+ 3) = −1, lim
x→2+0

f(x) = lim
x→2+0

(x− 2) = 0.

Â òî÷êå x = 2 ôóíêöèÿ f(x) èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.
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Ïðèìåð 12.2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x2 − x− 4, åñëè x < 3

x+ a, åñëè x > 3
íåïðåðûâíà.

Ðåøåíèå . Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ïðè x 6= 3 ôóíêöèÿ

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, ïîýòîìó îíà íåïðåðûâíà. Íàéäåì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

ôóíêöèè ïðè x→ 3.

lim
x→3−0

f(x) = lim
x→3−0

(x2 − x − 4) = 2, lim
x→3+0

f(x) = lim
x→3+0

(x + a) = 3 + a. Åñëè ôóíêöèÿ

íåïðåðûâíà, òî ïðåäåëû ñïðàâà è ñëåâà ðàâíû, òî åñòü 3 + a = 2. Çíà÷èò, a = −1.

Ïðèìåð 12.3. Èññëåäóéòå íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ f(x) = 21/x − 1
21/x + 3

.

Ðåøåíèå . Âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå x = 0 ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, ïî-

ýòîìó îíà íåïðåðûâíà. Èññëåäóåì òî÷êó x = 0. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðåäåëû ôóíêöèè

f(x) â òî÷êå x = 0 ñëåâà è ñïðàâà.

lim
x→−0

f(x) = lim
x→−0

21/x − 1
21/x + 3

= 2−∞ − 1
2−∞ + 3

= 0− 1
0 + 3 = −1

3 ,

lim
x→+0

f(x) =
[∞
∞
]

= lim
x→+0

21/x
(
1− 2−1/x

)
21/x

(
1 + 3 · 2−1/x

) = lim
x→+0

1− 2−1/x

1 + 3 · 2−1/x = 1− 2−∞

1 + 3 · 2−∞ =

= 1− 0
1 + 3 · 0 = 1.

Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ f(x) èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.

Ïðèìåð 12.4. Èññëåäóéòå íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

f(x) =


x2 − 4

x2 + 3x+ 2
, åñëè x 6 0

ln(1 + 4x)
x2 + 6x

, åñëè x > 0
.

Ðåøåíèå . Âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå x = −2, x = −1, x = 0 ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ

ýëåìåíòàðíîé, ïîýòîìó îíà íåïðåðûâíà.

Èññëåäóåì òî÷êó x = −2. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = −2:

lim
x→−2±0

f(x) = lim
x→−2±0

x2 − 4
x2 + 3x+ 2

= lim
x→−2±0

(x− 2)(x+ 2)
(x+ 2)(x+ 1)

= lim
x→−2±0

x− 2
x+ 1 = −4

−1 = 4. Â

òî÷êå x = −2 ôóíêöèÿ f(x) èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ.

Èññëåäóåì òî÷êó x = −1. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = −1:

lim
x→−1±0

f(x) = lim
x→−1±0

x2 − 4
x2 + 3x+ 2

= lim
x→−1±0

x− 2
x+ 1 = −3

0 =∞. Â òî÷êå x = −1 ôóíêöèÿ

f(x) èìååò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.
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Èññëåäóåì òî÷êó x = 0. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = 0 ñëåâà

è ñïðàâà.

lim
x→−0

f(x) = lim
x→−0

x2 − 4
x2 + 3x+ 2

= −4
2 = −2,

lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

ln(1 + 4x)
x2 + 6x

= lim
x→+0

4 ln(1 + 4x)
4x(x+ 6)

= lim
x→+0

4
x+ 6 = 2

3 . Â òî÷êå x = 0

ôóíêöèÿ f(x) èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.

�13. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå.

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

y = f(x), îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ íà îòðåçêå [a; b].

Òåîðåìà 13.1. (Ïåðâàÿ òåîðåìà Áîëüöàíî5-Êîøè.) Ïóñòü ôóíê-

öèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è ïðèíèìàåò

íà êîíöàõ îòðåçêà çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû

îäíà òî÷êà c ∈ (a; b), çíà÷åíèå ôóíêöèè â êîòîðîé ðàâíî íóëþ, òî åñòü

f(c) = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè ñîñòîèò â òîì, ÷òî

åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íà êîíöàõ îòðåçêà [a; b] ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

ðàçíûõ çíàêîâ, òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé ãðàôèê

ôóíêöèè y = f(x) ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ.

-
xa b

6y

ppppppp
pp

Òåîðåìà 13.2. (Âòîðàÿ òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè.) Ïóñòü ôóíêöèÿ

y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è ïðèíèìàåò íà

êîíöàõ îòðåçêà ðàçíûå çíà÷åíèÿ A è B. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C, ðàñ-

ïîëîæåííîãî ìåæäó ÷èñëàìè A è B ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà
5Áåðíàðä Áîëüöàíî (Bolzano) (1781-1842) � ÷åøñêèé ìàòåìàòèê, ôèëîñîô, òåîëîã. Ðàáîòàÿ íàä ëîãè÷åñêèìè îñ-

íîâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Áîëüöàíî ïåðâûì âûäâèíóë èäåþ àðèôìåòè÷åñêîé òåîðèè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

Îí äàë ïåðâûé ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, íå èìåþùåé ïðîèçâîäíîé, äîêàçàë òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè ôóíê-

öèé, äîêàçàë âîçìîæíîñòü ñêîëü óãîäíî òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ ìíîãî÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé

íà îòðåçêå. Â åãî ñî÷èíåíèÿõ ìîæíî íàéòè ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé è òåîðåì àíàëèçà, îáû÷íî ñâÿçûâàåìûõ ñ

áîëåå ïîçäíèìè èññëåäîâàíèÿìè äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ (ïîíÿòèå î "ïëîòíîñòè" ìíîæåñòâà òî÷åê ïðÿìîé, îá "îòðåçêå"

è "ïðîìåæóòêå," î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîé òî÷êè ó áåñêîíå÷íîãî îãðàíè÷åííîãî

ìíîæåñòâà è äðóãèå). Áîëüöàíî ÿâèëñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì Êàíòîðà â èññëåäîâàíèè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.
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c ∈ (a; b), çíà÷åíèå ôóíêöèè â êîòîðîé ðàâíî C, òî åñòü åñëè f(a) = A,

f(b) = B è A < B, òî ∀C ∈ (A; B) ∃c ∈ (a; b) òàêàÿ, ÷òî f(c) = C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A < B è C ∈ (A; B). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(x) = f(x)−C.
Ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b]. Òàê êàê ϕ(a) = A−C < 0, ϕ(b) = B−C >

0, òî ôóíêöèÿ ϕ(x) ïðèíèìàåò íà êîíöàõ îòðåçêà çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Ïî òåîðåìå

?? ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a; b), çíà÷åíèå ôóíêöèè â êîòîðîé ðàâíî íóëþ, òî åñòü

ϕ(c) = 0. Òîãäà f(c) = ϕ(c) + C = C.

Òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè èìåþò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêîå, íî è ïðàêòè-

÷åñêîå çíà÷åíèå. Îñíîâíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà-

÷åíèé ôóíêöèé îáîñíîâûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåì Áîëüöàíî-Êîøè.

Òåîðåìà 13.3. (Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà6.) Âñÿêàÿ íåïðåðûâ-

íàÿ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèÿ y = f(x) îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå, òî

åñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà m è M òàêèå, ÷òî m 6 f(x) 6M ∀x ∈ [a; b].

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî m = inf
x∈[a; b]

f(x),

M = sup
x∈[a; b]

f(x).

Òåîðåìà 13.4. (Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.) Âñÿêàÿ íåïðåðûâ-

íàÿ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèÿ y = f(x) ïðèíèìàåò íà ýòîì îòðåçêå

ñâîå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ.

Ñëåäñòâèå 13.5. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b],

òî åå çíà÷åíèÿ çàïîëíÿþò íåêîòîðûé îòðåçîê [m;M ].

�14. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè.

Ïóñòü α(x) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà. Â §6 áûëî

äàíî îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè (îïðåäåëåíèå

6.8). Íàïîìíèì åãî.
6Êàðë Òåîäîð Âèëüãåëüì Âåéåðøòðàññ (Karl Weierstrass) (1815-1897) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê. Èññëåäîâàíèÿ Âåé-

åðøòðàññà ïîñâÿùåíû ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, òåîðèè ôóíêöèé, âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ, äèôôåðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå. Âåéåðøòðàññ ðàçðàáîòàë ñèñòåìó ëîãè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-

çà, äàë ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî îñ-íîâíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå, è ââåë ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Áîëüøîé âêëàä Âåéåðøòðàññ âíåñ â ðàçâèòèå òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé,

òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé è àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ. Â ëèíåéíîé àëãåáðå Âåéåðøòðàññó ïðèíàäëåæèò ïîñòðîå-

íèå òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé. Ïðèâåäåííûå Âåéåðøòðàññîì îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà, íåïðåðûâíîñòè, ñõîäèìîñòè

ðÿäà è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèé âîñïðîèçâîäÿòñÿ áåç âñÿêèõ èçìåíåíèé â ñîâðåìåííûõ ó÷åáíèêàõ.
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Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0, åñëè

lim
x→x0

α(x) = 0.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå òåîðåìû î ñâîéñòâàõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ â

òî÷êå x0 ôóíêöèé.

Òåîðåìà 14.1. Ñóììà äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ â òî÷êå x0 ôóíêöèé åñòü

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 14.2. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè íà

îãðàíè÷åííóþ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèþ åñòü áåñêîíå÷íî ìà-

ëàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.

Ñëåäñòâèå 14.3. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ â òî÷êå x0

ôóíêöèé åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 14.4. ×àñòíîå îò äåëåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0 ôóíê-

öèè íà ôóíêöèþ, èìåþùóþ â òî÷êå x0 ïðåäåë, îòëè÷íûé îò íóëÿ, åñòü

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.

Òåîðåìû ?? � ?? äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â òåîðåìå ?? íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ äâóõ áåñêîíå÷íî

ìàëûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü α(x) è β(x) äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå â òî÷êå x0 ôóíêöèè.

Åñëè lim
x→x0

α(x)
β(x)

= C (C 6= 0, C 6= ∞), òî α(x) è β(x) íàçûâàþòñÿ

áåñêîíå÷íî ìàëûìè îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè â òî÷êå x0.

Åñëè lim
x→x0

α(x)
β(x)

= 0, òî α(x) èìååò â òî÷êå x0 áîëüøèé ïîðÿäîê

ìàëîñòè, ÷åì β(x).

Åñëè lim
x→x0

α(x)
β(x)

= ∞, òî α(x) èìååò â òî÷êå x0 ìåíüøèé ïîðÿäîê

ìàëîñòè, ÷åì β(x).

Åñëè α(x) è β(x) äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå â òî÷êå x0 ôóíêöèè è

lim
x→x0

α(x)
β(x)

= 1, òî α(x) è β(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè áåñêî-

íå÷íî ìàëûìè â òî÷êå x0.

Òàê â òî÷êå x = 0 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè: sinx ∼ x,

ln(1 + x) ∼ x, ex − 1 ∼ x, 1− cosx ∼ x2

2 .
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Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíûõ â òî÷êå x0 ôóíêöèé.

1) Åñëè α(x) ∼ β(x), òî β(x) ∼ α(x);

2) Åñëè α(x) ∼ β(x), β(x) ∼ γ(x),òî α(x) ∼ γ(x).

3) Åñëè α(x) ∼ β(x), òî α(x)−β(x) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì êàæäàÿ èç ôóíêöèé;

4) Åñëè α(x) ∼ α1(x), β(x) ∼ β1(x) è lim
x→x0

α(x)
β(x)

= C, òî lim
x→x0

α1(x)
β1(x)

=

= lim
x→x0

α(x)
β(x)

= C.

Ãîâîðÿò, ÷òî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ α(x) èìååò ïî-

ðÿäîê ìàëîñòè k îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè β(x), åñëè

lim
x→x0

α(x)

(β(x))k
= C (C 6= 0, C 6=∞).

Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ C(β(x))k íàçûâàþòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ áåñêîíå÷íî

ìàëîé α(x).

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àùå âñåãî áåðóò β(x) = x− x0.

Ïðèìåð 14.1. Íàéäèòå ãëàâíóþ ÷àñòü áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0 = 2

ôóíêöèè α(x) = (esin(x−2) − 1) · ln(5x− 9) · (
√

2x+ 5− 3) .

Ðåøåíèå . Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå lim
x→2

α(x)
(x− 2)k

.

lim
x→2

α(x)
(x− 2)k

= lim
x→2

(esin(x−2) − 1) · ln(5x− 9) · (
√

2x+ 5− 3)
(x− 2)k

=

= lim
x→2

esin(x−2) − 1
x− 2 · ln(1 + 5(x− 2))

5(x− 2)
· (
√

2x+ 5− 3)(
√

2x+ 5 + 3)

(
√

2x+ 5 + 3)(x− 2)
· 5(x− 2)3

(x− 2)k
=

= 1 · 1 · lim
x→2

(2x− 4)

(
√

2x+ 5 + 3)(x− 2)
· 5(x− 2)3

(x− 2)k
= lim

x→2

2√
2x+ 5 + 3

· 5(x− 2)3

(x− 2)k
=

= lim
x→2

10
6 ·

(x− 2)3

(x− 2)k
= 5

3 ïðè k = 3.

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíàÿ ÷àñòü β(x) = 5
3(x− 2)3.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x0, åñëè

lim
x→x0

f(x) =∞.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, âûðàæàþùàÿ ñâÿçü ìåæäó áåñêî-

íå÷íî ìàëûìè è áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 14.5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) 6= 0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â

òî÷êå x0, òî ôóíêöèÿ g(x) = 1
f(x)

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â ýòîé
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òî÷êå. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x0, òî

ôóíêöèÿ g(x) = 1
f(x)

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â ýòîé òî÷êå.

Çàìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå x→ x0 (ïðè x→∞) ôóíê-

öèÿ íåîãðàíè÷åíà. Â òî æå âðåìÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò è íå

áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = x sinx ïðè x→∞
ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, òàê êàê

åå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè, íî â òî æå âðåìÿ îíà

ïðèíèìàåò ðàâíûå íóëþ çíà÷åíèÿ ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà x.

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî áîëüøèõ â òî÷êå x0 ôóíêöèé.

Òåîðåìà 14.6. Ñóììà áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x0 è îãðàíè÷åííîé

ôóíêöèé åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 14.7. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè

íà ôóíêöèþ, èìåþùóþ â ýòîé òî÷êå êîíå÷íûé, îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðå-

äåë, åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 14.8. ×àñòíîå îò äåëåíèÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x0

ôóíêöèè íà ôóíêöèþ, èìåþùóþ â òî÷êå x0 ïðåäåë, îòëè÷íûé îò íóëÿ,

åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.

Ïóñòü f(x) è g(x) äâå áåñêîíå÷íî áîëüøèå â òî÷êå x0 ôóíêöèè.

Åñëè lim
x→x0

f(x)
g(x)

= C (C 6= 0, C 6= ∞), òî f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ

áåñêîíå÷íî áîëüøèìè îäíîãî ïîðÿäêà ðîñòà â òî÷êå x0.

Åñëè lim
x→x0

f(x)
g(x)

= 0, òî f(x) èìååò â òî÷êå x0 ìåíüøèé ïîðÿäîê

ðîñòà, ÷åì g(x).

Åñëè lim
x→x0

f(x)
g(x)

= ∞, òî f(x) èìååò â òî÷êå x0 áîëüøèé ïîðÿäîê

ðîñòà, ÷åì g(x).

Åñëè f(x) è g(x) äâå áåñêîíå÷íî áîëüøèå â òî÷êå x0 ôóíêöèè è

lim
x→x0

f(x)
g(x)

= 1, òî f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè áåñêî-

íå÷íî áîëüøèìè â òî÷êå x0.

Ãîâîðÿò, ÷òî áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïî-

ðÿäîê ðîñòà k îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè g(x), åñëè
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lim
x→x0

f(x)

(g(x))k
= C (C 6= 0, C 6=∞).

Áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ C · (g(x))k íàçûâàþòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ áåñêî-

íå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè f(x).

Íàèáîëåå ÷àñòî áåðóò g(x) = xk.
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Ãëàâà III

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå.

�1. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ èññëåäî-

âàíèå ôóíêöèé. È ìîùíûì èíñòðóìåíòîâ òàêîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ

äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ. Â îñíîâå äèôôåðåíöè-

àëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ëåæàò ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà.

1. Çàäà÷à î ìãíîâåííîé ñêîðîñòè òî÷êè (ðàññìàòðèâàëàñü â øêîëüíîì

êóðñå ìàòåìàòèêè).

2. Çàäà÷à î êàñàòåëüíîé ê êðèâîé.

-
x

6
y

#
#
#
#
#

pppppppppppppp pp
pppppppppppppp ppppppppppM0
K

M

x0 x0 + ∆x

y0

y0 + ∆y

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ y = f(x). Íóæíî íàé-

òè óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â òî÷êåM(x0; y0). Âîçüìåì íà êðèâîé

åùå îäíó òî÷êó M(x; y). Òîãäà x = x0 + ∆x, y = y0 + ∆y. Ïðîâåäåì ñå-

êóùóþ M0M .

Êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå

ñåêóùåéM0M , êîãäà òî÷êàM ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êåM0, òî åñòü ∆x→ 0.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé M0M èìååò âèä y− y0 = k(x− x0), ãäå k � óãëîâîé

êîýôôèöèåíò ïðÿìîé. Èç ∆M0MK ïîëó÷àåì k = tgα = MK
M0K

=
∆y
∆x .

Òîãäà óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé
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k = lim
∆x→0

∆f
∆x = lim

∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x .

3. Çàäà÷à î ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(t) âûðàæà-

åò êîëè÷åñòâî ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè çà âðåìÿ t. Íåîáõîäèìî íàéòè

ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà â ìîìåíò âðåìåíè t0. Çà ïðîìåæóòîê âðåìå-

íè [t0; t] = [t0; t0 + ∆t] êîëè÷åñòâî ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè èçìåíèòñÿ

ñ u(t0) äî u(t0 + ∆t) è ñîñòàâèò ∆u = u(t0 + ∆t) − u(t0). Òîãäà ñðåä-

íÿÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà çà ýòîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè zñð. = ∆u
∆t

è ïðîèçâîäèòåëüíîñòü â ìîìåíò t0 ðàâíà z(t0) = lim
∆t→0

∆u
∆t .

Ïîëó÷èëè, ÷òî âî âñåõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü îäíîòèïíûå ïðå-

äåëû. Ýòîò ïðåäåë èãðàåò â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå âàæíóþ ðîëü.

Ïóñòü f : X ⊂ R→ Y ⊂ R � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåí-

òà è x ∈ X. Äàäèì àðãóìåíòó ïðèðàùåíèå ∆x 6= 0, ïðè÷åì x+ ∆x ∈ X.

Ôóíêöèÿ ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå ∆f = f(x+ ∆x)− f(x).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x íà-

çûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãó-

ìåíòà, êîãäà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

f ′(x) = lim
∆x→0

∆f

∆x
= lim

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
(1.1)

Òåðìèí ïðîèçâîäíàÿ áûë ââåäåí Ëàãðàíæåì â êîíöå XVIII âåêà.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íàçûâàþò äèôôåðåíöè-

ðîâàíèåì ôóíêöèè.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé äëÿ ïðîèçâîäíîé:

y′(x) � îáîçíà÷åíèå Ëàãðàíæà1;
dy
dx

� îáîçíà÷åíèå Ëåéáíèöà2;

1Æîçåô Ëóè Ëàãðàíæ (Joseph Louis Lagrange) (1736-1813) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, àñòðîíîì è ìåõàíèê. Âíåñ

áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå àíàëèçà, òåîðèè ÷èñåë, òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è

÷èñëåííûå ìåòîäû. Äàë ðåøåíèå çàäà÷ íà íàõîæäåíèå ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ ôóíêöèè. Åãî èìåíåì íàçâàíû ôîð-

ìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ìíîãî÷ëåíîì, ôîðìóëà îñòàòî÷íîãî

÷ëåíà ðÿäà Òåéëîðà. Îí ðàçðàáîòàë ìåòîä ìíîæèòåëåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì.
2Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö (Gottfried Wilhelm von Leibniz) (1646-1716) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ôèçèê, ôèëî-

ñîô. Îñíîâíîé çàñëóãîé Ëåéáíèöà â îáëàñòè ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå (âìåñòå ñ È. Íüþòîíîì) äèôôåðåíöè-

àëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ëåéáíèö äàë îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà è èíòåãðàëà, âûâåë ïðàâèëà äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîèñêà ýêñòðåìóìîâ è òî÷åê ïåðåãèáà, ïîêàçàë âçàèìíî-îáðàòíûé õàðàêòåð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

è èíòåãðèðîâàíèÿ, âûâåë ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé, ïîëîæèâøèå íà÷àëî èíòåãðèðî-

âàíèþ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. Ëåéáíèöó ïðèíàäëåæàò òåðìèíû "äèôôåðåíöèàë," "äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå,"

"äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, " "ôóíêöèÿ," "ïåðåìåííàÿ," "ïîñòîÿííàÿ," "êîîðäèíàòû," "àáñöèññà," "àëãîðèòì,"
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ẏ � îáîçíà÷åíèå Íüþòîíà3.

Èç ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ñëåäóåò, ÷òî

ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé � ýòî ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü òî÷êè â çà-

äàííûé ìîìåíò âðåìåíè; ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèè y = f(x) åå ïðîèçâîäíàÿ

f ′(x0) � ýòî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå x0;

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé � ýòî óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñà-

òåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå (òàíãåíñ óãëà ìåæäó êàñà-

òåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå è îñüþ àáñöèññ), óðàâíåíèå

êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå M0(x0, y0) èìååò âèä

y − y0 = y′(x0)(x− x0);

ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé � ýòî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà â çà-

äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, åñëè èçâåñòåí îáúåì ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ

f ′(x0). Òàê êàê f ′(x0) = lim
∆x→0

∆f(x)
∆x , òî äðîáü

∆f(x)
∆x = f ′(x) + α(∆x),

ãäå α(∆x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ∆x→ 0.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ∆x, ïîëó÷èì

∆f(x) = f ′(x0) ·∆x+ α(∆x) ·∆x (1.2)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ∆x → 0 è ∆f(x) → 0. Çíà÷èò,
Ëåéáíèö ñäåëàë íåìàëî îòêðûòèé è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè: â êîìáèíàòîðèêå, â àëãåáðå (íà÷àëà òåîðèè îïðå-

äåëèòåëåé), â ãåîìåòðèè. Â ëîãèêå, ðàçâèâàÿ ó÷åíèå îá àíàëèçå è ñèíòåçå, Ëåéáíèö âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàë çàêîí

äîñòàòî÷íîãî îñíîâàíèÿ, äàë ñîâðåìåííóþ ôîðìóëèðîâêó çàêîíà òîæäåñòâà. Â ðàáîòå "Îá èñêóññòâå êîìáèíàòîðèêè"

Ëåéáíèö ïðåäâîñõèòèë íåêîòîðûå ìîìåíòû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, îí âûäâèíóë èäåþ î ïðèìåíåíèè â

ëîãèêå ìàòåìàòè÷åñêîé ñèìâîëèêè è ïîñòðîåíèè ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé, ïîñòàâèë çàäà÷ó ëîãè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ

ìàòåìàòèêè. Ëåéáíèö ñûãðàë âàæíóþ ðîëü â èñòîðèè ñîçäàíèÿ ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí: îí ïðåäëîæèë

èñïîëüçîâàòü äëÿ öåëåé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè áèíàðíóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ. Â ÿçûêîçíàíèè Ëåéáíèöó ïðèíàä-

ëåæèò èñòîðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ ÿçûêîâ, èõ êëàññèôèêàöèÿ. Èì â îñíîâíîì ñîçäàí íåìåöêèé ôèëîñîôñêèé

è íàó÷íûé ëåêñèêîí. Ïî ïðîñüáå Ïåòðà I ðàçðàáîòàë ïðîåêòû ðàçâèòèÿ îáðàçîâàíèÿ è ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ

â Ðîññèè è ïðîåêò ó÷ðåæäåíèÿ Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê.
3Èñààê Íüþòîí (Isaac Newton) (1642-1727) � àíãëèéñêèé ôèçèê, ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è àñòðîíîì, îäèí èç ñî-

çäàòåëåé êëàññè÷åñêîé ôèçèêè. Àâòîð ôóíäàìåíòàëüíîãî òðóäà "Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè".

Îäíîâðåìåííî ñ Ëåéáíèöåì ðàçðàáîòàë äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ, òåîðèþ öâåòà è ìíîãèå äðóãèå

ìàòåìàòè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå òåîðèè. Â ñâîåé êíèãå Íüþòîí ÿñíî îïðåäåëèë áàçîâûå ïîíÿòèÿ ìåõàíèêè, ñôîðìóëè-

ðîâàë òðè çàêîíà ìåõàíèêè. Ñ ðàáîòàìè Íüþòîíà ñâÿçàíà íîâàÿ ýïîõà â ôèçèêå è ìàòåìàòèêå. Èçëîæåíèå ïðèíöèïîâ

àíàëèçà Íüþòîí îïóáëèêîâàë â ðàáîòå "Î êâàäðàòóðå êðèâûõ"(1704). Íüþòîí ñ÷èòàë îñíîâíûì è îáùèì ìåòîäîì

àíàëèçà ôóíêöèé ðàçëîæåíèå â ðÿä. Îí èñïîëüçîâàë ðÿäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàáëèö, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (â òîì ÷èñëå

äèôôåðåíöèàëüíûõ), èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé. Íüþòîí ñóìåë ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå äëÿ âñåõ ñòàíäàðòíûõ

íà òîò ìîìåíò ôóíêöèé. Áîëüøîå âíèìàíèå Íüþòîí óäåëÿë ïðèáëèæeííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé. Íüþòîí íå òîëüêî

äîñòàòî÷íî ïîëíî ðàçðàáîòàë àíàëèç, íî è ñäåëàë ïîïûòêó ñòðîãî îáîñíîâàòü åãî ïðèíöèïû. Â ïèñüìå ê Ïàðäèçó

Íüþòîí ñôîðìóëèðîâàë "çîëîòîå ïðàâèëî íàóêè:" "Ëó÷øèì è íàèáîëåå áåçîïàñíûì ìåòîäîì äîëæíî áûòü ñíà÷àëà

ïðèëåæíîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ âåùåé è óñòàíîâëåíèå ýòèõ ñâîéñòâ ñ ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòîâ, à çàòåì ïîñòåïåííîå

ïðîäâèæåíèå ê ãèïîòåçàì, îáúÿñíÿþùèì ýòè ñâîéñòâà. Ãèïîòåçû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ëèøü ïðè îáúÿñíåíèè ñâîéñòâ

âåùåé, íî íåò íåîáõîäèìîñòè âçâàëèâàòü íà íèõ îáÿçàííîñòè îïðåäåëÿòü ýòè ñâîéñòâà âíå ïðåäåëîâ, âûÿâëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîì� âåäü ìîæíî èçîáðåñòè ìíîæåñòâî ãèïîòåç, îáúÿñíÿþùèõ ëþáûå íîâûå òðóäíîñòè."
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ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 (îïðåäåëåíèå 10.4).

Ìû äîêàçàëè òåîðåìó

Òåîðåìà 1.1. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íóþ ïðî-

èçâîäíóþ, òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

y = |x| íåïðåðûâíà íà R, íî îíà íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0,

òàê êàê lim
∆x→+0

|∆x|
∆x = 1, lim

∆x→−0

|∆x|
∆x = −1.

�2. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå X. Âûáåðåì

òî÷êó x ∈ X è çàäàäèì ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ∆x òàê, ÷òîáû x+ ∆x ∈
X. Òîãäà ôóíêöèÿ ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå ∆y = f(x + ∆x) − f(x). Ïóñòü

ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïðåäñòàâèìî â âèäå

∆y = A ·∆x+ α(x,∆x) ·∆x, (2.1)

ïðè÷åì, åñëè ∆x � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, òî è α(x,∆x) � áåñêîíå÷íî ìà-

ëàÿ, òî åñòü ñëàãàåìîå α(x,∆x) ·∆x � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ∆x.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x

íàçûâàåòñÿ ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè â ýòîé òî÷-

êå.

dy = A ·∆x. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè � ýòî ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ

ôóíêöèè, ëèíåéíî çàâèñÿùàÿ îò ∆x.

Åñëè ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïðåäñòàâèìî â âèäå (2.1), òî ôóíêöèÿ íà-

çûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ y = f(x) (f : R → R) áû-

ëà äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà

èìåëà â ýòîé òî÷êå êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå x. Òîãäà åå ïðèðàùåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå (2.1). Ðàçäåëèâ ðàâåíñòâî (2.1) íà

∆x, çàïèøåì
∆y
∆x = A + α(x,∆x). Ïåðåéäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ∆x→ 0,

ïîëó÷èì A = y′(x).

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ y′(x) =

lim
∆x→0

∆y(x)
∆x . Òîãäà

∆y(x)
∆x = y′(x)+α(x,∆x), ãäå α(x,∆x) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ.

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà ∆x, ïîëó÷èì ∆y = y′(x) ·∆x+α(x,∆x) ·∆x. Óñëîâèå (2.1)
âûïîëíåíî.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

ïðåäñòàâèì â âèäå dy = f ′(x) · ∆x. Åñëè îáîçíà÷èòü ∆x = dx, òî ïî-

ëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè

dy = f ′(x) · dx (2.3)

Èç ôîðìóëû (2.3) ëåãêî ïîëó÷èòü îáîçíà÷åíèå Ëåéáíèöà äëÿ ïðîèçâîä-

íîé êàê îòíîøåíèå äâóõ äèôôåðåíöèàëîâ.

Ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå

ôóíêöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∆y ≈ dy, ò. å. f(x)−f(x0) ≈ f ′(x0)(x−x0).

Òîãäà èìååì, ÷òî

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0). (2.4)

Ôîðìóëà (2.4) äàåò âîçìîæíîñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 çàìåíÿòü ïðî-

èçâîëüíóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ ïðîèçâîäíóþ, ëèíåéíîé ôóíêöèåé. Ïðè

ýòîì ôîðìóëà òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå ∆x.

�3. Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.

Âñå ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ïàðàãðàôå äèôôåðåíöèðóåìû.

1. Ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ.

c′ = 0. (3.1)

2. Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû (ðàçíîñòè) ôóíêöèé ðàâíà ñóììå (ðàçíîñòè)

ïðîèçâîäíûõ.

(u± v)′ = u′ ± v′. (3.2)

58



3. Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïðî-

èçâîäíîé ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ íà âòîðîé ïëþñ ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîä-

íîé âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ íà ïåðâûé.

(u · v)′ = u′ · v + u · v′. (3.3)

4. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðîèçâîäíîé.

(c · u)′ = c · u′. (3.4)

5. Ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé ðàâíà äðîáè, â ÷èñëèòåëå êî-

òîðîé ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíîé ÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëü ìèíóñ

ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíîé çíàìåíàòåëÿ íà ÷èñëèòåëü, à â çíàìåíàòåëå �

êâàäðàò çíàìåíàòåëÿ (v 6= 0).(u
v

)′
=
u′ · v − u · v′

v2 . (3.5)

6. Ïðîèçâîäíàÿ äðîáè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, íà-

õîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (u
c

)′
=
u′

c
. (3.6)

7. Ïðîèçâîäíàÿ äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, íàõî-

äèòñÿ ïî ôîðìóëå ( c
v

)′
= −c · v

′

v2 . (3.7)

Äîêàæåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Ïóñòü ôóíêöèè u(x) è v(x)

îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X, x ∈ X, çàäàíî ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ∆x è x+∆x ∈ X.

Òîãäà ∆u = u(x+ ∆x)− u(x), ∆v = v(x+ ∆x)− v(x).

2. (u± v)′ = lim
∆x→0

∆(u± v)
∆x = lim

∆x→0

(u(x+ ∆x)± v(x+ ∆x))− (u(x)± v(x))
∆x =

lim
∆x→0

u(x+ ∆x)− u(x)
∆x ± lim

∆x→0

∆(u+ v)
∆x = (u)′ ± (v)′.

3. (u · v)′ = lim
∆x→0

∆(u · v)
∆x = lim

∆x→0

(u(x+ ∆x)v(x+ ∆x)− u(x)v(x)
∆x =

= lim
∆x→0

u(x+ ∆x)v(x+ ∆x)− u(x+ ∆x)v(x) + u(x+ ∆x)v(x)− u(x)v(x)
∆x =

= lim
∆x→0

u(x+ ∆x)v(x+ ∆x)− u(x+ ∆x)v(x)
∆x + lim

∆x→0

u(x+ ∆x)v(x)− u(x)v(x)
∆x =

lim
∆x→0

u(x+ ∆x)− u(x)
∆x · v(x) + lim

∆x→0

v(x+ ∆x)− v(x)
∆x · u(x) = u′ · v + u · v′.

4. (c · u(x))′ = c ′ · u(x) + c · u′ = 0 + c · u′ = c · u′.
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5.
(u
v
)′

= lim
∆x→0

(
u(x+ ∆x)
v(x+ ∆x)

− u(x)
v(x)

)
· 1
∆x = lim

∆x→0

u(x+ ∆x)v(x)− u(x)v(x+ ∆x)
v(x+ ∆x) · v(x) ·∆x =

= lim
∆x→0

u(x+ ∆x)v(x)− u(x)v(x) + u(x)v(x)− u(x)v(x+ ∆x)
v(x+ ∆x) · v(x) ·∆x =

= lim
∆x→0

(
u(x+ ∆x)− u(x)

∆x · v(x)− lim
∆x→0

v(x+ ∆x)− v(x)
∆x · u(x)

)
·

· lim
∆x→0

1
v(x+ ∆x) · v(x)

= u′ · v − u · v′
v2 .

6.

(
u(x)
c

)′
= u′ · c− u · c ′

c2 = c · u′ − 0
c2 = u′

c .

7.

(
c

v(x)

)′
= c ′ · v − c · v′

v2 = 0− c · v′
v2 = −c · v

′

v2 .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ èñïîëüçóþòñÿ òå æå ïðàâèëà, ÷òî

è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.

1. d(u± v) = du± dv; 3. d(c · u) = c · du;
2. d(u · v) = du · v + u · dv; 4. d

(u
v
)

= du · v − u · dv
v2 .

�4. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.

Ïóñòü ϕ : x ∈ X → u ∈ U è f : u ∈ U → y ∈ Y , òî åñòü u = ϕ(x) è

y = f(u). Òîãäà y = f(ϕ(x)) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè ôóíêöèè y = f(u) è u = ϕ(x) 6= C èìåþò êîíå÷-

íûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòÿõ X è ϕ(X) ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðîèçâîä-

íàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè y = f(ϕ(x)) ñóùåñòâóåò è ðàâíà ïðîèçâîäíîé

âíåøíåé ôóíêöèè ïî ïðîìåæóòî÷íîìó àðãóìåíòó, óìíîæåííîìó íà

ïðîèçâîäíóþ ïðîìåæóòî÷íîãî àðãóìåíòà ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

y′(x) = f ′(u) · u′(x). (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàäèì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðèðàùåíèå ∆x 6= 0. Òîãäà ôóíê-

öèÿ u(x) ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå ∆u = u(x + ∆x) − u(x) 6= 0. Ýòîìó ïðèðàùåíèþ

ïðîìåæóòî÷íîãî àðãóìåíòà ∆u áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y.

Ôóíêöèè f(u) è ϕ(x) èìåþò ïðîèçâîäíûå f ′(u) = lim
∆u→0

∆f(u)
∆u è

u′(x) = lim
∆x→0

∆ϕ(x)
∆x .

Ïîêàæåì, ÷òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ.

Â ðàâåíñòâå
∆y
∆x =

∆y
∆u ·

∆u
∆x ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆x → 0. Â ñè-

ëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u(x) èç ∆x → 0 âûòåêàåò, ÷òî ∆u → 0. Òîãäà
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lim
∆x→0

∆y
∆x = lim

∆u→0

∆y
∆u · lim

∆x→0

∆u
∆x = f ′(u) · ϕ′(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ y′(x) ñóùåñòâóåò è åå ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

y′(x) = f ′(u) · u′(x).

Ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ëåã÷å çàïîìíèòü, åñ-

ëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì Ëåéáíèöà y′(x) =
dy
du
· du
dx

.

Ïóñòü y = f(x), x = ϕ(t), òî åñòü y = f(ϕ(t)) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ îò

ïåðåìåííîé t. Äèôôåðåíöèàë ýòîé ôóíêöèè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîð-

ìóëå

dy = y′t · dt. (4.2)

Ïðîèçâîäíàÿ ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå y′t = y′x · x′t,
Ïîäñòàâèâ ïðîèçâîäíóþ â ôîðìóëó (2.5), ïîëó÷èì dy = y′x · x′t · dt. Òàê
êàê x′t · dt = dx, òî

dy = y′x · dx. (4.3)

Èç ôîðìóë (4.2) è (4.3) âûòåêàåò, ÷òî ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöè-

àëà âåðíà è â ñëó÷àå, êîãäà y ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò

èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.

�5. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè.

Ïóñòü íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå X îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ y = f(x). Ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè åå çíà÷åíèÿ çàïîëíÿþò

íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê. Ïîýòîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè

íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà ìîíîòîííîé (∀x ∃ ! y = f(x)). Ïðè

ýòèõ óñëîâèÿõ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = ϕ(y) áóäåò íåïðåðûâíà íà ìíîæå-

ñòâå Y = f(X).

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå X

è èìååò íà ýòîì ïðîìåæóòêå ïðîèçâîäíóþ, îòëè÷íóþ îò íóëÿ. Òîãäà

îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ òàêæå èìååò ïðîèçâîäíóþ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

x′(y) =
1

y′(x)
. (5.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóþò y′ 6= 0 è ôóíêöèÿ x = ϕ(y) �

îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè y = f(x). Ïóñòü ∆y 6= 0 � ïðèðàùåíèå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

y, à ∆x � ïðèðàùåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè. Òîãäà ∆x
∆y = 1

∆y

∆x

. Òàê êàê èç ∆y → 0 ñëå-

äóåò, ÷òî ∆x→ 0 (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé), òî ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

lim
∆y→0

∆x
∆y = 1

lim
∆x→0

∆y

∆x

. Ñëåäîâàòåëüíî, x′(y) = 1
y′(x)

.

�6. Ïðîèçâîäíûå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé âûòåêàåò ñïîñîá åå âû÷èñëåíèÿ. Ïóñòü

çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x). Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ïðîâîäèòñÿ ïî ñëå-

äóþùåé ñõåìå.

1. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå àðãóìåíòà x, çàäàäèì ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà

∆x è âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ x è x+∆x: f(x) è f(x+∆x);

2. Âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y = f(x+ ∆x)− f(x);

3. Íàéäåì îòíîøåíèå ∆y
∆x ;

4. Âû÷èñëèì ïðåäåë lim
∆x→0

∆y
∆x , åñëè îí ñóùåñòâóåò.

Ñîñòàâèì òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

1. y = xα.

Òîãäà y′ = lim
∆x→0

(x+ ∆x)α − xα
∆x = lim

∆x→0

xα
((

1 +
∆x

x

)α
− 1

)
∆x =

= lim
∆x→0

xα
x ·

(
1 +

∆x

x

)α
− 1

∆x

x

= xα−1 · α (âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé (17.8)).

(xα)′ = α · xα−1. (6.1)

2. y = sinx.

Òîãäà y′ = lim
∆x→0

sin(x+ ∆x)− sinx
∆x = lim

∆x→0

2 sin
∆x

2
cos

(
x+

∆x

2

)
∆x =

= lim
∆x→0

sin
∆x

2
∆x

2

· cos
(
x+ ∆x

2

)
= cosx (âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé (17.1)).

(sinx)′ = cosx. (6.2)
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3. y = cosx.

Ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì, ïîëó÷àåì

(cosx)′ = − sinx. (6.3)

4. y = ax.

y′ = lim
∆x→0

a(x+∆x) − ax
∆x = lim

∆x→0

ax(a∆x − 1)
∆x = ax · ln a (ïî ôîðìóëe (17.7)).

(ax)′ = ax · ln a. (6.4)

5. y = ex.

Èç ôîðìóëû (6.4) ïðè a = e ïîëó÷àåì

(ex)′ = ex. (6.5)

6. y = loga x.

Òîãäà y′ = lim
∆x→0

loga(x+ ∆x)− loga x
∆x = lim

∆x→0

loga

(
1 +

∆x

x

)
∆x

x
· x

= 1
x ·

1
ln a

(âîñïîëüçîâà-

ëèñü ôîðìóëîé (17.5) ïðåäûäóùåé ãëàâû).

(loga x)′ =
1

x
· 1

ln a
(6.6)

7. y = lnx.

Èç ôîðìóëû (6.6) ïðè a = e ïîëó÷àåì

(lnx)′ =
1

x
. (6.7)

8. y = tg x.

Ïðèìåíèì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáè. Ïîëó÷èì

y′ =
(

sinx
cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− (cosx)′ sinx
cos2 x

= cos2 x+ sin2 x
cos2 x

= 1
cos2 x

.

(tg x)′ =
1

cos2 x
. (6.8)

9. y = ctg x.

Ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì, ïîëó÷àåì

(ctg x)′ = − 1

sin2 x
. (6.9)

10. y = arcsinx.

Ôóíêöèÿ x = sin y � îáðàòíàÿ ê äàííîé. Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé
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ôóíêöèè èìååì x′ = cos y 6= 0. Òîãäà

y′ = 1
x′

= 1
cos y = 1√

1− sin2 y
= 1√

1− x2
.

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
. (6.10)

11. y = arccosx.

Ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì, ïîëó÷àåì

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

. (6.11)

12. y = arctg x.

Ôóíêöèÿ x = tg x � îáðàòíàÿ ê äàííîé. Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé

ôóíêöèè èìååì y′ = 1
x′

= 1
1

cos2 y

= cos2 y = 1
1 + tg2 y

= 1
1 + x2 .

(arctg x)′ =
1

1 + x2 . (6.12)

13. y = arcctg x.

Ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì, ïîëó÷àåì

(arcctg x)′ = − 1

1 + x2 . (6.13)

Äëÿ âûâîäà ñëåäóþùåé ôîðìóëû ïðèìåíèì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

14. y = ln
(
x+
√
a2 + x2

)
.

y′ = 1
x+
√
a2 + x2

·
(

1 + 2x
2
√
a2 + x2

)
= 1
x+
√
a2 + x2

· x+
√
a2 + x2√

a2 + x2
= 1√

a2 + x2
.(

ln
(
x+

√
a2 + x2

))′
=

1√
a2 + x2

. (6.14)

�7. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïðîèç-

âîäíàÿ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè (ln y)′. Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé

(ln y)′ =
y′

y
. (7.1)
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Åñëè ïðîèçâîäíóþ y′ ðàññìàòðèâàòü êàê ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè,

òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ y
′

y îïðåäåëÿåò îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü

èçìåíåíèÿ ôóíêöèè.

Ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ ïðèìåíÿþò ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè

ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé y = u(x)v(x) è âûðàæåíèé, ñîäåðæà-

ùèõ áîëüøîå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé.

Ïðèìåð 7.1. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = (tg x)sinx.

Ðåøåíèå . Ïðîëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà, çàäàþùåãî ôóíêöèþ

ln y = ln tg xsinx = sinx ln tg x. Íàéäåì ïðîèçâîäíûå îò ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ðà-

âåíñòâà
y′

y = cosx · ln tg x+ sin x · 1
tg x ·

1
cos2 x

. Óìíîæèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà y′

è ïîäñòâèâ y, çàïèøåì ïðîèçâîäíóþ y′ = y
(

cosx · ln tg x+ 1
cosx

)
èëè

y′ = (tg x)sinx
(

cosx · ln tg x+ 1
cosx

)
.

�8. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Ïóñòü f : X ⊂ R → Y ⊂ R, òî åñòü y = f(x) è ýòà ôóíêöèÿ èìå-

åò ïðîèçâîäíóþ f ′(x). Ïðîèçâîäíóþ òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ôóíêöèþ è ýòà ôóíêöèÿ òàêæå ìîæåò èìåòü ïðîèçâîäíóþ. Ïðîèçâîä-

íàÿ îò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Â îáùåì

ñëó÷àå, ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâîäíîé

ïîðÿäêà (n− 1).

f (n) = (f (n−1))′ (8.1)

èëè
d nf(x)

dxn
=

d

dx

(
d(n−1)f(x)

dx(n−1)

)
. (8.2)

Âûÿñíèì ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ðàíåå áûëî óñòà-

íîâëåíî, ÷òî åñëè òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó s = s(t) (ãäå

t � âðåìÿ, à s � ïóòü), òî s′(t) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè (ñêîðîñòü

èçìåíåíèÿ ïóòè). Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïóòè ïî âðåìåíè

s′′(t) = (s′)′(t) = v′(t) � ýòî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè, òî åñòü óñêî-

ðåíèå.
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Äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü îáùóþ ôîðìóëó äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð,

1. y = ex, òîãäà y(n) = ex;

2. y = lnx, òîãäà y(n) = (−1)n−1 (n− 1)!
xn

;

3. y = sinx, òîãäà y(n) = sin(x+ πn/2);

4. y = cosx, òîãäà y(n) = cos(x+ πn/2);

5. y = xα, òîãäà y(n) = α(α− 1) . . . (α− n+ 1)xα−n;

6. y = ax, òîãäà y(n) = ax · lnn a.
Çàïèøåì íåñêîëüêî ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé

1. (u± v)(n) = u(n) ± v(n);

2. (cu)(n) = c · u(n);

3. (u · v)(n) =
n∑
k=0

Ck
nu

(k)v(n−k), ãäå Ck
n = n!

k!(n− k)!
� áèíîìèàëüíûå êîýô-

ôèöèåíòû.

Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé íàçûâà-

åòñÿ ôîðìóëîé Ëåéáíèöà.

Ïðèìåð 8.1. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ òðåòüåãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè

y = sin4 x.

Ðåøåíèå . Ïðîèçâîäíûå áóäåì âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî.

y′ = 4 sin3 x cosx,

y′′ = 12 sin2 x cosx cosx− 4 sin3 x sinx = 12 sin2 x cos2 x− 4 sin4 x,

y′′′ = 24 sin x cosx cos2 x− 24 sin2 x cosx sinx− 16 sin3 x cosx =

= 24 sin x cos3 x− 40 sin3 x cosx.

Ïóñòü y = f(x) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà è

dy = y′(x)dx � åå äèôôåðåíöèàë.

Äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåíöèàëà íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì âòî-

ðîãî ïîðÿäêà è îáîçíà÷àåòñÿ d2y. Â îáùåì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëîì ïî-

ðÿäêà n íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåíöèàëà ïîðÿäêà n− 1.

dny = d(dn−1y). (8.3)

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðíöèàëîâ ðàçëè÷íûõ ïîðÿä-

êîâ.

Ïóñòü x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà
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d 2y = d(dy) = d(y′dx) = (y′dx)′dx = y′′(dx)2,

d 2y = y′′(x)dx2, (8.4)

d 3y = y′′′(x)dx3. (8.5)

Â îáùåì âèäå

dny = y(n)(x)dxn. (8.6)

Ïóñòü òåïåðü y = f(x), à x = x(t), òîãäà y = f(x(t)) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

îò ïåðåìåííîé t. Íàéäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë.

d 2y = d(y′dx) = d(y′)dx+ y′d(dx) = y′′(dx)2 + y′d 2x, òî åñòü

d 2y = y′′(t)dx2 + y′(t)d 2x. (8.7)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (8.4) è (8.7), âèäèì, ÷òî ôîðìà âòîðîãî äèôôåðåí-

öèàëà èçìåíèëàñü. Ïîÿâèëîñü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå.

Â ôîðìóëå (8.4) âòîðîãî ñëàãàåìîãî íåò, òàê êàê dx = ∆x = const è

d(dx) = 0. Åñëè x = x(t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, dx � åå äèôôåðåíöèàë,

òî åñòü dx = x′dt, òî d 2x = x′′dt 2 6= 0,

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé äèôôåðåíöèàë èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû íå îá-

ëàäàåò.

Ïðèìåð 8.2. Âû÷èñëèòå âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

y = ln(x2 − 3x+ 5), åñëè a) x � íàçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, á) x = sin t.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðâûé è âòîðîé äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèè.

a) dy = y′dx = 2x− 3
x2 − 3x+ 5

dx,

d 2y = y′′dx2 =
2(x2 − 3x+ 5)− (2x− 3)(2x− 3)

(x2 − 3x+ 5)2 dx2 = −2x2 + 6x+ 1
(x2 − 3x+ 5)2 dx

2.

á) dy = y′dx = 2x− 3
x2 − 3x+ 5

dx = 2 sin t− 3
sin2 t− 3 sin t+ 5

cos t dt,

d 2y = y′′dx2 + y′d 2x =
2(x2 − 3x+ 5)− (2x− 3)2

(x2 − 3x+ 5)2 dx2 + 2x− 3
x2 − 3x+ 5

d 2x =

= −2 sin2 t+ 6 sin t+ 1
(sin2 t− 3 sin t+ 5)2 cos2 t dt2 − 2 sin t− 3

sin2 t− 3 sin t+ 5
sin t dt2.

Âèä âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà â ñëó÷àÿõ à) è á) ðàçëè÷åí.

�9. Òåîðåìû î ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ.

Ìû óæå íàó÷èëèñü âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé. Òå-

ïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñâÿçè ìåæäó ñâîéñòâàìè ôóíêöèè è ñâîé-
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ñòâàìè åå ïðîèçâîäíûõ.

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ðàññìîòðåíû è äîêàçàíû òåîðåìû, èìåþùèå

áîëüøîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Ïóñòü y = f(x) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ïðîìåæóòêå

X, ïðèíèìàåò â òî÷êå x0 íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå, åñëè äëÿ

âñåõ x ∈ X ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x) 6 f(x0) (f(x) > f(x0)).

Òåîðåìà 9.1. (Ôåðìà) Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåç-

êå [a; b] è âî âíóòðåííåé òî÷êå x0 ýòîãî îòðåçêà ïðèíèìàåò íàèáîëü-

øåå èëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Òîãäà, åñëè â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ èìååò

ïðîèçâîäíóþ f ′(x0), òî ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ (f ′(x0) = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî f(x) 6 f(x0) èëè f(x)− f(x0) 6 0 äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ïóñòü x ñòðåìèòñÿ ê x0 ñïðàâà, òî åñòü x → x0 + 0. Òîãäà x − x0 > 0 è äðîáü
f(x)− f(x0)

x− x0
6 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì, ÷òî f ′(x0 + 0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

6

0.

Ïóñòü x ñòðåìèòñÿ ê x0 ñëåâà, òî åñòü x → x0 − 0. Òîãäà x − x0 < 0 è äðîáü
f(x)− f(x0)

x− x0
> 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì, ÷òî f ′(x0 − 0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

>

0.

Òàê êàê â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíàÿ f
′(x0) ñóùåñòâóåò, òî èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ

ñëåäóåò, ÷òî f ′(x0) = 0.

Ñëó÷àé, êîãäà â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ôåðìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ôóíê-

öèÿ y = f(x) ïðèíèìàåò â òî÷êå x0 íàèáîëüøåå èëè íàèìåíüøåå çíà÷å-

íèå, òî êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé â ýòîé òî÷êå, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, ïàðàë-

ëåëüíà îñè OX.

-
x

6
y

a b

Òåîðåìà 9.2. (Ðîëëÿ) Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðå-

ðûâíà íà îòðåçêå [a; b], íà èíòåðâàëå (a; b) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîä-

íóþ è ïðèíèìàåò íà êîíöàõ èíòåðâàëà ðàâíûå çíà÷åíèÿ (f(a) = f(b)).
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Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a; b), ïðîèçâîäíàÿ â êîòîðîé ðàâíà íóëþ

(f ′(c) = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî ïî òåîðåìå Âåé-

åðøòðàññà (òåîð. 13.4 ãëàâû I) îíà äîñòèãàåò íà [a; b] ñâîåãî íàèáîëüøåãî (M) è

íàèìåíüøåãî (m) çíà÷åíèé. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. M = m. Çíà÷èò, f(x) = M äëÿ âñåõ x ∈ [a; b]. Òîãäà f ′(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a; b).

Â êà÷åñòâå c ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó ïðîìåæóòêà.

2. M > m. Òàê êàê f(a) = f(b), òî õîòÿ îäíî íàèáîëüøåå èëè íàèìåíüøåå çíà-

÷åíèå ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå c. Ïî òåîðåìå Ôåðìà (òåîð. ??)

f ′(c) = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ðîëëÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè íåïðå-

ðûâíàÿ êðèâàÿ � ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè, òî ìåæäó äâóìÿ

òî÷êàìè ãðàôèêà, èìåþùèìè îäèíàêîâûå îðäèíàòû, âñåãäà åñòü òî÷êà,

â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé ïàðàëëåëüíà îñè OX.

Ñëåäñòâèå 9.3. Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êîðíÿìè äèôôåðåíöèðóåìîé

ôóíêöèè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí êîðåíü åå ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà 9.4. (Ëàãðàíæà) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðå-

ðûâíà íà îòðåçêå [a; b], íà èíòåðâàëå (a; b) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîä-

íóþ f ′(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a; b), òàêàÿ, ÷òî

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
(9.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

F (x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ (òåîð. ??). Ôóíêöèÿ F (x)

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], íà èíòåðâàëå (a; b) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèç-

âîäíóþ F ′(x) = f ′(x)−f(b)− f(a)
b− a è ïðèíèìàåò íà êîíöàõ èíòåðâàëà ðàâíûå çíà÷åíèÿ

F (a) = f(a) − f(b)− f(a)
b− a (a − a) = f(a) è F (b) = f(b) − f(b)− f(a)

b− a (b − a) = f(a).

Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a; b), òàêàÿ, ÷òî F ′(c) = 0. Íî F ′(c) =

f ′(c)− f(b)− f(a)
b− a . Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî f ′(c) =

f(b)− f(a)
b− a .

Òåîðåìà Ðîëëÿ � ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ëàãðàíæà, êîãäà

f(a) = f(b).

Ôîðìóëó (9.1) íàçûâàþò ôîðìóëîé Ëàãðàíæà.
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ëàãðàíæà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè

íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ AB � ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [a; b]

ôóíêöèè, òî íà ãðàôèêå ñóùåñòâóåò òî÷êà C, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê

êðèâîé ïàðàëëåëüíà ñåêóùåé AB.

-
x

6
y

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

A

C

B

a bc

f(a)

f(b)

b− a

f(b)− f(a)

Åñëè â ôîðìóëå (9.1) ïîëîæèòü a = x0, b = x0 + ∆x, òî ïîëó÷èì

f ′(c) =
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x èëè ∆f(x0) = f(x0+∆x)−f(x0) = f ′(c)·∆x .
Òàê êàê c ∈ (x0; x0+∆x), òî c = x0+Θ∆x, ãäå 0 < Θ < 1. Òîãäà ïîëó÷èì

∆f(x) = f ′(x+ Θ∆x) ·∆x (9.2)

Ôîðìóëó (9.2) íàçûâàþò ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé.

Òåîðåìà 9.5. (Êîøè) Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû è íåïðå-

ðûâíû íà îòðåçêå [a; b], íà èíòåðâàëå (a; b) èìåþò êîíå÷íûå ïðîèçâîä-

íûå f ′(x) è g′(x), ïðè÷åì g′(x) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a; b),

òàêàÿ, ÷òî
f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(9.3)

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ëàãðàíæà, âñïî-

ìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä Φ(x) = f(x)− f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

·(g(x)−g(a)).

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà Ëàãðàíæà � ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Êîøè,

êîãäà g(x) = x.

�10. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ôóíêöèè â òî÷êå. Îñíîâ-

íàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî íå áûëî îáùåãî ìåòîäà âû÷èñëå-

íèÿ ïðåäåëîâ, è â çàâèñèìîñòè îò âèäà íåîïðåäåëåííîñòè ïðèõîäèëîñü

ðàçûñêèâàòü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû è ïðèåìû èõ ðàñêðûòèÿ. Äèôôåðåíöè-

àëüíîå èñ÷èñëåíèå çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò ýòè âû÷èñëåíèÿ, ïðåäîñòàâëÿÿ
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âåñüìà ìîùíûé, íî â òî æå âðåìÿ ïðîñòîé ìåòîä ðàñêðûòèÿ íåîïðåäå-

ëåííîñòåé. Â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæàò òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè.

Òåîðåìà 10.1. (Ëîïèòàëÿ) Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû íà

èíòåðâàëå (a; b) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1. lim
x→a+0

f(x) = 0, lim
x→a+0

g(x) = 0;

2. íà èíòåðâàëå (a; b) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðîèçâîäíûå f ′(x) è

g′(x), ïðè÷åì g′(x) 6= 0;

3. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x)

= K.

Òîãäà ïðåäåë îòíîøåíèÿ ôóíêöèé òàêæå ñóùåñòâóåò è îí ðàâåí ïðå-

äåëó îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ K, òî åñòü

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= lim

x→a+0

f ′(x)

g′(x)
(10.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîîïðåäåëèì ôóíêöèè f(x) è g(x), ïîëîæèâ f(a) = lim
x→a+0

f(x) = 0,

g(a) = lim
x→a+0

g(x) = 0. Òîãäà ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà [a; b)

(íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé íà (a; b) ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé).

Âîçüìåì òî÷êó x ∈ (a; b). Òîãäà íà îòðåçêå [a; x] ôóíêöèè f(x) è g(x) óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû Êîøè (òåîðåìà ??). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà

c ∈ (a; b) òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
f(x)− f(a)
g(x)− g(a)

=
f ′(c)
g′(c)

.

Òàê êàê f(a) = g(a) = 0, òî
f(x)
g(x)

=
f ′(c)
g′(c)

.

Åñëè x → a, òî è c → a, òàê êàê a < c < x. Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè x → a + 0.

Ïîëó÷èì

lim
x→a+0

f(x)
g(x)

= lim
x→a+0

f ′(c)
g′(c)

= K.

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà Ëîïèòàëÿ äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðå-

äåëåííîñòè ∞∞ .

Íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 0 ·∞,∞−∞ ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó 0
0 èëè ∞∞ ,

à çàòåì ðàñêðûâàþòñÿ ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ.

Ïðèìåð 10.1. Âû÷èñëèòå ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ ïðåäåë

lim
x→−1

x9 − 4x7 + 2x4 + 3
x8 − 5x5 + 3x3 + 3x

.

Ðåøåíèå . Äàííîå â óñëîâèè âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü 0
0 .

Ðàñêðîåì ýòó íåîïðåäåëåííîñòü, ïðèìåíèâ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Èìååì

lim
x→−1

x9 − 4x7 + 2x4 + 3
x8 − 5x5 + 3x3 + 3x

= lim
x→−1

(x9 − 4x7 + 2x4 + 3)′

(x8 − 5x5 + 3x3 + 3x)′
= lim

x→−1

9x8 − 28x6 + 8x3

8x7 − 25x4 + 9x2 + 3
=
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= 9− 28− 8
−8− 25 + 9 + 3 = 9

7 .

Ïðèìåð 10.2. Âû÷èñëèòå ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ ïðåäåë

lim
x→∞

x · ln x+ 1
2x− 3 .

Ðåøåíèå . Äàííîå â óñëîâèè âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü 0·∞.

Ðàñêðîåì ýòó íåîïðåäåëåííîñòü, ïðèìåíèâ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Ïðåäñòàâèì ïðîèçâå-

äåíèå â âèäå äðîáè. Èìååì lim
x→∞

x · ln x+ 1
2x− 3 = lim

x→∞

ln
x+ 1

2x− 3
x−1 = lim

x→∞

(
ln

x+ 1

2x− 3

)′
(x−1)′

=

= lim
x→∞

2x− 3

x+ 1
· (2x− 3)− 2(x+ 1)

(2x− 3)2

−x−2 = lim
x→∞

5x2

(x+ 1)(2x− 3)
= 2, 5.

Ïðèìåð 10.3. Âû÷èñëèòå ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ ïðåäåë

lim
x→∞

(
2x2 + 7x− 1

x− 2 − x2 − x+ 5
x+ 4

)
.

Ðåøåíèå . Äàííîå â óñëîâèè âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü∞−
∞. Ðàñêðîåì ýòó íåîïðåäåëåííîñòü, ïðèìåíèâ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Ïðèâåäåì äðîáè ê

îáùåìó çíàìåíàòåëþ. Èìååì

lim
x→∞

(
2x2 + 7x− 1

x− 2 − 2x2 − x+ 5
x+ 4

)
=

= lim
x→∞

(2x2 + 7x− 1)(x+ 4)− (2x2 − x+ 5)(x− 2)
(x− 2)(x+ 4)

=

= lim
x→∞

20x2 + 20x+ 6
x2 + 2x− 8

= lim
x→∞

(20x2 + 20x+ 6)′

(x2 + 2x− 8)′
= lim

x→∞
40x+ 20
2x+ 2 = 20.

Ïðèìåð 10.4. Âû÷èñëèòå ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ ïðåäåë lim
x→0

(tg x)sinx.

Ðåøåíèå . Äàííîå â óñëîâèè âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü 00.

Ðàñêðîåì ýòó íåîïðåäåëåííîñòü, ïðèìåíèâ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Îáîçíà÷èì âûðàæå-

íèå, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì ïðåäåëà ÷åðåç A = (tg x)sinx è ïðîëîãàðèôìèðóåì åãî

lnA = sinx ln tg x =
ln tg x

(sinx)−1 . Òîãäà lim
x→0

lnA = lim
x→0

ln tg x
(sinx)−1 = lim

x→0

1

tg x
· 1

cos2 x
− sin−2 x · cosx

=

= lim
x→0

(
− sinx

cos2 x

)
= 0. Ïîëó÷èëè, ÷òî lim

x→0
lnA = 0, ñëåäîâàòåëüíî, lim

x→0
A = e

lim
x→0

lnA
=

= e0 = 1.

Çàìå÷àíèå 10.2. Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ lim
x→x0

f(x)
g(x)

ìîæíî âû÷èñëÿòü

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Åñëè

lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

íå ñóùåñòâóåò, ýòî íå çíà÷èò, ÷òî è lim
x→x0

f(x)
g(x)

íå ñóùåñòâóåò.
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�11. Ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå áûëî äàíû îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-

ùåé è ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèé, íåîáõîäèìûå â ýòîì ïàðàãðàôå.

Òåîðåìà 11.1. (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà

ôóíêöèè.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà [a; b] è íà (a; b) èìååò

êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ. Äëÿ òîãî ÷òîáû f(x) áûëà ïîñòîÿííîé íà [a; b]

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f ′(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a; b).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Òàê êàê íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèÿ f(x) = c, òî

ïî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé f ′(x) = (c)′ = 0.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ (a; b) f ′(x) = 0 è ïóñòü x1 è x2 �

ïðîèçâîëüíûå òî÷êè îòðåçêà [a; b], ïðè÷åì x1 < x2. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà(òåîðåìà

??) ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a; b) òàêàÿ, ÷òî
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(c) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x2) − f(x1) = 0 èëè f(x2) = f(x1). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷åê x1 è x2

ïîëó÷àåì, ÷òî f(x) = c.

Òåîðåìà 11.2. (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíîòîííî-

ñòè ôóíêöèè.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà [a; b] è íà (a; b)

èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ. Äëÿ òîãî ÷òîáû f(x) âîçðàñòàëà íà

[a; b] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f ′(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a; b).

Äëÿ òîãî ÷òîáû f(x) óáûâàëà íà [a; b] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû f ′(x) 6 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a; b).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) âîç-

ðàñòàåò íà îòðåçêå [a; b]. Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0, x ∈ [a; b] èç íåðàâåíñòâà x0 < x

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(x0) < f(x). Ïîýòîìó äðîáü
f(x)− f(x0)

x− x0
> 0. Ïåðåéäåì ê ïðå-

äåëó ïðè x→ x0. Ïîëó÷èì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ f
′(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

> 0.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ (a; b) ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) > 0 è ïóñòü

x1 è x2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè îòðåçêà [a; b], ïðè÷åì x1 < x2. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

(òåîð. ??) ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (x1; x2) òàêàÿ, ÷òî
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(c) > 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî, f(x2)− f(x1) > 0 èëè f(x1) 6 f(x2). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷åê

x1 è x2 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [a; b].

Äëÿ óáûâàþùåé ôóíêöèè äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ãðàôèêè âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé.
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Åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [a; b],

òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè îáðàçóåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íà-

ïðàâëåíèåì îñè OX îñòðûé óãîë, à åñëè y = f(x) óáûâàåò íà îòðåçêå

[a; b], òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè îáðàçóåò ñ ïîëîæèòåëüíûì

íàïðàâëåíèåì îñè OX òóïîé óãîë.
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�12. Òî÷êè ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà ïðîìåæóòêå X. Ýòà ôóíêöèÿ èìå-

åò âî âíóòðåííåé òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ëîêàëüíûé ìèíèìóì),

åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü (x0 − δ;x0 + δ) ýòîé òî÷êè, ÷òî äëÿ

âñåõ x ∈ (x0 − δ;x0 + δ) (x 6= x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) 6 f(x0)

(f(x) > f(x0)).

Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ôóíêöèè îáúåäèíÿþò îäíèì ñëîâîì ýêñòðå-

ìóì.

Ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íåëüçÿ ïó-

òàòü ñ íàèáîëüøèì èëè íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè íà ïðîìåæóò-

êå (îòðåçêå). Ëîêàëüíûé ìàêñèìóì � ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíê-

öèè îòíîñèòåëüíî áëèçëåæàùèõ òî÷åê, íî îí ìîæåò íå áûòü íàèáîëüøèì

çíà÷åíèåì ôóíêöèè íà îòðåçêå. ×òîáû íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà îòðåçêå [a; b], íóæíî íàéòè âñå åå ìàêñèìàëüíûå

è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà. Çàòåì

âûáðàòü íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ïðè-

ìåðû ôóíêöèé, èìåþùèõ íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ â òî÷êå b, â òî÷êå a è âî

âíóòðåííåé òî÷êå îòðåçêà [a; b].
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Òåîðåìà 12.1. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà) Â òî÷êå ýêñ-

òðåìóìà ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ðàâíà íóëþ.

Â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
y = f(x), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a; b], èìååò â òî÷êå x0 ∈ (a; b) ýêñ-
òðåìóì, òî f ′(x0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè

y = f(x), òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆x f(x) < f(x0).

1 ñïîñîá.

Ïóñòü x < x0. Òîãäà ∆x = x− x0 < 0 è äðîáü
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x > 0.

Ïóñòü x > x0. Òîãäà ∆x > 0 è äðîáü
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x < 0.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆x→ 0. Ïîëó÷èì

f ′(x0) = lim
x→x0−0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x > 0,

f ′(x0) = lim
x→x0+0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x 6 0.

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò, òî èç äâóõ ïîñëåäíèõ

íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî f ′(x0) = 0.

2 ñïîñîá.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê [x0−∆x;x0 + ∆x]. Íà ýòîì îòðåçêå â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ y = f(x)

ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå. Ïî òåîðåìå Ôåðìà (òåîð. ??) f ′(x0) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè óñëîâèå ðàâåíñòâà íó-

ëþ ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.

Òî÷êè, ïîäîçðèòåëüíûå íà ýêñòðåìóì, áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêè-

ìè. Ê êðèòè÷åñêèì òî÷êàì îòíîñÿò ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, òî åñòü òî÷-

êè, ïðîèçâîäíàÿ â êîòîðûõ ðàâíà íóëþ, è òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ

áåñêîíå÷íà èëè íå ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü x0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñ-

òðåìóìà ôóíêöèè.

Òåîðåìà 12.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîì èí-

òåðâàëå, ñîäåðæàùåì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x0, è äèôôåðåíöèðóåìà âî

âñåõ òî÷êàõ ýòîãî èíòåðâàëà, êðîìå, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x0.
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Åñëè ïðè ïåðåõîäå àðãóìåíòà ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ìåíÿ-

åò çíàê ñ "ïëþñà" íà "ìèíóñ òî ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0

ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

Åñëè ïðè ïåðåõîäå àðãóìåíòà ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ìåíÿ-

åò çíàê ñ "ìèíóñà" íà "ïëþñ òî ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0

ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Åñëè ïðè ïåðåõîäå àðãóìåíòà ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîèçâîäíàÿ f
′(x) çíàê íå

ìåíÿåò, òî ôóíêöèÿ y = f(x) â òî÷êå x0 ýêñòðåìóìà íå èìååò.

Òåîðåìà 12.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ïðè÷åì f ′(x0) = 0,

f ′′(x0) 6= 0.

Åñëè f ′′(x0) < 0, òî ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé

ìàêñèìóì.

Åñëè f ′′(x0) > 0, òî ôóíêöèÿ y = f(x), èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé

ìèíèìóì.

Ïðèìåð 12.1. Èññëåäîâàòü íà ìîíîòîííîñòü è òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíê-

öèþ y = x3 − 9x2 + 24x− 17.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ y′(x) = 3x2−18x+24. Ïðèðàâíÿåì ïðîèçâîäíóþ

íóëþ, íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè x = 2 è x = 4. Âû÷èñëèì çíàêè ïðîèçâîäíîé íà

ïîëó÷èâøèõñÿ ïðîìåæóòêàõ.

-
x2 4

r r+ � +

Ïî òåîðåìå ?? x = 2 � òî÷êà ìàêñèìóìà è ymax = 3, x = 4 � òî÷êà ìèíèìóìà è

ymin = −1.

Èññëåäóåì ýòó ôóíêöèþ íà ýêñòðåìóì ñ ïîìîùüþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Èìååì

y′′(x) = 6x − 18. Òîãäà y′′(2) = −6 < 0 è x = 2 � òî÷êà ìàêñèìóìà, y′′(4) = 6 > 0 è

x = 4 � òî÷êà ìèíèìóìà.

Ïðèìåð 12.2. Èññëåäîâàòü íà ìîíîòîííîñòü è òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíê-

öèþ y = (x− 7)2 · 5
√
x4.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ y′(x) = 2(x − 7) · 5
√
x4 +

4(x− 7)2

5 5
√
x

=

14(x− 7)(x− 2)
5 5
√
x

, íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè x = 7, x = 2 è x = 0. Âû÷èñëèì çíàêè

ïðîèçâîäíîé íà ïîëó÷èâøèõñÿ ïðîìåæóòêàõ.

-
x0 2 7

b r r� + � +
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Èòàê, ôóíêöèÿ y = (x − 7)2 · 5
√
x4 óáûâàåò ïðè x ∈ (−∞; 0) è ïðè x ∈ [2; 7], à

âîçðàñòàåò ïðè x ∈ (0; 2] è ïðè x ∈ [7;∞). Ïî òåîðåìå ?? x = 7 � òî÷êà ìèíèìóìà

è ymin = 0, x = 0 � òî÷êà ìèíèìóìà è ymin = 0, x = 2 � òî÷êà ìàêñèìóìà è

ymax = 25 · 5
√

16.

Ïðèìåð 12.3. Èññëåäîâàòü íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû ôóíêöèþ

y = (x− 13)2 · 5
√
x3.

Ðåøåíèå . Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ y′(x) = 2(x − 13)
5
√
x3 +

3(x− 13)2

5
5
√
x2

=

13(x− 13)(x− 3)

5
5
√
x2

, åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè x = 13, x = 3 è x = 0. Âû÷èñëèì çíàêè

ïðîèçâîäíîé íà ïîëó÷èâøèõñÿ ïðîìåæóòêàõ.

-
x0 3 13

b r r+ + � +

Ôóíêöèÿ y = (x−13)2 · 5
√
x3 óáûâàåò ïðè x ∈ [3; 13] è âîçðàñòàåò ïðè x ∈ (−∞; 3] è

ïðè x ∈ [13; +∞). Ïî òåîðåìå ?? x = 13 � òî÷êà ìèíèìóìà è ymin = 0, x = 3 � òî÷êà

ìàêñèìóìà è ymax = 100 5
√

27, â òî÷êå x = 0 ýêñòðåìóìà íåò.

Ïðèìåð 12.4. (î íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê). Çàâîä A íóæíî ñî-

åäèíèòü ñ ïðÿìîëèíåéíîé æåëåçíîé äîðîãîé, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåí ãî-

ðîä B. Ðàññòîÿíèå OA îò çàâîäà äî æåëåçíîé äîðîãè ðàâíî a, à ðàññòî-

ÿíèå OB ïî æåëåçíîé äîðîãå ðàâíî b. Ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê ïî øîññå â

k (k > 1) ðàç âûøå ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê ïî æåëåçíîé äîðîãå. Êàê ïðî-

âåñòè øîññå AM ê æåëåçíoé äîðîãå, ÷òîáû ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê áûëà

íàèìåíüøåé.

Ðåøåíèå . Ñäåëàåì ÷åðòåæ.

-
x

6
y

J
J
J
J
J
J
JJ
M BO

A

-
x

6
y

S
S
S
S
S
S
S
S
BO

A

x

Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà M íå ìîæåò ëåæàòü ëåâåå òî÷êè O è ïðàâåå òî÷êè B. Îáî-

çíà÷èì ðàññòîÿíèå OM = x, òîãäà MB = b− x è AM =
√
a2 + x2.

Ïóñòü ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ãðóçà íà 1 êì ïî æåëåçíîé äîðîãå ðàâíà z ðóáëåé,

òîãäà ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ãðóçà íà 1 êì ïî øîññå ðàâíà kz ðóáëåé è îáùàÿ ñòîèìîñòü

ïåðåâîçîê èç A â B P = z(b − x) + kz
√
a2 + x2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = b −

x + k
√
a2 + x2 ïðè x ∈ [0; b] è èññëåäóåì åå íà ýêñòðåìóì. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

f ′(x) = −1 + kx√
a2 + x2

è ïðèðàâíÿåì åå íóëþ. Åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé
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ÿâëÿåòñÿ òî÷êà x0 = a√
k2 − 1

(x > 0, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïîëîæèòåëüíûé

êîðåíü).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé � íàéäåííàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò èíòåð-

âàëó (0; b), âòîðîé ñëó÷àé � íàéäåííàÿ òî÷êà ëåæèò âíå èíòåðâàëà (0; b).

1 ñëó÷àé. Ïóñòü x0 ∈ (0; b) (k >
√

2), Òîãäà f ′′(x) = ka2√
(a2 + x2)3

> 0, ñëåäî-

âàòåëüíî x0 � òî÷êà ìèíèìóìà è íàèìåíüøàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ãðóçà ðàâíà

Pmin = z(b+ a
√
k2 − 1).

2 ñëó÷àé. Ïóñòü x0 /∈ (0; b) (1 < k <
√

2). òîãäà íà îòðåçêå [0; b] ïðîèçâîäíàÿ

f ′(x) < 0, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò

â òî÷êå x = b. Òàêèì îáðàçîì, Pmin = zk
√
a2 + b2.

Ïðèìåð 12.5. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

y = (x− 1)2 ·
√
x2 − 2x+ 6 íà îòðåçêå [0; 3].

Ðåøåíèå . Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà R. Âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíóþ

y′(x) = 2(x − 1)
√
x2 − 2x+ 6 +

(x− 1)3

√
x2 − 2x+ 6

=
(x− 1)(3x2 − 6x+ 13)√

x2 − 2x+ 6
è ïðèðàâíÿâ

åå íóëþ, íàéäåì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x = 1. Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â êðèòè-

÷åñêîé òî÷êå è íà êîíöàõ îòðåçêà: y(1) = 0, y(0) =
√

6, y(3) = 12. Òàêèì îáðàçîì

ïîëó÷èëè, ÷òî yíàèì. = y(1) = 0, yíàèá. = y(3) = 12.

�13. Âûïóêëîñòü ãðàôèêîâ ôóíêöèè. Òî÷êè ïåðåãèáà.

Ôóíêöèÿ (ãðàôèê ôóíêöèè) y = f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà

ïðîìåæóòêå X, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x1 + x2)

2
6
f(x1) + f(x2)

2
. (13.1)

Ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ íà ïðîìåæóòêå X, åñëè

äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x1 + x2)

2
>
f(x1) + f(x2)

2
. (13.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âû-

ïóêëûì âíèç íà ïðîìåæóòêå X, òî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå

òî÷êè ãðàôèêà, ëåæèò âûøå ãðàôèêà ôóíêöèè, à êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôè-

êó ôóíêöèè, ïðîâåäåííàÿ â ëþáîé òî÷êå èç ïðîìåæóòêà X, ëåæèò íèæå

ãðàôèêà ôóíêöèè. Åñëè ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëûì ââåðõ íà ïðîìåæóòêå X, òî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå
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òî÷êè ãðàôèêà, ëåæèò íèæå ãðàôèêà ôóíêöèè, à êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôè-

êó ôóíêöèè, ïðîâåäåííàÿ â ëþáîé òî÷êå èç ïðîìåæóòêà X, ëåæèò âûøå

ãðàôèêà ôóíêöèè.

-
x

6

y

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�

ppppp ppp

pppppppppppppppp pppppppppppppp
pppppppppp ppppppppp
pppppppppp

x1 x2x1 + x2
2

f(x1)

f(x2)

f(x1 + x2)
2

f(x1) + f(x2)
2

-
x

6

y

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

pppppp ppp

ppppppppppppppppp pppppppppppppp

pppppppppppp pppppppppppp
pppppppppppp

x1 x2x1 + x2
2

f(x1)

f(x2)

f(x1 + x2)
2

f(x1) + f(x2)
2

Òåîðåìà 13.1. Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) âûïóêëà âíèç íà

ïðîìåæóòêå X, åñëè åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íà ýòîì ïðîìåæóòêå

âîçðàñòàåò. Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) âûïóêëà ââåðõ íà

ïðîìåæóòêå X, åñëè åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íà ýòîì ïðîìåæóòêå

óáûâàåò.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè f ′(x) âîçðàñ-

òàåò íà ïðîìåæóòêå X, òî òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó

ôóíêöèè âîçðàñòàåò, à ýòî îçíà÷àåò âûïóêëîñòü ãðàôèêà ôóíêöèè âíèç.

Åñëè f ′(x) óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå X, òî òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëü-

íîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè óáûâàåò, à ýòî îçíà÷àåò âûïóêëîñòü ãðàôèêà

ôóíêöèè ââåðõ.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, ìîæíî ñôîð-

ìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè.

Òåîðåìà 13.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà

ïðîìåæóòêå X. Ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç, åñëè åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ïîëîæèòåëüíà (f ′′(x) > 0) è âûïóêëà ââåðõ, åñëè åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

îòðèöàòåëüíà (f ′′(x) < 0).

Åñëè f ′′(x) = (f ′(x))′ > 0 íà ïðîìåæóòêå X, òî íà ýòîì ïðîìåæóòêå

ôóíêöèÿ f ′(x) âîçðàñòàåò, è ïî òåîðåìå ?? ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç.

Òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ òî÷êà, â êî-

òîðîé ôóíêöèÿ ìåíÿåò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè.

Òåîðåìà 13.3. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïå-

ðåãèáà) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðî-
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ìåæóòêå X, òî â òî÷êå ïåðåãèáà åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ

(f ′′(x) = 0).

Òåîðåìà 13.4. (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðå-

ãèáà) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóò-

êå X, è ïðè ïåðåõîäå àðãóìåíòà ÷åðåç òî÷êó x0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

f ′′(x) ìåíÿåò çíàê, òî x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x).

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå ïåðåãèáà êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè ïåðå-

õîäèò ñ îäíîé ñòîðîíû ãðàôèêà íà äðóãóþ.

Ïðèìåð 13.1. Íàéäèòå èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà ãðà-

ôèêà ôóíêöèè y = 4− arctg x.

Ðåøåíèå . Íàéäåì ïðîèçâîäíûå: y′ = − 1
x2 + 1

, y′′ = 2x
(x2 + 1)2 .

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ y′′ = 0 ïðè x = 0. Íà èíòåðâàëå (−∞; 0) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

îòðèöàòåëüíà, ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì èíòåðâàëe ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ. Íà èíòåð-

âàëó (0; +∞) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà, ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì èíòåðâàëe

ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç. Òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè.

�14. Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè.

Ïîíÿòèå àñèìïòîòû ââîäèòñÿ îáû÷íî äëÿ êðèâûõ, âåòâè êîòîðûõ óõî-

äÿò â áåñêîíå÷íîñòü. Ýòî âîçìîæíî, åñëè ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà èëè åñ-

ëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå.

Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x), åñëè

ðàññòîÿíèå îò òî÷êè êðèâîé (x; f(x)) äî ïðÿìîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïðè

äâèæåíèè òî÷êè ïî êðèâîé ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ðàçëè÷àþò 3 âèäà àñèìïòîò: âåðòèêàëüíûå, íàêëîííûå è ãîðèçîíòàëü-

íûå.

Òåîðåìà 14.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 (èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ñàìó òî÷êó x0). Åñëè õîòÿ áû îäèí

èç ïðåäåëîâ lim
x→x0−0

f(x) èëè lim
x→x0+0

f(x) ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî â òî÷êå

x0 ôóíêöèè y = f(x) èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó.

Óðàâíåíèå âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû y = x0.
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Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è

f(x0) = lim
x→x0

f(x), òî â ýòîé òî÷êå íå ìîæåò áûòü âåðòèêàëüíîé àñèìïòî-

òû. Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü â òî÷êàõ ðàçðûâà è

íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 14.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà áåñêîíå÷íîì

ïðîìåæóòêå è ïðè x→∞ ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→∞

f(x) = b.

Òîãäà ïðÿìàÿ y = b ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà

ôóíêöèè y = f(x).

Åñëè ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí èç ïðåäåëîâ lim
x→−∞

f(x) = b1 èëè

lim
x→+∞

f(x) = b2, òî ôóíêöèÿ èìååò òîëüêî ëåâîñòîðîííþþ èëè ïðàâî-

ñòîðîíþþ ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = ex ïðè

x→ −∞ èìååò ëåâîñòîðîííþþ ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó y = 0, ôóíê-

öèÿ y = arctg x. ïðè x → −∞ èìååò ëåâîñòîðîííþþ ãîðèçîíòàëüíóþ

àñèìïòîòó y = −π2 , à ïðè x→ +∞ èìååò ïðàâîñòîðîííþþ ãîðèçîíòàëü-

íóþ àñèìïòîòó y = π
2 .

Åñëè lim
x→±∞

f(x) = ∞, òî ôóíêöèÿ y = f(x) íå ìîæåò èìåòü ãîðèçîí-

òàëüíûõ àñèìïòîò, íî ìîæåò èìåòü íàêëîííûå.

Òåîðåìà 14.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà áåñêîíå÷-

íîì ïðîìåæóòêå è ïðè x → ∞ ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû k =

lim
x→∞

f(x)
x è b = lim

x→∞
(f(x) − kx). Òîãäà ïðÿìàÿ y = kx + b ÿâëÿåòñÿ

íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x).

Íàêëîííàÿ àñèìïòîòà, êàê è ãîðèçîíòàëüíàÿ ìîæåò áûòü ëåâîñòîðîí-

íåé, ïðàâîñòîðîíåé èëè äâóõñòîðîííåé.

�15. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå ãðàôèêà.

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè:

1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè;

2. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ÷åòíîñòü è ïåðèîäè÷íîñòü;

3. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà íåïðåðûâíîñòü, åñëè ôóíêöèÿ èìååò òî÷êè

ðàçðûâà, èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè âáëèçè òî÷åê ðàçðûâà;
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4. Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò;

5. Âû÷èñëèòü ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìîâ è èíòåð-

âàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè;

6. Âû÷èñëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, íàéòè òî÷êè ïåðåãèáà è èíòåðâàëû

âûïóêëîñòè ôóíêöèè;

7. Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò è, åñëè

íåîáõîäèìî, äðóãèå òî÷êè;

8. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè.

Ïðèìåð 15.1. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = 3
√
x3 − 6x2 è ïîñòðîèòü åå

ãðàôèê.

Ðåøåíèå . 1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(f) = R.
2. Ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà.

3. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.

4. Âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò íå èìååò.

Íàéäåì íàêëîííûå àñèìïòîòû. Âû÷èñëèì k = lim
x→∞

3
√
x3 − 6x2

x = 1 è b =

lim
x→∞

( 3
√
x3 − 6x2−x) = lim

x→∞
x3 − 6x2 − x3

3
√

(x3 − 6x2)2 + x
3
√
x3 − 6x2 + x2

= −6
3 = −2.

Óðàâíåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû y = x− 2.

5. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ: y′ = x2 − 4x
3
√

(x3 − 6x2)2
= x− 4

3
√
x(x− 6)2

.

Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè, òî÷êè ýêñòðåìóìîâ è èíòåðâàëû

ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè. Èìååì y′ = 0 ïðè x = 4 è y′ íå ñóùåñòâóåò ïðè

x = 0, x = 6.
-
x0 4 6

�� @R �� ��

b r b+ − + +

x = 0 � òî÷êà ìàêñèìóìà, y = 0 � ìàêñèìóì ôóíêöèè, x = 4 � òî÷êà

ìèíèìóìà, y = −2 3
√

4 ≈ −3, 2 � ìèíèìóì ôóíêöèè. ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò

ïðè x ∈ (−∞; 0) è x ∈ (4; +∞), ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè x ∈ (0; 4).

6. Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ y′′ = −8
3
√
x4(x− 6)5

. Èìååì y′′ íå ñóùå-

ñòâóåò ïðè x = 0, x = 6 è íè îáðàùàåòñÿ â íîëü íè â îäíîé òî÷êå.
-
x0 6âûï. âíèç âûï. âíèç âûï. ââåðõ

b b+ + −

x = 6 � òî÷êà ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè, y(6) = 0.
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�16. Ïðîèçâîäíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè.

Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè y îò àðãóìåíòà x íå âñåãäà âûðàæàåòñÿ ôîð-

ìóëîé, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçûâàþùåé x è y. Èíîãäà ýòà ñâÿçü îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íîâîé ïåðåìåííîé, íàçûâàåìîé ïàðàìåòðîì.{
y = y(t)

x = x(t)
(t ∈ [α; β]) (16.1)

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y(x) çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè. Åñëè

x è y ðàññìàòðèâàòü êàê äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñêîñòè, òî

óðàâíåíèÿ (16.1) êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå

òî÷êó íà ïëîñêîñòè. Ìíîæåñòâî ýòèõ òî÷åê îáðàçóåò íà ïëîñêîñòè êðè-

âóþ. Óðàâíåíèÿ (16.1) íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

êðèâîé.

Åñëè â ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè ôóíêöèè èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ìîæ-

íî âûðàçèòü t = ϕ(x) è ïîäñòàâèòü ýòî âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå,

òî ïîëó÷èì ÿâíîå çàäàíèå ôóíêöèè y = y(ϕ(x)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè y(t) è x(t) íåïðåðûâíû, äèôôåðåíöèðó-

åìû, ïðè÷åì x′(t) 6= 0 (òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ t = ϕ(x)).

Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé è îáðàòíîé ôóíêöèé,

ïîëó÷èì y′x = y′t · t′x = y′t · 1
x′t

=
y′t
x′t
.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè íàõî-

äèòñÿ ïî ôîðìóëå  y′x =
y′t
x′t

x = x(t)
(16.2)

Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè: y′′x =

(
y′t
x′t

)′
t

x′t
=

y′′t2x
′
t − y′tx′′t2
(x′t)

3 . Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå y′′x =
y′′t2 · x′t − y′t · x′′t2

(x′t)
3

x = x(t)
(16.3)

Ïðèìåð 16.1.

{
y = 1 + t2 − 2t3

x = 2t+ t2

Ðåøåíèå . Â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y(x) âû÷èñëèì ïåðâóþ ïðî-

èçâîäíóþ. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé y(t) è x(t) ïî ïå-

ðåìåííîé t: y′t = 2t− 6t2 = 2(t− 3t2), x′t = 2 + 2t = 2(1 + t). Ïîëó÷àåì{
y′x = t− 3t2

1 + t
x = 2t+ t2

.

Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

(y′x)
′
t =

(1− 6t)(1 + t)− (t− 3t2)
(1 + t)2 = 1− 6t− 3t2

(1 + t)2 .

Ïîëó÷àåì y′′x = 1− 6t− 3t2

(1 + t)3

x = 2t+ t2
.

�17. Ïîíÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

âåêòîðíîãî àðãóìåíòà.

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ z = f(x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ x è y. Äàäèì

àðãóìåíòó x ïðèðàùåíèå ∆x, à àðãóìåíòó y � ïðèðàùåíèå ∆y. Âåëè÷èíà

∆z = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y)
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íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå (x, y). Åñ-

ëè çàäàòü ïðèðàùåíèå òîëüêî îäíîãî àðãóìåíòà, òî ïîëó÷èì ÷àñòíûå

ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè

∆xz = f(x+ ∆x, y)− f(x, y), ∆yz = f(x, y + ∆y)− f(x, y).

Â îáùåì ñëó÷àå ∆z 6= ∆xz + ∆yz.

Íàïðèìåð, åñëè z = xy, òî ∆z = x∆y + y∆x + ∆x∆y, ∆xz = y∆x,

∆yz = x∆y.

×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåò-

ñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ÷àñòíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ïî îäíîé ïåðå-

ìåííîé ê ïðèðàùåíèþ ýòîé ïåðåìåííîé, êîãäà ïðèðàùåíèå ïåðåìåííîé

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Åñëè z = f(x, y) � ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, òî îíà èìååò äâå ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ

z′x = lim
∆x→0

∆xz

∆x
z′y = lim

∆y→0

∆yz

∆y
(17.1)

Îáîçíà÷àþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: z′x, z
′
y èëè

∂z
∂x

, ∂z
∂y

.

Åñëè y = f(x1, x2, . . . , xn) � ôóíêöèÿ n íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, òî

îíà èìååò n ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂y
∂x1

,
∂y
∂x2

, . . . ,
∂y
∂xn

.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé íóæíî ðàññìàòðèâàòü âñå ïå-

ðåìåííûå, êðîìå îäíîé, êàê ïîñòîÿííûå è âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî

îáû÷íûì ïðàâèëàì è ôîðìóëàì.

Ïðèìåð 17.1. Âû÷èñëèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = x2 · ln y.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëàãàÿ ñíà÷àëà y ïîñòî-

ÿííîé, à çàòåì x.

z′x = (x2 · ln y)′x = (x2)′x · ln y + x2 · (ln y)′x = 2x ln y + x2 · 0 = 2x ln y;

z′y = (x2 · ln y)′y = (x2)′y · ln y + x2 · (ln y)′y = 0 · ln y + x2 · 1
y = x2 · 1

y .

Ïðèìåð 17.2. Âû÷èñëèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè

z = x2y3 − 3xy2 + 4x3 − 10y.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

z′x = (x2y3 − 3xy2 + 4x3 − 10y)′x = 2xy3 − 3y2 + 12x2;

z′y = (x2y3 − 3xy2 + 4x3 − 10y)′y = 3x2y2 − 6xy − 10.
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Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ z = f(x, y), çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ x è y.

Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ýòîé ôóíêöèè ∆z = f(x+∆x, y+∆y)−f(x, y).

Ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèå â âèäå

∆z = A1∆x+ A2∆y + α1∆x+ α2∆y, (17.2)

ãäå α1, α2 � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè ∆x,∆y → 0.

Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ ãëàâíàÿ ëèíåé-

íàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè.

Åñëè ∆z çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (17.2), òî

dz = A1∆x+ A2∆y.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî A1 = ∂z
∂x
, A2 = ∂z

∂y
. Ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèàëà

ïðèìåò âèä

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy, (17.3)

ãäå dx = ∆x, dy = ∆y. Âûðàæåíèå (17.3) çàäàåò ïîëíûé äèôôåðåíöè-

àë ôóíêöèè z = f(x, y). Ñëàãàåìûå â ýòîé ôîðìóëå íàçûâàþòñÿ ÷àñò-

íûìè äèôôåðåíöèàëàìè.

Äëÿ ôóíêöèè, ïðèâåäåííîé â ïðèìåðå 17.1 ïîëíûé äèôôåðåíöèàë

ïðèíèìàåò âèä dz = 2x ln y dx+ x2

y dy, à ÷àñòíûå äèôôåðåíöèàëû ðàâíû

dzx = 2x ln y dx è dzy = x2

y dy.

Åñëè ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè z = f(x, y) ïðåäñòàâèìî â âèäå

(17.2), òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé.

Äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè è óñëî-

âèå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ôóíê-

öèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíà èìååò â ýòîé òî÷êå êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x0). Äëÿ ôóíêöèè ìíî-

ãèõ ïåðåìåííûõ óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè áîëåå ñëîæíîå: Ôóíêöèÿ

z = f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0, åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

Åñëè ôóíêöèÿ z = f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà, òî ôîðìóëó (17.2) ìîæ-
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íî çàïèñàòü â âèäå

∆z =
∂y

∂x
dx+

∂z

∂y
dy + α1 ·∆x+ α2 ·∆y. (17.4)

Äëÿ ôóíêöèè y = f(x1, x2, . . . , xn) îò n ïåðåìåííûõ îïðåäåëåíèÿ

äèôôåðåíöèàëà è óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè äàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà íàõîäèòñÿ ïî

ôîðìóëå

dy =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi . (17.5)

Êàê è ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ èìåþò ãåîìåòðè÷åñêèé è ìåõàíè÷åñêèé

ñìûñë.
Ðàíåå áûëî äàíî îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, êàê ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå

ñåêóùåé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè z = f(x, y)

(F (x, y, z) = 0). Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 ïîâåðõíîñòè, íàçûâàåòñÿ

êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ â äàííîé òî÷êå, åñëè óãîë ìåæäó äàííîé ïëîñêîñòüþ è

ñåêóùåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0 è ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè M , êîãäà

òî÷êà M , äâèãàÿñü ïî ïîâåðõíîñòè, ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå M0, ñòðåìèòñÿ 0.

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì z = f(x, y), òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñ-

êîñòè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M0(x0, y0, z0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

z − z0 = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0), (17.6)

à óðàâíåíèå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M0(x0, y0, z0) èìååò âèä

x− x0

f ′x(x0, y0)
=

y − y0

f ′y(x0, y0)
=
z − z0

−1
. (17.7)

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì F (x, y, z) = 0, òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñ-

êîñòè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M0(x0, y0, z0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

F ′x(x0, y0, z0)(x− x0) + F ′y(x0, y0, z0)(y − y0) + F ′z(x0, y0, z0)(z − z0) = 0, (17.8)

à óðàâíåíèå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M0(x0, y0, z0) èìååò âèä

x− x0

F ′x(x0, y0, z0)
=

y − y0

F ′y(x0, y0, z0)
=

z − z0

F ′z(x0, y0, z0)
. (17.9)
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�18. Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíàÿ ìàò-

ðèöà.

Ïóñòü f : X ⊂ R → Y ⊂ R, òî åñòü y = f(x) � îáû÷íàÿ ñêàëÿðíàÿ

ôóíêöèÿ. Åå ïðîèçâîäíóþ ìû îïðåäåëèëè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y′(x0) = lim
x→x0

∆y

∆x
. (18.1)

Ïóñòü f : X ⊂ R(n) → Y ⊂ R, òî åñòü y = f(x1, . . . , xn) � ñêàëÿð-

íàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà. Åå ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

âåêòîð, êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

dy

dx
=

(
∂y

∂x1
,
∂y

∂x2
, . . . ,

∂y

∂xn

)
. (18.2)

Ïóñòü f : X ⊂ R→ Y ⊂ R(m), òî åñòü y(x) =

 f1(x)

. . .

fm(x)

 � âåêòîðíàÿ

ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà.

Ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà íàçîâåì âåê-

òîð

y′(x) =

 f ′1(x)

. . .

f ′m(x)

 . (18.3)

Ïóñòü f : X ⊂ R(n) → Y ⊂ R(m), òî åñòü y(x) =

 f1(x1, . . . , xn)

. . .

fm(x1, . . . , xn)

 �

âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà.

Ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà íàçîâåì

ìàòðèöó A ðàçìåðà m × n, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)

A(x) = y′(x) =



∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . .
∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . .
∂f2
∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . .
∂fm
∂xn

 . (18.4)

88



Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ∆y(x0) = A(x0)∆x + α(x0,∆x), ãäå α(x0,∆x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ

áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ∆x = (∆x1,∆x2, . . . ,∆xn)
T , òî

ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà è ìàòðèöà A åñòü ïðîèçâîäíàÿ

ìàòðèöà ôóíêöèè y = f(x).

�19. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèè âåêòîðíîãî àð-

ãóìåíòà.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî äëÿ ñêà-

ëÿðíîé ôóíêöèè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà. Âñå ðàcñóæäåíèÿ áóäåì ïðîâî-

äèòü äëÿ ôóíêöèè z = f(x, y).

Òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f(x, y)
∂x

è
∂f(x, y)
∂y

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-

ÿìè, òî äëÿ íèõ òàêæå ìîæíî íàõîäèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ýòî áóäóò

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂2f(x, y)

∂x2 =
∂

∂x

(
∂f(x, y)

∂x

)
,
∂2f(x, y)

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂f(x, y)

∂x

)
,

∂2f(x, y)

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂f(x, y)

∂y

)
,
∂2f(x, y)

∂y2 =
∂

∂y

(
∂f(x, y)

∂y

)
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂2f(x, y)
∂x∂y

è
∂2f(x, y)
∂y∂x

íàçûâàþò ñìåøàííû-

ìè ïðîèçâîäíûìè. Îíè îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 19.1. Âû÷èñëèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà îò

ôóíêöèè z = x2y + 2x ln y.

Ðåøåíèå . ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä:
∂z
∂x

= 2xy + 2 ln y, ∂z
∂y

= x2 + 2x
y . Òîãäà

∂2z
∂x2 = 2y, ∂2z

∂y2 = −2x
y2 ,

∂2z
∂x∂y

= 2x+ 2
y ,

∂2z
∂y∂x

= 2x+ 2
y .

Ïðèìåð 19.2. Âû÷èñëèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè z =

(x2y + xy3)2.

Ðåøåíèå . ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä:
∂z
∂x

= 2(x2y + xy3)(2xy + y3), ∂z
∂y

= 2(x2y + xy3)(x2 + 3xy2). Òîãäà
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∂2z
∂x2 = 2(2xy + y3)(2xy + y3) + 2(x2y + xy3)2y = 2(2xy + y3)2 + 4y(x2y + xy3),

∂2z
∂y2 = 2(x2 + 3xy2)(x2 + 3xy2) + 2(x2y + xy3)6xy = 2(x2 + 3xy2)2 + 12xy(x2y + xy3),

∂2z
∂x∂y

= 2(x2 + 3xy2)(2xy + y3) + 2(x2y + xy3)(2x+ 3y2),

∂2z
∂y∂x

= 2(2xy + y3)(x2y + 3xy3) + 2(x2y + xy3)(2x+ 3y2).

Â ýòèõ ïðèìåðàõ ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Âîçíè-

êàåò âîïðîñ � âñåãäà ëè âûïîëíÿåòñÿ ïîäîáíîå ðàâåíñòâî.

Åñëè ó ôóíêöèè z = f(x, y) â òî÷êåM0(x0, y0) è íåêîòîðîé åå îêðåñò-

íîñòè ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂z
∂x

, ∂z
∂y

, ∂2z
∂x∂y

è ∂2z
∂y∂x

, ïðè-

÷åì ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â òî÷êå M0(x0, y0), òî èõ çíà-

÷åíèÿ â òî÷êå M0(x0, y0) ðàâíû, òî åñòü
∂2z
∂x∂y

= ∂2z
∂y∂x

.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíê-

öèè, çàâèñÿùåé îò ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð,

∂3z
∂x3 = ∂

∂x

(
∂2z
∂x2

)
, ∂3z
∂x2∂y

= ∂
∂y

(
∂2z
∂x2

)
,
∂2f(x, y, z)

∂x2 = ∂
∂x

(
∂f(x, y, z)

∂x

)
,

∂2f(x, y, z)
∂x∂y

= ∂
∂y

(
∂f(x, y, z)

∂x

)
,
∂3f(x, y, z)
∂x∂y∂z

= ∂
∂z

(
∂2f(x, y, z)
∂x∂y

)
è ò.ä.

Óòâåðæåíèå, àíàëîãè÷íîå ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå ìîæíî äîêàçàòü

äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ëþáîãî ïîðÿäêà, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîðÿä-

êîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

�20. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Â §8 áûë îïðåäåëåí äèôôåðåíöèàë ïîðÿäêà n îò ñêàëÿðíîé ôóíê-

öèè ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ äèôôåðåíöèàëû âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ äëÿ ôóíêöèè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà

Ïóñòü z = f(x, y) � ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåíûõ x è y.

Äèôôåðåíöèàëîì âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë îò

ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.

d 2z = d(dz). (20.1)

Äèôôåðåíöèàëîì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåí-

öèàëà ïîðÿäêà n− 1.

dnz = d(dn−1z). (20.2)
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Ïóñòü z = f(x, y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Òîãäà

d 2z =
∂2z

∂x2dx
2 + 2

∂2z

∂x∂y
dxdy +

∂2z

∂2y
dy2 . (20.3)

dnz =
n∑
k=0

Ck
n

∂nz

∂kx∂n−ky
dxkdyn−k . (20.4)

ôîðìóëó (20.4) óäîáíî çàïèñûâàòü â îïåðàòîðíîì âèäå

dnz =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
f(x, y) .

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ y = f(x1, x2, . . . , xn). Òîãäà

âòîðîé äèôôåðåíöèàë ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

d 2y =
n∑

i,j=1

∂2y

∂xi∂xj
dxidxj . (20.5)

Åñëè x1, . . . , xn íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, òî

d 2y =
n∑

i,j=1

∂2y

∂xi∂xj
dxidxj +

n∑
i=1

∂y

∂xi
d 2xi . (20.8)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (20.4) è (20.8), âèäèì, ÷òî ôîðìà âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà èçìå-

íèëàñü. Ïîÿâèëîñü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé äèôôåðåíöèàë

èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû íå îáëàäàåò.

�21. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðîâîäèòü âñå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ôóíêöèè äâóõ

ïåðåìåííûõ.

1. Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà â îáëàñòè D ⊂ R(2), à ôóíêöèè x = x(t),

y = y(t) îïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå (a; b). Òîãäà z(t) = f(x(t), y(t)) � ñëîæíàÿ

ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé t. Åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f
∂x

,

∂f
∂y

è íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå dx
dt
,
dy
dt
, òî ôóíêöèÿ z(t) òàêæå èìååò ïðîèçâîäíóþ,

êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dz

dt
=
∂f

∂x
· dx
dt

+
∂f

∂y
· dy
dt
. (21.1)

2. Ïóñòü z = f(t), ãäå t = t(x, y) ((x, y) ∈ D ⊂ R(2), t(x, y) ∈ (a; b), D(f) =

(a; b) (îáëàñòü D(f) îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé E(t) ôóíêöèè t
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ñîãëàñîâàíû). Òîãäà z = f(t(x, y)) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. È ïóñòü

ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
df
dt
, ∂t
∂x

, ∂t
∂y

. Òîãäà ôóíêöèÿ z = f(t(x, y))

èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

∂z

∂x
=
df

dt
· ∂t
∂x

;
∂z

∂y
=
dz

dt
· ∂t
∂y

. (21.2)

3. Ïóñòü z = f(u, v), ãäå u = u(x, y), v = v(x, y) ((x, y) ∈ D(f) è D(f) ñîãëàñî-

âàíà ñ E(u), E(v). Òîãäà z = f(u(x, y), v(x, y)) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåí-

íûõ. È ïóñòü ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
∂f
∂u

,
∂f
∂v

, ∂u
∂x

, ∂u
∂y

, ∂v
∂x

, ∂v
∂y

. Òîãäà

ôóíêöèÿ z = f(u(x, y), v(x, y)) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ôîðìóëàì
∂z

∂x
=
∂z

∂u
· ∂u
∂x

+
∂z

∂v
· ∂v
∂x

∂z

∂y
=
∂z

∂u
· ∂u
∂y

+
∂z

∂v
· ∂v
∂y

(21.3)

�22. Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè.

Ïóñòü çàäàíî óðàâíåíèå

F (x, y) = 0. (22.1)

Ôóíêöèÿ F (x, y) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå [a; b] × [c; d]. Åñëè äëÿ êàæäîãî

x ∈ [a; b] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ [c; d] òàêîé, ÷òî ïàðà (x; y) óäîâëåòâîðÿ-

åò óðàâíåíèþ F (x, y) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò y êàê íåÿâíóþ

ôóíêöèþ îò x (õîòÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòî áûâàåò äîñòàòî÷íî ñëîæíûì). Åñëè

íàì óäàëîñü êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì íàéòè çàâèñèìîñòü y = f(x), òî ïîäñòàâèâ ôóíê-

öèþ y = f(x) â óðàâíåíèå F (x, y) = 0, ïîëó÷èì òîæäåñòâî F (x, f(x)) ≡ 0.

Ïóñòü ôóíêöèè F (x, y), F ′x(x, y), F ′y(x, y) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â ïðÿìîóãîëü-

íèêå [x0 − α;x0 + α] × [y0 − β; y0 + β]; F (x0, y0) = 0 è F ′y(x0, y0) 6= 0. Òîãäà â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) óðàâíåíèå F (x, y) = 0 îïðåäåëÿåò íåÿâíóþ

ôóíêöèþ y = y(x), íåïðåðûâíóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è èìåþùóþ íåïðåðûâíóþ

ïðîèçâîäíóþ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

y′(x) = −F
′
x(x, y)

F ′y(x, y)
. (22.2)

Ôîðìóëó (22.2) ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî x óðàâíåíèå (22.1)

F ′x + F ′y · y′ = 0.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî x ýòî óðàâíåíèå, íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

F ′′x2 + F ′′xy · y′ + F ′′y2 · (y′)2 + F ′y · y′′ = 0. (22.3)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåì y′′:

y′′ = −
F ′′x2 + F ′′xy · y′ + F ′′y2 · (y′)2

F ′y
. (22.4)
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Ïðèìåð 22.1. Âû÷èñëèòå ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè

xy − ln y = 0.

Ðåøåíèå . Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî ïî x, ñ÷èòàÿ, ÷òî y = y(x):

y+x ·y′− y
′

y = 0. Ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå y′ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ:

y′ · 1− xy
y = y. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì ïðîèçâîäíóþ. Èòàê, y′ =

y2

1− xy .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî åùå ðàç: y′ + y′ + xy′′ − y′′y − y′y′
y2 = 0. Ïðèâåäåì

ïîäîáíûå 2y′+xy′′− y
′′

y +
(y′)2

y2 = 0 è âûðàçèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ: y′′ =
2y2y′ + (y′)2

y(1− xy)
.

�23. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ

òàê æå êàê äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïóñòü f : X ⊂ R(n) → Y ⊂ R, òî åñòü y = f(x1, x2, . . . , xn). Òî÷êà

x0 = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìó-

ìà (ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà) ôóíêöèè y = f(x1, x2, . . . , xn), åñëè ñó-

ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uδ(x0) òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U̇δ(x0)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) 6 f(x0) (f(x) > f(x0)).

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ: Åñëè äèô-

ôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y = f(x1, x2, . . . , xn) èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå

x0 = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-

öèè â ýòîé òî÷êå ðàâíû 0, òî åñòü

∂f(x0)

∂x1
=
∂f(x0)

∂x2
= . . . =

∂f(x0)

∂xn
= 0 . (23.1)

Óñëîâèå (23.1) ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å.

d f(x0) =
∂f(x0)

∂x1
dx1 +

∂f(x0)

∂x2
dx2 + . . .+

∂f(x0)

∂xn
dxn = 0 . (23.2)

Òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (23.1) íàçûâàþòñÿ ñòàöèî-

íàðíûìè.

Ðàâåíñòâî df(x0) = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà.
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Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ: Ïóñòü

ôóíêöèÿ y = f(x1, x2, . . . , xn) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ïóñòü df(x0) = 0 (x0

� ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà). Åñëè d 2f(x0) > 0, òî x0 � òî÷êà ìèíèìóìà.

Åñëè d 2f(x0) < 0, òî x0 � òî÷êà ìàêñèìóìà.

Äëÿ àíàëèçà âåëè÷èíû âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà d 2f ìîæíî ïðèìåíèòü

êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë

d 2f =
∂2f
∂x2

1

dx2
1 + . . .+

∂2f
∂x2

n

dx2
n+2

∂2f
∂x1∂x2

dx1dx2 + . . .+2
∂2f

∂xn−1∂xn
dxn−1dxn

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ

dx1, dx2, . . . , dxn � ïðèðàùåíèé íåçàâèñèìûõ àðãóìåíòîâ. Ìàòðèöà ýòîé

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò âèä

Q =



∂2f(x0)
∂x2

1

∂2f(x0)
∂x1∂x2

. . .
∂2f(x0)
∂x1∂xn

∂2f(x0)
∂x1∂x2

∂2f(x0)
∂x2

2

. . .
∂2f(x0)
∂x2∂xn

. . . . . . . . . . . .

∂2f(x0)
∂x1∂xn

∂2f(x0)
∂x2∂xn

. . .
∂2f(x0)
∂x2

n


.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà d 2f(x0) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, åñëè

âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû Q ïîëîæèòåëüíû, è îòðèöàòåëüíî îïðåäå-

ëåí, åñëè ∆1 < 0 è çíàêè ãëàâíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû ÷åðåäóþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y), ãäå f(x, y) � äâà-

æäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè â òî÷êåM0(x0, y0) ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå ðàâíû íóëþ
∂z(M0)
∂x

= 0 è
∂z(M0)
∂y

= 0 èëè, ÷òî òîæå, îá-

ðàùàåòñÿ â íîëü äèôôåðåíöèàë dz = ∂z
∂x
dx + ∂z

∂y
dy = 0, òî â òî÷êå

M0 ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ýêñòðåìóì. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë íåîáõîäè-

ìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè z = f(x, y)

ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè XOY .

Çàìåòèì, ÷òî ýêñòðåìóì ìîæåò áûòü íå òîëüêî â òåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ, íî è â òåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ õîòÿ áû
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îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ ïðîâåðêè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà âûïè-

øåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë

d 2f(M0) =
∂2z(M0)

∂x2 dx2 + 2
∂2z(M0)

∂x∂y
dxdy +

∂2z(M0)

∂y2 dy2.

Èíîãäà òî, ÷òî âòîðîé äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííûì,

ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî. Òîãäà ìîæíî ñðàçó ñêàçàòü, èìååò

ëè ôóíêöèÿ z = f(x, y) â òî÷êå M0 ýêñòðåìóì è êàêîé ýòî ýêñòðåìóì.

Ðàññìîòðèì, êàê èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåí-

íûõ ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà. Ïóñòü M0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà,

òî åñòü dz(M0) = 0 è d 2z(M0) � âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè, ïîä-

ñ÷èòàííûé â òî÷êå M0. Ñîñòàâèì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Q =

 ∂2z(M0)
∂x2

∂2z(M0)
∂x∂y

∂2z(M0)
∂x∂y

∂2z(M0)
∂y2

 .

à) Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî

∆1 =
∂2z(M0)
∂x2 > 0, ∆2 =

∂2z(M0)
∂x2 · ∂

2z(M0)
∂y2 −

(
∂2z(M0)
∂x∂y

)2

> 0 è

M0 � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè z = f(x, y).

á) Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî

∆1 =
∂2z(M0)
∂x2 < 0, ∆2 =

∂2z(M0)
∂x2 · ∂

2z(M0)
∂y2 −

(
∂2z(M0)
∂x∂y

)2

> 0 è

M0 � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè z = f(x, y).

â) Åñëè ∆2 =
∂2z(M0)
∂x2 · ∂

2z(M0)
∂y2 −

(
∂2z(M0)
∂x∂y

)2

< 0, òî êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé, è ôóíêöèÿ z = f(x, y) â ýòîé

òî÷êå ýêñòðåìóìà íå èìååò.

Ïðèìåð 23.1. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = x3 + y3 − 3xy.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ:
∂z
∂x

= 3x2 − 3y, ∂z
∂y

= 3y2 − 3x.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé{
3x2 − 3y = 0

3y2 − 3x = 0
⇒

{
y = x2

x4 − x = 0
.
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Çàäàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò äâå ñòàöèîíàðíûõ òî÷êè M1(0; 0) è M2(1; 1).

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ∂2z
∂x2 = 6x, ∂2z

∂x∂y
= −3, ∂

2z
∂y2 = 6y.

Ðàññìîòðèì òî÷êó M1(0; 0).

Ñîñòàâèì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è èññëåäóåì åå: Q =

(
0 −3

−3 0

)
.

Òàê êàê ∆2 = −9 < 0, òî ýêñòðåìóìà â òî÷êå M1 íåò.

Ðàññìîòðèì òî÷êó M2(1; 1).

Ñîñòàâèì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è èññëåäóåì åå: Q =

(
6 −3

−3 6

)
.

Òàê êàê ∆1 = 6 > 0, ∆2 = 36− 9 = 27 > 0, òî â òî÷êå M2 ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì è

zmin = 1 + 1− 3 = −1.

Èññëåäóåì çíàê âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà â òî÷êåM2(1; 1) íåïîñðåäñòâåííî. Èìååì

d 2z = 6dx2 − 6dxdy + 6dy2 = 3(dx− dy)2 + 3dx2 + 3dy2 > 0.

Âòîðîé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå M2 ïîëîæèòåëåí, ñëåäîâàòåëüíî, M2 � òî÷êà ìèíè-

ìóìà ôóíêöèè.

Ïðèìåð 23.2. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = 1
x + 1

y + xy.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ. ∂z
∂x

=

− 1
x2 + y, ∂z

∂y
= − 1

y2 + x.

Äëÿ íàõîæäåèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé −
1
x2 + y = 0

− 1
y2 + x = 0

⇒

{
y = 1

x2

−x4 + x = 0
.

Çàäàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò îäíó ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó M(1; 1), òàê êàê x 6= 0.

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ∂2z
∂x2 = 2

x3 ,
∂2z
∂x∂y

= 1, ∂
2z
∂y2 = 2

y3 è

ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â ýòîé òî÷êå: ∂
2z
∂x2 = 2, ∂2z

∂x∂y
= 1, ∂

2z
∂y2 = 2.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è èññëåäóåì åå: Q =

(
2 1

1 2

)
.

Òàê êàê ∆1 = 2 > 0, ∆2 = 4 − 1 = 3 > 0, òî â òî÷êå M ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì è

zmin = 1 + 1 + 1 = 3.

Èññëåäóåì çíàê âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà â òî÷êåM(−1;−1) íåïîñðåäñòâåííî. Èìå-

åì d 2z = 2dx2 + 2dxdy + 2dy2 = 2(dx2 + dxdy + dy2) > 0.

Âòîðîé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå M ïîëîæèòåëåí, ñëåäîâàòåëüíî, M � òî÷êà ìèíèìó-

ìà ôóíêöèè.

Ïðèìåð 23.3. Èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

f(x, y, z) = −x2 − 5y2 − 3z2 + xy − 2xz + 2yz + 11x+ 2y + 18z − 4.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ:

∂f

∂x
= −2x+ y − 2z + 11,

∂f

∂y
= −10y + x+ 2z + 2,

∂f

∂z
= −6z − 2x+ 2y + 18.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
−2x+ y − 2z + 11 = 0,

x− 10y + 2z + 2 = 0,

−2x+ 2y + 6z + 18 = 0,
Ðåøèì ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà: −2 1 −2 | −11

1 −10 2 | −2

−2 2 −6 | −18

 ∼
 −1 1 −3 | −9

−2 1 −2 | −11

1 −10 2 | −2

 ∼
∼

 −1 1 −3 | −9

0 −1 4 | 7

0 −9 −1 | −11

 ∼
 1 0 −1 | 2

0 1 −4 | −7

0 0 −37 | −74

 ∼


x = 4,

y = 1,

z = 2.

Çàäàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó M(4; 1; 2).

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà
∂2f
∂x2 = −2;

∂2f
∂y2 = −10;

∂2f
∂z2 = −6;

∂2f
∂x∂y

= 1;
∂2f
∂x∂z

= −2;
∂2f
∂y∂z

= 2.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è èññëåäóåì åå:

Q =

 −2 1 −2

1 −10 2

−2 2 −6

 .

Òàê êàê ∆1 = −2 < 0, ∆2 =

∣∣∣∣∣ −2 1

1 −10

∣∣∣∣∣ = 20− 1 = 19 > 0,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 −2

1 −10 2

−2 2 −6

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 −2

0 −9, 5 3

0 1 −4

∣∣∣∣∣∣∣ = −2 ·

∣∣∣∣∣ −9, 5 3

1 −4

∣∣∣∣∣ = −2 · (38− 3) =

= −70 < 0, òî â òî÷êå M(4; 1; 2) ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì è fmax = 1 + 1 + 1 = 39.

Ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýêñòðå-

ìóìîâ ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ çàäàåòñÿ ýòîò êëàññ ôóíê-

öèé.

Ïîäìíîæåñòâî X ∈ R(n) íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ

òî÷åê A,B ∈ X îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, öåëèêîì ëåæèò â X.

Ïðèìåðû âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â R(2) � êðóã, ïàðàëëåëîãðàìì, âíóòðåí-

íÿÿ ÷àñòü óãëà; â R(3) � øàð, òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà, ïàðàëëåëëåïèïåä, òåò-

ðàýäð, êðóãîâîé êîíóñ.

Ïóñòü f : X ⊂ R(2) → Y ⊂ R, òî åñòü z = f(x, y).

Ôóíêöèÿ z = f(x, y), çàäàííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ

âûïóêëîé âíèç, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê (x1, y1) è (x2, y2) âûïîëíÿåòñÿ
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íåðàâåíñòâî

f

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
6
f(x1, y1) + f(x2, y2)

2
.

Ôóíêöèÿ z = f(x, y), çàäàííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ

âûïóêëîé ââåðõ, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê (x1, y1) è (x2, y2) âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî

f

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
>
f(x1, y1) + f(x2, y2)

2
.

Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü "ñåäëîâûõ" òî÷åê ("ñåäëîâûìè" íà-

çîâåì òî÷êè, â êîòîðûõ ïî îäíîé ïåðåìåííîé ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì,

à ïî äðóãîé � ìèíèìóì). Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè ðàâåí-

ñòâî íóëþ åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî

è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà. Áîëåå òîãî, ýêñòðåìóì âûïóêëîé

ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì, òî åñòü íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè,

âûïóêëîé âíèç, è íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè, âûïóêëîé ââåðõ.

�24. Îòûñêàíèå íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé ôóíê-

öèè äâóõ ïåðåìåííûõ â çàäàííîé çàìêíóòîé îáëàñòè.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

z = f(x, y) â íåêîòîðîé îáëàñòè D. Ýòèõ çíà÷åíèé ôóíêöèÿ äîñòèãàåò

ëèáî âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ â ñòàöèîíàðíû-

ìè, ëèáî íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàéòè íàèìåíüøåå

è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â çàäàííîé îáëàñòè, íåîáõîäèìî:

1. íàéòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, ëåæàùèå âíóòðè îáëàñòè, è âû÷èñëèòü

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ;

2. íàéòè íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ

îáëàñòè; åñëè ãðàíèöà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ëèíèé, òî èññëåäîâàíèå

ïðîâîäèòñÿ äëÿ êàæäîé ëèíèè â îòäåëüíîñòè;

3. ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è âûáðàòü èç íèõ íàèìåíü-

øåå è íàèáîëüøåå.

Ïðèìåð 24.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè z = x2 + 2y2−
2x− 8y + 5 â òðåóãîëüíèêå, îãðàíè÷åííîì îñÿìè êîîðäèíàò è ïðÿìîé x+ y = 4.

98



Ðåøåíèå . Íàðèñóåì îáëàñòü D, â êîòîðîé áóäåì èñêàòü íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê.

-
x

6y

@
@
@
@
@

Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ
∂z
∂x

= 2x − 2, ∂z
∂y

= 4y − 8. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñîñòàâèì è

ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé{
2x− 2 = 0

4y − 4 = 0
⇒

{
x = 1

y = 2
.

Òî÷êà (1; 2) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D. Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå

z(1, 2) = 1 + 8− 2− 16 + 5 = −14.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè.

1. Ïóñòü x = 0. Òîãäà z = 2y2 − 8y + 5 = 2(y − 2)2 − 3. Â òî÷êå y = −2 ∈ D

êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå è z(2) = −3.

2. Ïóñòü y = 0. Òîãäà z = x2−2x+5 = (x−1)2+4. Â òî÷êå x = 1 ∈ D êâàäðàòè÷íàÿ

ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå è z(1) = 4.

3. Ïóñòü y = 4− x. Òîãäà z = x2 + 2(4− x)2 − 2x− 8(4− x) + 5 = 3x2 − 10x+ 5 =

3(x−5/3)2−10/3. Â òî÷êå x = 5/3 ∈ D êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå è z(5/3) = −10/3.

4. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà. z(0, 0) = 5, z(4, 0) = 13,

z(0, 4) = 5.

Èç âñåõ íàéäåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè âûáåðåì íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå:

zíàèì. = −14, zíàèá. = 13.

Ïðèìåð 24.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè z = x2 + y2 −
xy + 4x+ y â òðåóãîëüíèêå, îãðàíè÷åííîì ïðÿìûìè y = 2x, y = x+ 2, y = −x− 6.

Ðåøåíèå . Íàðèñóåì îáëàñòü D, â êîòîðîé áóäåì èñêàòü íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê.
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6
y
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@
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��
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��

Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ
∂z
∂x

= 2x − y + 4, ∂z
∂y

= 2y − x + 1. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñî-

ñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
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{
2x− y + 4 = 0

2y − x+ 1 = 0
⇒

{
x = −3

y = −2
.

Òî÷êà (−3;−2) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D. Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé

òî÷êå z(1, 2) = 9 + 4− 6− 12− 2 = −7.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè.

1. Ïóñòü y = 2x. Òîãäà z = x2 + 4x2− 2x2 + 4x+ 2x = 3x2 + 6x. Â òî÷êå x = −1 ∈ D
êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå è z(−1) = −3.

2. Ïóñòü y = −x− 6. Òîãäà z = x2 + (x+ 6)2 +x(x+ 6) + 4x−x− 6 = 3x2 + 21x+ 30.

Â òî÷êå x = −3, 5 ∈ D êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå è

z(−3, 5) = 36, 75− 73, 5 + 30 = −6, 75.

3. Ïóñòü y = x + 2. Òîãäà z = x2 + (x + 2)2 − x(x + 2) + 4x + x + 2 = x2 + 7x + 6.

Â òî÷êå x = −3, 5 ∈ D êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå è

z(−3, 5) = 12, 25− 24, 5 + 6 = −6, 25.

4. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà. z(2, 4) = 24, z(−2,−4) = 0,

z(−4,−2) = −6.

Èç âñåõ íàéäåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè âûáåðåì íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå:

zíàèì. = −7, zíàèá. = 24.

Ïðèìåð 24.3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

z = xy â îáëàñòè x2 + y2 6 16.

Ðåøåíèå . Oáëàñòü D, â êîòîðîé áóäåì èñêàòü íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè � êðóã.

Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ
∂z
∂x

= y, ∂z
∂y

= x è x ∈ [−4, 4].

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (0; 0) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D è çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé

òî÷êå z(0, 0) = 0.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ðàçîáüåì ãðàíèöó íà äâå ïî-

ëóîêðóæíîñòè: âåðõíþþ è íèæíþþ, èõ óðàâíåíèÿ y = ±
√

16− x2.

Ïóñòü y =
√

16− x2 Òîãäà z′ =
√

16− x2 + −x2
√

16− x2
= 16− 2x2
√

16− x2
. Ïðîèçâîäíàÿ

îáðàùàåòñÿ â òî÷êàõ x = ±2
√

2 ∈ D è íàøà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò â ýòèõ òî÷êàõ

çíà÷åíèÿ z(2
√

2) = 8 z(−2
√

2) = −8. Àíàëîãè÷íî äëÿ íèæíåé ïîëóîêðóæíîñòè ïî-

ëó÷èì z(2
√

2) = −8 z(−2
√

2) = 8. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà

z(4) = z(−4) = 0.

Èç âñåõ íàéäåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè âûáåðåì íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå:

zíàèì. = −8, zíàèá. = 8.

Çàäàíèå 24.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

z = x2y + xy2 + xy â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè y = 1
x, x = 1, x = 2, y = −2.
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Ðåøåíèå .

-
x

6y

Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ
∂z
∂x

= 2xy + y2 + y, ∂z
∂y

= x2 + 2xy + x. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê

ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé{
2xy + y2 + y = 0,

x2 + 2xy + x = 0.

Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå{
y2 − x2 + y − x = 0,

x2 + 2xy + x = 0,
⇒

{
(y − x)(y + x+ 1) = 0,

x2 + 2xy + x = 0.

a)

{
y = x,

3x2 + x = 0,
⇒

{
x = 0,

y = 0,

{
x = −1/3

y = −1/3
.

á)

{
y = −x− 1

−x2 − x = 0
. ⇒

{
x = 0,

y = 1,

{
x = −1,

y = 0.

Âñå ÷åòûðå ñòàöèîíàðíûõ òî÷êè (0; 0), (−1, 0), (0,−1), (−1/3,−1/3) íå ïðèíàäëåæàò

îáëàñòè D.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè. Îíà ñîñòîèò èç êóñêà ãèïåð-

áîëû è òðåõ îòðåçêîâ.

1. Ïóñòü y = 1
x . Òîãäà z = x + 1

x + 1. Ïðîèçâîäíàÿ z′ = 1 − 1
x2 îáðàùàåòñÿ â 0 â

òî÷êàõ x = 1 ∈ D, x = −1 /∈ D. Çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå z(1) = 3.

2. Ïóñòü x = 1. Òîãäà z = y2 + 2y. Ïðîèçâîäíàÿ z′ = 2y+ 2 îáðàùàåòñÿ â 0 â òî÷êå

y = −1 ∈ D. Çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå z(−1) = −1.

3. Ïóñòü x = 2. Òîãäà z = 2y2 +4y. Ïðîèçâîäíàÿ z′ = 4y+4 îáðàùàåòñÿ â 0 â òî÷êå

y = −1 ∈ D. Çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå z(−1) = −2.

4. Ïóñòü y = −2. Òîãäà z = −2x2 + 2x. Ïðîèçâîäíàÿ z′ = −4x + 2 îáðàùàåòñÿ â 0

â òî÷êå x = 0, 5 /∈ D.
5. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â âåðøèíàõ íàøåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

z(1, 1) = 3, z(2, 0, 5) = 3, 5, z(1,−2) = 0, z(2,−2) = −4.

Èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé âûáåðåì íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå. Èòàê,

zíàèìåíüøåå = −4, zíàèáîëüøåå = 3, 5.
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�25. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ñïåöèôè÷åñêóþ äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðå-

ìåííûõ, êîãäà åå ýêñòðåìóì èùåòñÿ íå íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, à

íà ìíîæåñòâå òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùåì íåêîòîðîìó óñëîâèþ.

Ïóñòü u = f(x, y, z) � ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äàíî íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå ϕ(x, y, z) = 0, ñâÿçûâàþùåå ïåðåìåííûå.

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì ñâÿçè.

Îïðåäåëåíèå 25.1. Òî÷êà M0(x0, y0, z0), êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëå-

òâîðÿþò óðàâíåíèþ ñâÿçè, íàçûâàåòñÿòî÷êîé óñëîâíîãî ìàêñèìóìà (óñ-

ëîâíîãî ìèíèìóìà) ôóíêöèè f(x, y, z), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñò-

íîñòü Uδ(M0) ýòîé òî÷êè, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê M(x, y, z), ïðèíàäëåæà-

ùèõ ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U̇δ(M0) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

ñâÿçè, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x, y, z) 6 f(x0, y0, z0) (f(x, y, z) >

f(x0, y0, z0)).

Òî åñòü ýêñòðåìóì ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî äëÿ òî÷åê, ëåæà-

ùèõ íà ïîâåðõíîñòè ϕ(x, y, z) = 0. Áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà â ýòîé òî÷êå

ìîæåò è íå áûòü.

Åñëè èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè ϕ(x, y, z) = 0 ìîæíî âûðàçèòü z = z(x, y), òî

ïîäñòàâèâ z â ôóíêöèþ u = f(x, y, z), ïîëó÷èì, ÷òî u = f(x, y, z(x, y))

� ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ýêñòðåìóìû èùóòñÿ îáû÷-

íûì ñïîñîáîì, òî åñòü íàõîäèì ïåðâûé äèôôåðåíöèàë, ïðèðàâíèâàåì

åãî íóëþ du = 0 è èùåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè.

Îäíàêî, ÷àñòî ÿâíî âûðàçèòü z ÷åðåç x è y èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè äî-

ñòàòî÷íî ñëîæíî. Òîãäà äëÿ îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ïðèìå-

íÿþò ìåòîä, íàçûâàåìûé ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé

Ëàãðàíæà.

Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ

u = f(x, y, z) (25.1)

è óðàâíåíèå ñâÿçè

ϕ(x, y, z) = 0. (25.2)
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Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå M0(x0, y0, z0) ôóíêöèÿ (25.1)

èìååò óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ôóíêöèè f(x, y, z) è ϕ(x, y, z) äèôôåðåíöè-

ðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è óðàâíåíèå ñâÿçè îïðåäåëÿåò

z = z(x, y) êàê íåÿâíóþ ôóíêöèþ. Ñ÷èòàåì, ÷òî â ôóíêöèè

u = f(x, y, z) ïåðåìåííàÿ z � ýòà íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñëîæíàÿ

ôóíêöèÿ u = f(x, y, z(x, y)) èìååò â òî÷êå M0 îáû÷íûé ýêñòðåìóì

(òî÷êà M0 � òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u = f(x, y, z(x, y))).

Â òî÷êå ýêñòðåìóìà ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ðàâåí íóëþ, òî åñòü

df =
∂f(x0, y0, z0)

∂x
dx+

∂f(x0, y0, z0)

∂y
dy +

∂f(x0, y0, z0)

∂z
dz = 0. (25.3)

Ýòî ðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê ïåðâûé äèôôåðåíöèàë îáëàäàåò ñâîéñòâîì

èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû.

Â ðàâåíñòâå (25.3) dx è dy � ïðèðàùåíèå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, dz

� äèôôåðåíöèàë íåÿâíîé ôóíêöèè z = z(x, y), îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì

ñâÿçè (25.2), òî åñòü ϕ(x, y, z(x, y)) = 0 è, çíà÷èò, dϕ(x, y, z(x, y)) = 0.

dϕ =
∂ϕ(x0, y0, z0)

∂x
dx+

∂ϕ(x0, y0, z0)

∂y
dy +

∂ϕ(x0, y0, z0)

∂z
dz = 0. (25.4)

Ðàâåíñòâî (25.4) óìíîæèì íà λ è ïðèáàâèì ê ðàâåíñòâó (25.3). Ïîëó÷èì

df + λdϕ =
∂f(M0)
∂x

dx+
∂f(M0)
∂y

dy +
∂f(M0)
∂z

dz+

+λ

(
∂ϕ(M0)
∂x

dx+
∂ϕ(M0)
∂y

dy +
∂ϕ(M0)
∂z

dz

)
= 0

. (25.5)

Âûáåðåì λ òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè dz áûë ðàâåí íóëþ:

∂f(M0)

∂z
+ λ

∂ϕ(M0)

∂z
= 0 (25.6)

Òîãäà â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé dx è dy ïîëó÷èì, ÷òî êîýôôè-

öèåíòû ïðè ýòèõ ïðèðàùåíèÿõ òàêæå ðàâíû íóëþ:
∂f(M0)
∂x

+ λ
∂ϕ(M0)
∂x

= 0

∂f(M0)
∂y

+ λ
∂ϕ(M0)
∂y

= 0
(25.7)

Ïðèñîåäèíÿÿ ê ñèñòåìå (25.7) óðàâíåíèå (25.6) è óðàâíåíèå ñâÿçè (25.2),

ïîëó÷èì ñèñòåìó ÷åòûðåõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷åòûðåõ íåèçâåñò-
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íûõ x, y, z, λ. 

∂f(M0)
∂x

+ λ
∂ϕ(M0)
∂x

= 0,

∂f(M0)
∂y

+ λ
∂ϕ(M0)
∂y

= 0,

∂f(M0)
∂z

+ λ
∂ϕ(M0)
∂z

= 0,

ϕ(x, y, z) = 0.

(25.8)

Èç ñèñòåìû (25.8), êîòîðàÿ äàåò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, ìîæ-

íî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû êðèòè÷åñêîé òî÷êè M0. Â ýòèõ òî÷êàõ ôóíê-

öèÿ ìîæåò èìåòü óñëîâíûé ýêñòåìóì, à ìîæåò è íå èìåòü, òàê êàê èñ-

ïîëüçîâàíî òîëüêî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.

×òîáû ëåã÷å áûëî çàïîìíèòü ïðàâèëî ñîñòàâëåíèÿ ñèñòåìû, ñîñòàâèì

ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà

F (x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λϕ(x, y, z). (25.9)

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì ïåðåìåííûì, ïîëó-

÷èì ñèñòåìó (25.8).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ýêñòðåìóìà íóæíî èññëåäîâàòü âòîðîé äèôôå-

ðåíöèàë. Ïðè èññëåäîâàíèè d 2F çàìåòèì, ÷òî dλ = 0, òàê êàê λ = const

è dz âûðàæàåì èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè.

Ýòîò ìåòîä ñïðàâåäëèâ äëÿ ôóíêöèé îò ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ è

äëÿ íåñêîëüêèõ óñëîâèé ñâÿçè.

Ïðèìåð 25.1. Íàéäèòå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = xy ïðè óñëîâèè

x2 + y2 = 8.

Ðåøåíèå . Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà F (x, y, λ) = xy + λ(x2 + y2 − 8).

Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ
∂F
∂x

= y + 2λx, ∂F
∂y

= x+ 2λy.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
y + 2λx = 0

x+ 2λy = 0

x2 + y2 = 8

⇒


y = −2λx

x− 4λ2x = 0

x2 + y2 = 8

.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì ïÿòü ðåøåíèé{
x = 0

y = 0
íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñâÿçè.
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
λ = 0, 5

x = 2

y = −2

èëè


λ = 0, 5

x = −2

y = 2

èëè


λ = −0, 5

x = 2

y = 2

èëè


λ = −0, 5

x = −2

y = −2

.

Ïîëó÷èëè òî÷êè M1(2;−2), M2(−2; 2), λ = 0, 5; è M3(2; 2), M4(−2;−2), λ = −0, 5.

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ∂
2F
∂x2 = 2λ, ∂

2F
∂x∂y

= 1, ∂
2F
∂y2 = 2λ

è ñîñòàâèì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d 2F = 2λdx2 + 2dxdy + 2λdy2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó x è y ïðîäèôôåðåíöèðóåì óñëîâèå ñâÿçè

2xdx+ 2ydy = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî dy = −xy dx.
Â òî÷êàõ M1 è M2 ïîëó÷àåì, ÷òî dy = dx è âòîðîé äèôôåðåíöèàë ïðèíèìàåò âèä

d 2F = dx2 + 2dx2 +dx2 = 4dx2 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ F (x, y, λ),

à çíà÷èò è ôóíêöèÿ z = xy èìååò óñëîâíûé ìèíèìóì.

Â òî÷êàõ M3 è M4 ïîëó÷àåì, ÷òî dy = −dx è âòîðîé äèôôåðåíöèàë ïðèíèìàåò

âèä d 2F = −dx2 − 2dx2 − dx2 = −4dx2 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ

F (x, y, λ), à çíà÷èò è ôóíêöèÿ z = xy èìååò óñëîâíûé ìàêñèìóì.

Ïðèìåð 25.2. Íàéäèòå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u = xy2z3 ïðè óñëî-

âèè x+ 2y + 3z = 12 (x > 0, y > 0, z > 0).

Ðåøåíèå . Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

F (x, y, z, λ) = xy2z3 + λ(x+ 2y + 3z − 12).

Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ
∂F
∂x

= y2z3 + λ, ∂F
∂y

= 2xyz3 + 2λ, ∂F
∂z

= 3xy2z2 + 3λ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
y2z3 + λ = 0,

2xyz3 + 2λ = 0,

3xy2z2 + 3λ = 0,

x+ 2y + 3z = 12.

⇒


λ = −y2z3,

2xyz3 − 2y2z3 = 0,

3xy2z2 − 3y2z3 = 0,

x+ 2y + 3z = 12.

⇒


λ = −y2z3,

2yz3(x− y) = 0,

3y2z(x− z) = 0,

x+ 2y + 3z = 12.

⇒


x = 2,

y = 2,

z = 2,

λ = −32.

Ïîëó÷èëè îäíó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó M0(2; 2; 2), λ = −32.

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ∂2F
∂x2 = 0, ∂2F

∂y2 = 2xz3,

∂2F
∂z2 = 6xy2z, ∂2F

∂x∂y
= 2yz3, ∂2F

∂x∂z
= 3y2z2, ∂2F

∂y∂z
= 6xyz2, ïîäñ÷èòàåì èõ çíà-

÷åíèÿ â òî÷êå M0
∂2F (M0)
∂x2 = 0,

∂2F (M0)
∂y2 = 32,

∂2F (M0)
∂z2 = 96,

∂2F (M0)
∂y∂z

= 32,

∂2F (M0)
∂y∂z

= 48,
∂2F (M0)
∂y∂z

= 96 è ñîñòàâèì âòîðîé äèôôåðåíöèàë

d 2F (M0) = 32dy2 + 96dz2 + 64dxdy + 96dxdz + 192dydz.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó dx dy è dz ïðîäèôôåðåíöèðóåì óñëîâèå ñâÿçè

dx + 2dy + 3dz = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî dx = −2dy − 3dz. Ïîäñòàâèâ dx â d 2F (M0),
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ïîëó÷èì d 2F (M0) = 32dy2 + 96dz2 − 64(2dy + 3dz)dy − 96(2dy + 3dz)dz + 192dydz =

= −96(dy2 + 2dydz + 2dz2) = −96((dy + dz)2 + dz2) < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ F (x, y, z, λ), à çíà÷èò è ôóíêöèÿ u(x, y, z)

èìååò ìàêñèìóì è umax = 2 · 4 · 8 = 64.

Ïðèìåð 25.3. Íàéäèòå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u = xyz ïðè óñëî-

âèÿõ x2 + y2 + z2 = 6 è x+ y + z = 0.

Ðåøåíèå . Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

F (x, y, z, λ, µ) = xyz + λ(x2 + y2 + z2 − 6) + µ(x+ y + z).

Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ
∂F
∂x

= yz + 2λx+ µ, ∂F
∂y

= xz + 2λy + µ, ∂F
∂z

= xy + 2λz + µ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

yz + 2λx+ µ = 0

xz + 2λy + µ = 0

xy + 2λz + µ = 0

x2 + y2 + z2 = 6

x+ y + z = 0

⇒



(x− y)(z − 2λ) = 0

(x− z)(y − 2λ) = 0

(z − y)(x− 2λ) = 0

x2 + y2 + z2 = 6

x+ y + z = 0

.

(èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé âû÷ëè ïåðâîå)

Ïóñòü y = x, òîãäà z = −2x (èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçè), λ = 0, 5x è èç ïåð-

âîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçè ïîëó÷èì x = 1, y = 1, z = −2, λ = 0, 5, µ = 1 èëè x = −1,

y = −1, z = 2, λ = −0, 5, µ = 1.

Ïóñòü z = x, òîãäà y = −2x, λ = 0, 5x è èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè ïîëó÷èì x = 1,

y = −2, z = 1, λ = 0, 5, µ = 1 èëè x = −1, y = 2, z = −1, λ = −0, 5, µ = 1.

Ïóñòü z = y, òîãäà x = −2y, λ = 0, 5y è èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè ïîëó÷èì x = −2,

y = 1, z = 1, λ = 0, 5, µ = 1 èëè x = 2, y = −1, z = −1, λ = −0, 5, µ = 1.

Ïîëó÷èëè òî÷êè M1(1; 1;−2), M3(1;−2; 1), M5(−2; 1; 1) ïðè λ = 0, 5, µ = 1 è

M2(−1;−1; 2), M4(−1; 2;−1), M6(2;−1;−1) ïðè λ = −0, 5, µ = 1.

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ∂
2F
∂x2 = 2λ, ∂

2F
∂y2 = 2λ, ∂

2F
∂z2 = 2λ,

∂2F
∂x∂y

= z, ∂
2F

∂x∂z
= y, ∂

2F
∂y∂z

= x è ñîñòàâèì âòîðîé äèôôåðåíöèàë

d 2F (M) = 2λ(dx2 + dy2 + dz2) + 2(zdxdy + ydxdz + xdydz).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó dx, dy è dz ïðîäèôôåðåíöèðóåì óñëîâèÿ

ñâÿçè{
2xdx+ 2ydy + 2zdz = 0

dx+ dy + dz = 0
⇒

{
dz = −dx− dy

(y − z)dy = (z − x)dx
⇒{

dy = z − x
y − z dx

dz =
x− y
y − z dx

.

Ðàññìîòðèì òî÷êó M1. Èìååì x = y = 2λ, z = −4λ è λ = 0, 5 è dy = −dx, dz = 0.

Òîãäà d 2F (M1) = 2λ(dx2 + dy2) + 2zdxdy = 2dx2 + 4dx2 = 6dx2 > 0.

Çíà÷èò, â òî÷êå M1 ôóíêöèÿ F (x, y, z, λ, µ), à çíà÷èò è ôóíêöèÿ u(x, y, z) èìååò

ìèíèìóì è umin = 1 · 1 · (−2) = −2.
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Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òî÷êàõ M3(1;−2; 1), M5(−2; 1; 1) ôóíêöèÿ

u(x, y, z) èìååò ìèíèìóì, à â òî÷êàõM2(−1;−1; 2),M4(−1; 2;−1),M6(2;−1;−1) ôóíê-

öèÿ u(x, y, z) èìååò ìàêñèìóì è umax = 2.
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