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Èçëàãàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî è
ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí, êîìïëåêñîâ è êîìïüþ-
òåðíûõ ñåòåé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îðãàíèçàöèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé è ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ïî ðàçäåëàì êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé, ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè àëãîðèòìîâ è òåîðèè ãðàôîâ, òåîðèè ñèí-
òàêñè÷åñêîãî àíàëèçà, ïåðåâîäà è êîìïèëÿöèè, òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæè-
âàíèÿ. Äëÿ àñïèðàíòîâ íàïðàâëåíèÿ ¾Èíôîðìàòèêà è âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõ-
íèêà¿ ïî ïðîôèëþ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìàøèí, êîìïëåêñîâ è êîìïüþòåðíûõ ñåòåé¿.
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1. Ââåäåíèå

Äèñöèïëèíà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî è ïðîãðàììíî-
ãî îáåñïå÷åíèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ äèñöèïëèíîé ïîäãîòîâêè àñïèðàíòîâ íàïðàâëåíèÿ
¾Èíôîðìàòèêà è âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà¿, ïî ïðîôèëþ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå
è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí, êîìïëåêñîâ è êîìïüþ-
òåðíûõ ñåòåé¿ Öåëüþ äàííîé äèñöèïëèíû ÿâëÿåòñÿ: ôîðìèðîâàíèå íàâûêîâ
ðàçðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
ìàøèí, êîìïëåêñîâ è êîìïüþòåðíûõ ñåòåé; ïîâûøåíèå êâàëèôèêàöèè â îá-
ëàñòè íàó÷íûõ îñíîâ è ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ äëÿ
ïðîãðàììíîãî è àëãîðèòìè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ êîìïüþòåðíûõ ñåòåé äëÿ ðå-
øåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ è ïðèêëàäíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ïðî-
áëåì; ïîëó÷åíèå çíàíèé â îáëàñòè òåîðèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîçäàíèÿ è èñ-
ñëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ
è òåõíîëîãèé. Çíà÷åíèå ðåøåíèÿ óêàçàííûõ ïðîáëåì ñîñòîèò â ïîâûøåíèè
ýôôåêòèâíîñòè è íàäåæíîñòè ïðîöåññîâ îáðàáîòêè è ïåðåäà÷è äàííûõ è
çíàíèé â âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèíàõ, êîìïëåêñàõ è êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ. Îñ-
íîâíûå çàäà÷è äèñöèïëèíû:
1) ïîäãîòîâêà íàó÷íûõ è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ïóáëèêàöèé è îò÷åòîâ ÍÈÐ â
îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí, êîìïëåêñîâ
è êîìïüþòåðíûõ ñåòåé;
2) ðàçðàáîòêà ïîäõîäîâ, ìåòîäîâ, ìîäåëåé, àëãîðèòìîâ ðàçðàáîòêè è èññëå-
äîâàíèÿ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ;
3) ïëàíèðîâàíèå ïðîöåññîâ è ðåñóðñîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â îáëàñòè ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è ñèñòåìíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ;
4) èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ â íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîé, ïåäàãîãè÷åñêîé è ïðîèçâîäñòâåííî-òåõíîëîãè÷åñêîé äå-
ÿòåëüíîñòè, âêëþ÷àÿ ðàçðàáîòêó ðåøåíèé â îáëàñòè ñèñòåìíîãî è ïðèêëàä-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå îñâîåíèÿ äèñöèïëèíû àñïèðàíò äîëæåí:
1. Çíàòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî è àëãîðèòìè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ âû-
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÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí è êîìïëåêñîâ.
2. Óìåòü ïðèìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïðî-

áëåì àëãîðèòìè÷åñêîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ; ðàçðàáàòûâàòü íîâûå
ìîäåëè è ìåòîäû àíàëèçà è ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ êîìïüþ-
òåðíûõ ñåòåé; àíàëèçèðîâàòü, ïîëó÷àòü çíàíèÿ ñ ïîìîùüþ ñàìîñòîÿòåëü-
íîé ðàáîòû ñ ïå÷àòíûìè èñòî÷íèêàìè; ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷å-
ñêèå çíàíèÿ ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, äåìîíñòðèðîâàòü ñïîñîáíîñòü
óìåòü ðàáîòàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ðàñøèðÿòü ñâîè ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ è
ïðîâîäèòü ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ïðèêëàäíûõ èíæåíåðíûõ çàäà÷; ðàçðà-
áàòûâàòü ìîäåëè, ìåòîäû, àëãîðèòìû, ÿçûêè è ïðîãðàììíûå èíñòðóìåíòû
äëÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ êîìïüþòåðíûõ ñåòåé; ðàçðàáàòûâàòü ìîäåëè
è ìåòîäû ñîçäàíèÿ ïðîãðàìì è ïðîãðàììíûõ ñèñòåì äëÿ ïàðàëëåëüíîé è
ðàñïðåäåëåííîé îáðàáîòêè äàííûõ.

3. Âëàäåòü ñïîñîáíîñòüþ ê ó÷àñòèþ â ðàáîòàõ ïî èñïîëüçîâàíèþ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àïïàðàòà èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñ-
ïå÷åíèÿ êîìïüþòåðíûõ ñåòåé, êîìïëåêñíûì èññëåäîâàíèåì íàó÷íûõ è òåõ-
íè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííîé òåõíîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ; ìåòîäàìè, àëãîðèòìàìè è ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè äëÿ
îðãàíèçàöèè ãëîáàëüíî ðàñïðåäåëåííîé îáðàáîòêè äàííûõ.

Ôîðìèðóåìûå êîìïåòåíöèè:
ÏÊ-3 � ñïîñîáíîñòü ðàçðàáîòêè è ïðèìåíåíèÿ êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ è
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.
ÏÊ-4 � ñïîñîáíîñòü ïðèìåíÿòü òåîðåòè÷åñêèå çíàíèÿ, óìåíèÿ è íàâûêè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñðåäñòâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè òåõ-
íè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.
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2. Ìåòîäè÷åñêîå óêàçàíèÿ

ïî îðãàíèçàöèè

ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé

2.1 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �1 Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è

2.1.1 Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ýòî ìåòîä, êîòîðûé äîêàçûâàåò ÷òî íåêî-
òîðîå óòâåðæäåíèå S(n), çàâèñÿùåå îò íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n èñòèíî äëÿ
âñåõ íàïåðåä çàäàííûõ n. Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:
1. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî S(1) èñòèííî.
2. Äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî S(n) èñòèííî.
3. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî S(n+ 1) èñòèííî.

Ïðèìåð, äîêàçàòü óòâåðæäåíèå

Sn = 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî 1. Äîêàçûâàåì, ÷òî S1 = 1

S1 =
1 · (1 + 1)

2
= 1.

óòâåðæäåíèå äëÿ n = 1 èñòèíî.
2. Ïðåïîëàãàåì ÷òî,

Sn =
n(n+ 1)

2
.

3. Äîêàçûâàåì, ÷òî

Sn+1 =
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

Sn+1 = Sn + (n+ 1).
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Ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèå äëÿ Sn

Sn+1 =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) = (n+ 1)

(n
2

+ 1
)

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèìåð 2. Çàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà îïåðàöèé âûâîäà â ïðèâåäåííîì

ôðàãìåíòå ïðîãðàììû

for i:=1 to n do
for j:=1 to i do print(i,j)

(Ïðàâèëüíûé îòâåò n(n+1)
2 )

2.1.2 Ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòèêè. Åãî ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê ñîáðàíèå ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð,
F={ÿáëîêî, ãðóøà, àéâà, àáðèêîñ, ïåðñèê}
ïåðå÷èñëåííûå ôðóêòû îáúåäèíåíû â ìíîæåñòâî F , êîòîðîå èìååò âñåãî 5
ýëåìåíòîâ. Èëè
N = {1, 2, 3, . . .} Çäåñü ïðåäñòàâëåíî ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
N èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ òàê íàçûâàå-
ìîå ïóñòîå ìíîæåñòâî: � � ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íåò íè îäíîãî ýëåìåíòà.
Âàæíî îòìåòèòü ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû. Îáû÷íî ìíîæåñòâî
îáîçíà÷àþò áîëüøîé ëàòèíñêîé áóêâîé, íàïðèìåð, M . Ýëåìåíòû îáîçíà÷à-
þò, êàê ïðàâèëî, ìàëîé áóêâîé ñ èíäåêñîì, íàïðèìåð, aj Ïðèíàäëåæíîñòü
ýëåìåíòà ìíîæåñòâó çàïèñûâàåòñÿ çíà÷êîì ∈, íàïðèìåð, aj ∈ M - ýëåìåíò
aj ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M .

Åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ äðóãîãî ìíîæåñòâà B,
ïðè÷åì A ñîäåðæèò íå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B, òî î òàêîì ìíîæåñòâå
ãîâîðÿò ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B è çàïèñûâàþò

A ⊂ B.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìíîæåñòâà ìîãóò ñîâïàäàòü, òî çàïèñûâàþò

A ⊆ B.

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîæåñòâ

Ìíîæåñòâà çàäàþòñÿ òðåìÿ ñïîñîáàìè:
1) ïðîñòûì ïåðå÷èñëåíèåì;
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2) íàáîðîì ïðàâèë ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè;
3) íàáîðîì ïðàâèë ïîðîæäåíèÿ.

Ïåðâûé ñïîñîá òðèâèàëåí è ãîäåí äëÿ çàïèñè ïðîñòûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ âòî-
ðîãî ñïîñîáà çàäàåòñÿ íåêîòîðîå óñëîâèå (â îáùåì ñëó÷àå íåêîòîðûé íàáîð
ïðàâèë ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè). Íàïðèìåð,

N1 = {n ∈ N | n < 20}

- ìíîæåcòâî öåëûõ ÷èñåë ìåíüøå 20.

No = {n ∈ N | n− íå÷åòíî}

Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ äàííîãî ñïîñîáà íåîáõîäèìî çàïèñàòü óñëîâèå (ïðåäè-
êàò, àâòîìàò, àëãîðèòì) P (a), êîòîðîå ïðèìåò çíà÷åíèå "èñòèíà äëÿ a ∈ A

A = {a|P (a)− èñòèíà}.

Äàííûé ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâà óäîáåí äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé
èëè íåêîòîðîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé óäîáåí òðå-
òèé ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâà. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íà èïîëüçîâàíèè ïðà-
âèë ïîñòðîåíèÿ (ïîðîæäåíèå, ãåíåðàöèè) ýëåìåíòà ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð,
äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ïðàâèëüíûõ âûðàæåíèé íåêîòîðîãî ÿçûêà, íàïðèìåð,
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ ãðàììàòèêà. Äðóãèì ïðèìåðîì òàêîãî çà-
äàíèÿ ìíîæåñòâà, ÿâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê. Äàäèì îïðåäåëåíèå
êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà. Ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ êîíñòðóêòèâíîé ïðî-
öåäóðîé ïîðîæäåíèÿ (ãåíåðàöèè) ýëåìåíòîâ. Êàê ïðàâèëî, ýëåìåíòû òàêèõ
ìíîæåñòâ èìåþò íåêîòîðóþ ñòðóêòóðó. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü

A = {a = G(i)}ni=1,

ãäå G(i)- ïðîöåäóðà ïîðîæäåíèÿ i− ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A.

2.1.3 Îòîáðàæåíèÿ

Îòîáðàæåíèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîìáèíàòîðíûõ óòâåð-
æäåíèé, â òîì ÷èñëå è äëÿ àíàëèçà àëãîðèòìîâ. Ìíîãèå êîìáèíàòîðíûå
çàäà÷è ðåøàþòñÿ íà îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåò-
ñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè.
Îïðåäåëåíèå 1.1 Îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y ýòî ïðà-

âèëî, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó X êàêîé-òî ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y :
x ∈ X; y ∈ Y ; f : X → Y . f(x) = y.
Òîãäà y íàçûâàåòñÿ îáðàçîì x. Ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî
f(x) = y, íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì y.
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Îïðåäåëåíèå 2.1. Èíúåêöèåé (âëîæåíèåì) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ïðè
êîòîðîì îáðàçû ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íû, ò.å. èç óñëîâèÿ f(x1) =
f(x2) ñëåäóåò x1 = x2.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñþðúåêöèåé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðîì

ó ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ Y ñóùåñòâóåò ïðîîáðàç (èíûìè ñëîâàìè, ëþáîé ýëå-
ìåíò y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êàêîãî-òî ýëåìåíòà x ∈ X, ò.å. f(X) = Y
).
Îïðåäåëåíèå 2.3. Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé (âçàèìíî îäíî-

çíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì), åñëè îíî îäíîâðåìåííî èíúåêöèÿ è ñþðúåêöèÿ.
Îïðåäåëåíèå 2.4. Îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ f : X → Y íàçûâàåòñÿ

òàêîå îòîáðàæåíèå g : Y → X, ÷òî g(f(x)) = x, ∀x?X è f(g(y)) = y,
∀y ∈ Y .

Ïðèìåð �1

.
Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì ñòðîê ñîñòîÿùèõ

èç íóëåé è åäèíèö äëèííîé n è P (S) ìíîæåñòâîì ïîäìíîæåñòâ. S = {si}ni=1

èìååò ìîùíîñòü n.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(a1a2 . . . an) = p, p ∈ P (S),

êîòîðàÿ áèíàðíîé ñòðîêå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïîäìíîæåñòâî p, ñëåäóþùèì
îáðàçîì: åñëè ai = 1, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò si âõîäèò â ìíîæåñòâî p;
åñëè ai = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò si íå âõîäèò â ìíîæåñòâî p.

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî, ò.å. åñëè a1a2 . . . an 6= b1b2 . . . bn
òî f(a1a2 . . . an) 6= f(b1b2 . . . bn). Åñëè a1a2 . . . an 6= b1b2 . . . bn, òî íàéäåòñÿ
òàêîå i, ÷òî ai 6= bi, íî òîãäà íå ñîâïàäåò ïðèñóòñâèå èëè îòñóòñâèå ýëåìåíòà
si â ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäìíîæåñòâàõ, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî f(a1a2 . . . an) 6=
f(b1b2 . . . bn).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f ñþðüåêòèâíî, ò.å . äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà ïîäìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò áèíàðíàÿ ñòðîêà. Âîçüìåì íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî p ∈ P (S), ñîñòîÿùåå èç k ýëåìåíòîâ p = {sj}kj=1, ïîñòðîèì áè-
íàðíóþ ñòðîêó a ñëåäóþùèì îáðàçîì: áåðåì i ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà S, åñëè
si èìååòñÿ â ïîäìíîæåñòâå p, òî ai = 1, èíà÷å ai = 0. Ïðîäåëûâàÿ ýòó ïðî-
öåäóðó äëÿ âñåõ i ïîëó÷èì áèíàðíóþ ñòðîêó. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî
ïîäìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò áèíàðíàÿ ñòðîêà è îòîáðàæåíèå f ñþðüåêòèâíî.
Îòêóäà âûòåêàåò ÷òî ìåæäó ìíîæåñòâîì ñòðîê ñîñòîèÿùèõ èç íóëåé è åäè-
íèö äëèííîé n è P (S) ìíîæåñòâîì ïîäìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ.
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Ïðèìåð �2

Èñïîëüçóÿ áèåêöèþ îïðåäåëèòü ÷èñëî äîðîæåê èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n,m)
íà ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêå, èñïîëüçóÿ òîëüêî øàãè ââåðõ è âïðàâî.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàííóþ ïðîáëåìó ïðåîáðàçóåì â
íå÷òî, êîòîðîå ëåã÷å ñîñ÷èòàòü. Â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì êîäèðîâàíèå
äîðîæåê, êàæäûé øàã êîäèðóêì áóêâàìè U (øàã ââåðõ), è R (øàã âïðàâî).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàçíûì äîðîæêàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ñòðîêè, ñëåäî-
âàòåëüíî ìåæäó ìíîæåñòâîì äîðîæåê è ñòðîê ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ. Êàæ-
äîé ñòðîêå ìîæíî âñåãäà ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äîðîæêó, ñëåäîâàòåëüíî
ìåæäó ìíîæåñòâàìè äîðîæåê è ñòðîê ñóùåñòâåò ñþðúåêöèÿ. Îòêóäà ìåæäó
ìíîæåñòâàìè äîðîæåê è ñòðîê ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî ÷èñ-
ëî äîðîæåê ðàâíî ÷èñëó ñòðîê. Ïîäñ÷èòàåì îáùåå ÷èñëî ñòðîê. Â êàæäîé
ñòðîêå ñîäåðæèòñÿ ðîâíî n áóêâ R è m áóêâ U . Îáùåå ÷èñëî áóêâ â ñòðîêå
áóäåò ðàâíî n+m. Òîãäà ÷òîáû ðàçìåñòèòü n áóêâ R â ñòðîêå ñóùåñòâóåò(

n+m

n

)
êîìáèíàöèé. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî äîðîæåê ìåæäó òî÷êàìè (0, 0) è (n,m)
ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n+m ïî n.

2.1.4 Çàäà÷è

Çàäà÷à 1 Íàéäèòå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, â êîòîðûé ÷èñëî 1 ïðåäøåñòâóåò
÷èñëó 2.

Îòâåò: Ïîëîâèíà âñåõ ïåðåñàíîâîê, n!
2 .

Çàäà÷à 2 Íàéäèòå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, â êîòîðûé ÷èñëà 1 è 2 íå ñëåäóþò
äðóã çà äðóãîì.

Îòâåò: n!− 2(n− 1)(n− 2)! = (n− 1)!(n− 2).
Çàäà÷à 3 Íàéäèòå ÷èñëî ñëîâ äëèíû k â àëôàâèòå èç n áóêâ
1) â êîòîðûõ íåò äâóõ ïîäðÿä îäèíàêîâûõ áóêâ.
Ðåøåíèå: Ïåðâàÿ áóêâà ìîæåò áûòü âûáðàíà èç n áóêâ, âòîðàÿ èç (n− 1)

áóêâ, òðåòüÿ - èç (n− 1), è ò.ä. Òîãäà îáùåå ÷èñëî áóäåò ðàâíî n(n− 1)k−1.
2) êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïàëèíäðîìàìè.
Ðåøåíèå: Ïåðâûå bk+1

2 c áóêâ îáðàçóþò ëþáîå ñëîâî äëèíîé b
k+1

2 c. Òàêèì
îáðàçîì èìååòñÿ nb

k+1
2 c ïàëèíäðîìîâ

Çàäà÷à 4 Íàéäèòå ÷èñëî ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç {0, 1} èìååò ÷åòíîå
÷èñëî åäèíèö

Ðåøåíèå: Ïóñòü w ñëîâî â àëôàâèòå {0, 1} äëèíîé n. Ðàññìîòðèì ïåðâûå
n − 1 áóêâ ýòîãî ñëîâà. Ïåðâûå (n − 1) áóêâ w ÿâëÿåòñÿ ñî÷åòàíèåì íóëåé
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è åäåíèö è ñîîòâåòñòâåííî ÷èëî âàðèàíòîâ ðàâíî 2n−1. îòêóäà äëÿ ñëîâ ó
êîòîðûõ ÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö äîáàâëÿåì 0, à äëÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà åäåíèö
äîáàâëÿåì åäèíèöó. Òîãäà îáùåå ÷èñëî ñëîâ w ñ ÷åòíûì ÷èñëîì åäèíèö ðàâíî
2n−1.
Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, ..., n} ñîäåðæà-

ùåå âñå íå÷åòíûå ÷èñëà.
Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ÷èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ

íà äâà íåïåðåñåêàþùè÷ñÿ ïîäìíîæåñòâà.
Ðåøåíèå: Åñëè ïîðÿäîê ïîäìíîæåñòâ íå âàæåí, òî îáùåå ÷èñëî ðàçáèåíèé

ðàâíî 2n

2 = 2n−1.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî S ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ. Íàéòè

÷èñëî äâóõ ïîäìíîæåñòâ, íå îáÿçàòåëüíî ðàçíûõ, òàêèõ, ÷òî èõ îáúåäèíåíèå
äàåò ìíîæåñòâî S. Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ íå âàæåí.

Ðåøåíèå: Çàïèøåì A ∪ B = S, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ S
èìååòñÿ îäíî èç òðåõ óòâåðæäåíèé x ∈ A , x /∈ B èëè x /∈ A, x ∈ B èëè
x ∈ A, x ∈ B. Òîãäà, èìååòñÿ 3n âàðèàíòîâ âûáðàòü A è B. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ñëó÷àè A = B, è A = B = S ïîëó÷èì (3n?1)

2 + 1.
Çàäà÷à 8. 25 äåâóøåê è 20 ïàðíåé ñèäÿò çà êðóãëûì ñòîëîì. Ñêîëüêî

âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ, ÷òî ó ïàðíÿ ñîñåäÿìè áóäóò äåâóøêè?
Çàäà÷à 9 Èìååòñÿ äâå ïàðàëëåäüíûå ëèíèè, íà ïåðâîé îòìå÷åíî n òî÷åê,

íà âòîðîé - m. Ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíèíî. Ñêîëüêî
÷åòûðåõóãîëüíèêîâ?

Ðåøåíèå: n
(
m
2

)
+m

(
n
2

) (
m
2

)(
n
2

)
Çàäà÷à 10 Ñêîëüêî äâîè÷íûõ n×m ìàòðèö ïîïàðíî ðàçíûìè ñòðîêàìè

ìîæåò áûòü çàïèñàíî.
Çàäà÷à 11 Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâî U èç n ýëåìåíòîâ è ïîäìíîæåñòâî

A ⊆ U k ýëåìåíòîâ. Îïðåäåëèòü ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ B ⊆ U óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ:
(a) B ⊂ A

(b) B ⊃ A
(c) A ∩B = �
(d) A ∩B 6= 0

2.2 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �2. Çàäà÷è ïî òåîðèè àëãî-

ðèòìîâ

1. Íàïèñàòü ïðîãðàììó ÌÒ, êîòîðàÿ àííóëèðóåò âñå ñëîâà â àëôàâèòå {a, b},
ñîäåðæàùèå âõîæäåíèå çàäàííîãî íåïóñòîãî ñëîâà u. Óêàçàíèå: ïóñòü u =
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u(1) . . . u(m); áóêâû ñëîâà u äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ â ïðîãðàììå ìàøèíû â
êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ.

2. Íàïèñàòü ñõåìó íîðìàëüíîãî àëãîðèôìà Ìàðêîâà (ÍÀÌ), îáðàùàþ-
ùåãî ëþáîå ñëîâî â çàäàííîì àëôàâèòå V , ò.å. ïåðåðàáàòûâàþùåãî ëþáîå
ñëîâî w ∈ V ∗, â ñëîâî wR.

3. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ∗ ñêëåèâàíèÿ ñëîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x =
x(1) . . . x(k) è y = y(1) . . . y(m) ïî îáùåé áóêâå: x ∗ y = x = x(1) . . . x(k −
1)y(2) . . . y(m), åñëè x(k) = y(1), è xy èíà÷å. Íàïèñàòü ïðîãðàììó ÌÒ, âû-
ïîëíÿþùóþ îïåðàöèþ ñêëåèâàíèÿ, ò.å. ïåðåðàáàòûâàþùóþ ïàðó ñëîâ x è y
â ñëîâî x ∗ y.

4. Íàïèñàòü ñõåìó ÍÀÌ, êîòîðûé àííóëèðóåò âõîäíîå ñëîâî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ âõîæäåíèé íåêîòîðîãî ôèêñè-
ðîâàííîãî íåïóñòîãî ñëîâà u.

5. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû ñî÷åòàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ÌÒ, ïîñòðîèòü ÌÒ,
âûïîëíÿþùåé óìíîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëåííûõ ñëîâàìè â
àëôàâèòå V0 = {0, |} (èìåííî, íàòóðàëüíîå ÷èñëî n çàïèñûâàåòñÿ êàê ñëîâî
0|| . . . | - ñ n ïàëî÷êàìè).

6. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû ñî÷åòàíèÿ, ïîñòðîèòü ÍÀÌ, àííóëèðóþùèé âñå ïà-
ëèíäðîìû â àëôàâèòå V. Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ñõåìû àëãîðèôìîâ îáðàùå-
íèÿ è ïðàâîãî ïðèñîåäèíåíèÿ ñëîâà ÷åðåç ðàçäåëèòåëü).

7. Íàïèñàòü ïðîãðàììó ÌÒ, êîòîðàÿ ê ïðîèçâîëüíîìó ñëîâó â àëôàâèòå
{a, b} ïðèïèñûâàåò ñëåâà ñëîâî aba.

2.3 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �3. Çàäà÷è ïî òåîðèè àëãî-

ðèòìîâ

1. Íàïèñàòü ïðîãðàììó ÌÒ, êîòîðàÿ óäâàèâàåò ëþáîå âõîäíîå ñëîâî â çà-
äàííîì àëôàâèòå.

2. Ïîñòðîèòü ÌÒ, êîòîðàÿ îáðàùàåò ëþáîå âõîäíîå ñëîâî â çàäàííîì àë-
ôàâèòå. Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ïðîãðàììó ÌÒ, óäâàèâàþùåé çàäàííîå ñëî-
âî, è ñî÷åòàíèÿ ÌÒ.

3. Íàïèñàòü ñõåìó ÍÀ, êîòîðûé âõîäíîå ñëîâî x â íåêîòîðîì àëôàâèòå V
ïåðåðàáàòûâàåò â ñëîâî xRx.

4. ßâëÿåòñÿ ëè àëãîðèôìè÷åñêè ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâî âñåõ äâîéíûõ
ñëîâ, ò.å. ñëîâ âèäà ww, â çàäàííîì àëôàâèòå V

5. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû ñî÷åòàíèÿ, ïîñòðîèòü ÌÒ, êîòîðàÿ ïðîâåðÿåò äåëè-
ìîñòü íà 3 êîíñòðóêòèâíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

6. Ïîñòðîèòü ÌÒ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ çàäàííîãî êîí-
ñòðóêòèâíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà 5.
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7. Íàïèñàòü ïðîãðàììó ÌÒ, êîòîðàÿ ñäâèãàåò âõîäíîå ñëîâî íà çàäàííîå
÷èñëî k ÿ÷ååê âïðàâî, à â îñâîáîäèâøèåñÿ k ïåðâûõ ïîñëå ìàðêåðà íà÷àëà
ëåíòû ÿ÷åéêè çàïèñûâàåò ñïåöèàëüíûé ñèìâîë $.

8. Â âèäå ÍÀ ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ñëîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, çàäàí-
íûõ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

9. Íàïèñàòü ñõåìó ÍÀÌ, óòðàèâàþùåãî çàäàííîå ñëîâî.
10. Ðåàëèçîâàòü â âèäå ÍÀÌ ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì äëÿ ìíîæåñòâà ïðà-

âèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð.
11. Íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíê-

öèé, èñïîëüçóÿ áàçèñ Êëèíè è îïåðàöèè ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè è ñóïåðïî-
çèöèè. Ïðîãðàììà äîëæíà óìåòü âû÷èñëÿòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

- SUM(x,y) = x + y,
- MUL(x,y) = x*y,
- EXP (x,y) = x â ñòåïåíè y,
- TETR (x,y) - îïåðàöèÿ òåòðàöèè,
- FAC(x) = ôàêòîðèàë x,
- PRED(x) = x - 1, x >0, 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
- DIFF(x,y) = x - y, x > y, 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
- ABS (x,y) = |x-y|,
- sg(x) = 1, x > 0, 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
- REM(x,y) - îñòàòîê îò äåëåíèÿ x íà y,
- MOD(x,y) - öåëàÿ ÷àñòü ïðè äåëåíèè x íà y.

2.4 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �4. Àññèìïòîòè÷åñêèå ìåòî-

äû ðåøåíèÿ ðåêêóðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé íà îñíîâå

îñíîâíîé òåîðåìû î ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ

Íàéäåì àñèìïîòè÷åñêîå âûðàæåíèå TDC(n) äëÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãî-
ðèòìà, ðàáîòàþùåãî ïî îáîùåííîé ñõåìå.
Òåîðåìà Äëÿ ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ

TDC(n) = a TDC

(n
b

)
+O(nd),

ãäå a > 1, b > 1, d > 0 áóäåò âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

TDC(n) =


O(nd), d > logb a,
O(nd log n), d = logb a,
O(nlogb a), d < logb a.

(2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî
1. Ñ÷èòàåì ÷òî n ñòåïåíü b
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2. Äåðåâî âûçîâîâ ðåêóðñèâíîãî âûçîâà ñîäåðæèò logb n óðîâíåé. Êàæäûé
k- óðîâåíü ñîäåðæèò ak ïîäçàçàäà÷ ðàçìåðîì

(
n
bk

)
3. ×èñëî îïåðàöèé êîòîðîå íåîáõîäèìî íà ýòîò óðîâíü ðàâíî

tk = ak ×O
( n
bk

)d
= O(nd)

( a
bd

)k
4.Ïîñëåäîâàåëüíîñòü tk ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ îò-
íîøåíèåì

(
a
bd

)
, ïðè÷åì t0 = O(nd), tlogb n = O(nlogb a)

5. Îöåíêà ñóììû ãåîìåòðè÷åñêðé ïðîãðåññ çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ
(
a
bd

)
6. Åñ-

ëè îòíîøåíèå ìåíüøå 1, òî ñóììó ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç åãî ïåðâûé ÷ëåí
O(nd)
7. Åñëè îòíîøåíèå áîëüøå 1, òî ñóììó ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç åãî ïîñëåäíèé
÷ëåí O(nlogb a)
8. Åñëè îòíîøåíèå ðàâíî 1, òî âñå logb n ÷ëåíî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû
îòêóäà ñóììà áóäåò ðàâíà

O(nd log n)

Óïðàæíåíèÿ
Ðåøèòü ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ:
1. T (n) = T (n/2) + n3.

2. T (n) = T (9n/10) + n.

3. T (n) = 7T (n/3) + n2.

4. T (n) = 7T (n/2) + n2.

5. T (n) = T (n− 3) + n.

6. T (n) = T (
√
n) + 1.

7. T (n) = 2T (n− 1) + n2

2.5 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �5. Ìåòîä Àêððà-Áàçè

Ìåòîä Àêððà-Áàçè ðàñøèðÿåò ìåòîä ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé è
îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåîðåìå
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Òåîðåìà Ïóñòü äàíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

T (x) =

{
Θ(1), 1 6 x 6 x0,∑k

i=1 ai T (bi x) + g(x), x > x0,

ãäå
1. x > 1 äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
2. x0 êîíñòàíòà, òàêàÿ ÷òî x0 > 1/bi è x0 > 1/(1− bi) äëÿ 1 6 i 6 k,
3. ai > 0 - êîíñòàíòà äëÿ 1 6 i 6 k.
4. bi ∈ [0, 1] êîíñòàíòà äëÿ 1 6 i 6 k.
5. k > 1 êîíñòàíòà. 6. g(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà, ò.å. èìåþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c1

è c2 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

c1 g(x) 6 g(u) 6 c2 g(x),

äëÿ âñåõ x > x0 è u ∈ [x bi, x].
È äàíî p äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∑k
i=1 a b

p =
1.
Òîãäà

T (x) = Θ

(
xp
(

1 +

∫ x

1

g(u)

up+1
du

))
.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð
Ïóñòü äàíî

T (x) = 2T (x/4) + 3T (x/6) + Θ(x log x),

k = 2, a1 = 2, a2 = 3, b1 = 1/4, b2 = 1/6,
âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ äëÿ 1-6. Îïðåäåëÿåì êîíñòàíòó p.

k∑
i=1

a bp = 2/4p + 3/6p = 1.

Îòêóäà p = 1. Òîãäà∫ x

1

g(u)

up+1
du =

∫ x

1

g(u)

u2
du =

log(x)2

2
.

T (x) = Θ(x(1 +
log(x)2

2
) = T (x) = Θ(x log(x)2).

Óïðàæíåíèÿ
Ðåøèòü ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ:
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1. T (x) = 2T (x/2) + 8/9T (3x/4) + Θ(x2/ log x).

2. T (x) = T (x/2) + Θ(log x).

3. T (x) = 1/2T (x/2) + Θ(1/x).

4. T (x) = 4T (x/2) + Θ(x).

2.6 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �6. Ðåøåíèå ðåêóððåíòíûõ

ñîîòíîøåíèé ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

Ïóñòü çàäàíû äâå ôóíêöèè H(x) : N → R è G(x1, x2, . . . , xk, xk+1) : R→ R.
Òîãäà ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå

T (n) =


0, n < 0,
H(n), n 6 n0,

G(T (n− 1), T (n− 2), . . . , T (n− k), n), n > n0,

ãäå n ∈ N , n0 ∈ N - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ïðåäñòàâëåííàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ T (n) çàäàåò íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷èñåë T (0), T (1), . . . , T (n), . . .. Ïîñòðîèì ñòåïåííîé ðÿä ñëåäóþùåãî
âèäà:

T (x) = T (0) + T (1)x+ T (2)x2 + . . .+ T (n)xn + . . .

Â íàøåì ñëó÷àå, ïåðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé, à èìååò çíà÷åíèå T (n).
Òîãäà T (x) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T (0), T (1), . . . , T (n), . . ..
Íàéäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 1, . . . , 1, . . ., çû-
ïèøåì

A(x) = 1 + x+ x2 + . . .+ xn + . . .

A(x) = 1 + x(1 + x+ x2 + . . .+ xn + . . .)

A(x) = 1 + xA(x).

A(x) =
1

1− x
.

Òåïåðü åñëè ïðîäèôôåðåíöèèðóåì A(x) ïîëó÷èì

1

(1− x)2
= 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1 + . . .
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åñëè ïðîèíòåãðèðóåì A(x), òî ïîëó÷èì

log

(
1

1− x

)
= x+

1

2
x2 + . . .+

1

n
xn + . . .

Äàäèì îïðåäåëåíèå ñòåïåíè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

A(x)k =
∑
n>k

A(n, k)xn.

Íàïðèìåð, A(x) = 1 + x íà îñíîâå áèíîìà Íüþòîíà ìîæíî çàïèñàòü

A(x)k = (1 + x)k =
∑
n>0

(
k

n

)
xn.

Ñòåïåíè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü â âûïîëíåíèè
îïåðàöèé îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êîìïîçèöèè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé,
îáðàòíîé è âçàèìíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèé, ðåøåíèè ðÿäà ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ìàíèïóëèðîâàíèÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è èõ ñòå-
ïåíåé ââåäåì îïåðàöèþ è èçâëå÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Ïóñòü èìååòñÿ A(x) =∑

n>0 a(n)xn è A(x)k =
∑

n>0A(n, k)xn òîãäà èçâëå÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðè
ñòåïåíè xn çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

a(n) = [xn]A(x),

à äëÿ ñòåïåíè
A(n, k) = [xn]A(x)k,

2.7 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �7. Ïîëó÷åíèå ÿâíîãî âûðà-

æåíèÿ íà îñíîâå êîìïîçèöèè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-

öèé

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíà ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèè T (x) = R(F (x)), ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå êîìïîçèöèè ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé. Òîãäà

T (n) =
n∑

k=0

F∆(n, k)r(k), (2.2)

ãäå F∆(n, k) = [xn]F (x)k, r(k) = [xk]R(x)
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2.7.1 Ïðèìåð �1

Ïóñòü èìååòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà

T (n) =


0, n < 0,
1, n = 0,
2T (n− 1) + T (n− 2), n > 0.

Òîãäà ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèè âèäà

T (x) = 1 + 2xT (x) + x2T (x).

Îòêóäà

T (x) =
1

1− 2x− x2

Ïðåäñòàâèì T (x) = R(F (x)) - êîìïîçèöèåé ôóíêöèé R(x) = 1
1−x è F (x) =

2x+ x2.

F (x)k =
∑
n>k

(
k

n− k

)
22 k−n xn.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.2) äëÿ êîìïîçèöèè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïîëó÷èì
ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ T (n)

T (n) =
n∑

k=0

(
k

n− k

)
22k−n

2.7.2 Ïðèìåð �2

Ïóñòü èìååòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà

T (n) =


0, n < 0,
1, n = 0,
T (n− 1) + 3T (n− 2) + 2T (n− 3), n > 0.

Òîãäà ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèè âèäà

T (x) = 1 + xT (x) + 3 x2 T (x) + 2 x3 T (x).

Îòêóäà

T (x) =
1

1− x− 3x2 − 2x3
.
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Ïðåäñòàâèì T (x) = R(F (x)) - êîìïîçèöèåé ôóíêöèé R(x) = 1
1−x è F (x) =

x + 3x2 + 2x3. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåíåé ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé ïîëó÷èì

F (x)k =
∑
n>k

k∑
j=0

(
j

n− k − j

)(
k

j

)
3−n+k+2 j 2n−k−j xn.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.2) äëÿ êîìïîçèöèè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïîëó÷èì
ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ T (n)

T (n) =
n∑

k=0

k∑
j=0

(
j

n− k − j

)(
k

j

)
3−n+k+2 j 2n−k−j.

Çàäàíèå
Ðåøèòü ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ:

1 T (n) =

{
1, n = 0,
T (n− 1) + 3T (n− 2), n > 0.

2 T (n) =

{
2, n = 0,
T (n− 1) + 2T (n− 2), n > 0.

3 T (n) =

{
1, n = 0,
3/4T (n− 1) + 5T (n− 2), n > 0.

4 T (n) =

{
1, n = 0,
2T (n− 1) + 3T (n− 2) + T (n− 3), n > 0.

5 T (n) =

{
2, n = 0,
3T (n− 1) + 2T (n− 2) + 2T (n− 3), n > 0.

6 T (n) =

{
1, n = 0,
3/2T (n− 1) + 2T (n− 2) + 1/2T (n− 3), n > 0.

7 T (n) =

{
1, n = 0,
T (n− 1) + 2T (n− 2) + T (n− 3) + T (n− 4), n > 0.

8 T (n) =

{
1, n = 0,
2T (n− 1) + 3T (n− 2) + 4T (n− 3) + T (n− 4), n > 0.

9 T (n) =

{
2, n = 0,
2T (n− 1) + 3T (n− 2) + 4T (n− 3) + T (n− 4), n > 0.

10 T (n) =

{
1, n = 0,
2T (n− 1) + 3T (n− 2) + 4T (n− 3) + 1/2T (n− 4), n > 0.

2.8 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �8. Ðåøåíèå ðåêóðåíòíûõ

óðàâíåíèé íà îñíîâå óðàâíåíèé âèäà T (x) = xR(T (x))

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà T (x) = xR(T (x)), ãäå R(0) 6=
0. Òàêèå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíâåðñíîé òåî-
ðåìû Ëàãðàíæà, ñîãëàñíî êîòîðîé äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà U(x) óäîâëåòâîðÿþ-
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ùåìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

U(x) = xF (U(x))

ãäå F (x) - ñòåïåííîé ðÿä, ó êîòîðîãî F (0) 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

[xn]U(x)k =
k

n
[xn−k]F (x)n.

Çäåñü çàïèñü âûðàæåíèÿ [xn]U(x)k îçíà÷àåò èçâëå÷åíèå êîýôôèöèåíòû ïðè
xn ó ñòåïåíè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè U(x)k.

Íàïðèìåð, íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A(x) =
(

1
1−x
)k

äëÿ
ýòîãî ðåøèì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

B(x) = x(1 +B(x))

[xn]B(x)k =
k

n
[xn−k]F (x)n,

ãäå F (x) = 1 + x

F (x)k =
∑
n>0

(
k

n

)
.

Òîãäà

B(n, k) =
k

n

(
n

n− k

)
=

(
n− 1

n− k

)
Îòêóäà

A(x)k =

(
B(x)

x

)k

=
∑
n>0

(
n+ k − 1

k

)
Ðàññìîòðèì òåïåðü íàõîæäåíèå ÿâíîãî âûðàæåíèå äëÿ ðåêêóðåíòíîãî ñîîò-
íîøåíèèÿ âèäà

T (n) =


0, n < 0,
1, n = 0,

T (n− 1) +
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1), n > 0.

Çàïèøåì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ T (x), çàìåòèì, ÷òî

xT (x)2 =
∑
n>0

n−1∑
i=0

T (i)T (n− i− 1)xn.

Òîãäà
T (x) = 1 + xT (x) + xT (x)2
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Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà x, ñäåëàåì çàìåíó xT (x) = B(x) ïåðå-
ãðóïïèðîâêó, ïîëó÷èì

B(x) = x
1 +B(x)

1−B(x)
äëÿ ýòîãî íàéäåì

R(x) =

(
1 + x

1− x

)k

=
∑
n>0

B(n, k)xn

(
1 + x

1− x

)k

= (1 + x)k
1

(1− x)k

Îòêóäà

R(n, k) =
n∑

i=0

(
k

i

)(
n+ k − i− 1

n− i

)
Òîãäà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà

B(n, k) =
k

n
R(n− k, n) =

k

n

n−k∑
i=0

(
n

i

)(
2n− k − i− 1

n− k − i

)
Îòêóäà èñêîìîå ÿâíîå âûðàæåíèå ðàâíî

T (n) = B(n+ 1, 1) =
1

n+ 1

n∑
i=0

(
n+ 1

i

)(
2n− i
n− i

)
.

Çàäàíèå
Ðåøèòü ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ:

� Ðåêóðåíòíîå âûðàæåíèå

1 T (n) =

{
1, n = 0,

T (n− 1) + 2
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1), n > 0.

2 T (n) =

{
1, n = 0,

3T (n− 1) +
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1), n > 0.

3 T (n) =

{
2, n = 0,

T (n− 1) + 3
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1), n > 0.

4 T (n) =

{
1, n = 0,

T (n− 1) +
∑n−2

i=0 T (i)T (n− i− 2), n > 0.

5 T (n) =

{
1, n = 0,

T (n− 1) + 2
∑n−2

i=0 T (i)T (n− i− 2), n > 0.

6 T (n) =

{
2, n = 0,

T (n− 1) + 2
∑n−2

i=0 T (i)T (n− i− 2), n > 0.

7 T (n) =

{
1, n = 0,

T (n− 1) + 1
2

∑n−2
i=0 T (i)T (n− i− 2), n > 0.
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2.9 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �9. Ðåøåíèå ðåêóðåíòíûõ

óðàâíåíèé íà îñíîâå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

âèäà R(T (x)) = F (x)

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü äàíî ðåêððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà

T (n) =


0, n < 0,
1, n = 0,

T (n− 1) +
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1) + n, n > 0.

Íàéäåì ÿâíîå âûðæåíèå äëÿ T (n). Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ðåêóððåíòíîå âû-
ðàæåíèå ïîõîæå íà âûðàæåíèå èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, îòëè÷àåòñÿ ëèøü
ïðèñûòñâèåì ñëàãàåìîãî n. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1, 2, 3, . . . , n, . . . èìååò âûðàæåíèå

x

(1− x)2
.

Îòêóäà ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå â äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

T (x) = 1 + xT (x) + xT (x)2 +
x

(1− x)2
.

Äàëåå óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà x, è ïðîèçâåäåì çàìåíó
xT (x) = B(x). Ïîëó÷èì

B(x)− xB(x)−B(x)2 = x+
x2

(1− x)2
.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü êàê êîìïîçèöèþ äâóõ ôóíêöèé

S(x,B(x)) = x+
x2

(1− x)2

, ãäå
S(x, y) = y − x y − y2 = y (1− x− y).

Îòêóäà

B(x) = S−1

(
x, x+

x2

(1− x)2

)
,

ãäå S−1(x, y) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ S(x, y) è

S(x, S−1(x, y)) = y.
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Òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ S−1(x, y). Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ëàãðàíæà (ñì. âûøå). Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ñòå-
ïåíè âçàèñíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè S(x, y)(

y

S(x, y)

)k

=

(
1

1− x− y

)k

.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ñòåïåíè êîìïîçèöèè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-
öèé (

1

1− x

)k

=
∑
n>0

(
n+ k − 1

n

)
xn.

è

(x+ y)k =
∑
n

∑
m

δ(k, n+m)

(
n+m

n

)
xn ym.

Îòêóäà(
1

1− x− y

)k

=
∑
n

∑
m

n+m∑
j=0

δ(j, n+m)

(
n+m

m

)(
j + k − 1

j

)
xn ym.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì(
y

S(x, y)

)k

= s(n,m, k)xn ym.

, ãäå

s(n,m, k) =
∑
n

∑
m

=

(
n+m

m

)(
n+m+ k − 1

n+m

)
.

Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ëàãðàíæà áóäåì èìåòü

s−1(n,m, k) =
k

m
s(n,m− k,m) =

k

m

(
n+m− k
m− k

)(
n+ 2m− k − 1

n+m− k

)
Ïðè k = 1 áóäåì èìåòü êîýôôèöèåíòû îáðàòíîé ôóíêöèè

S−1(x, y) =
∑
n

∑
m

1

m

(
n+m− 1

m− 1

)(
n+ 2m− 2

n+m− 1

)
xn ym.

Òåïåðü íàéäåì êîýôôèöèåíòû äëÿ(
x+

x2

(1− x)2

)k

=
∑
n>k

u(n, k)xn.
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Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ôóíêöèé (1 + x) è x
(1−x)2 çíàÿ ÷òî

(
1

(1− x)2
)k =

∑
n>0

(
n+ 2k − 1

n

)
.

Îòêóäà (
x

(1− x)2

)k

=
∑
n>0

(
n+ k − 1

n− k

)
.

Òîãäà êîìïîçèöèÿ(
1 +

x

(1− x)2

)k

=
∑
n

n∑
j=0

(
n+ j − 1

n− j

)(
k

j

)
xn

Îòêóäà (
x+

x2

(1− x)2

)k

=
n−k∑
j=0

(
k

j

)(
n− k + j − 1

n− k − j

)
.

(
n+m−1
m−1

) (
n+2m−2
n+m−1

)
m

δ0,i

n−m∑
j=0

(
m

j

)(
n−m+ j − 1

n−m− j

)
.

n∑
i=0

n−i∑
k=1

(
k+i−1
k−1

) (
2 k+i−2
k+i−1

) ∑n−k−i
j=0

(
k
j

) (
n−k+j−i−1
n−k−j−i

)
k

.

Çàäàíèå
Ðåøèòü ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ:
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� Ôîðìóëà

1 T (n) =

{
1, n = 0,

2T (n− 1) +
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1) + n, n > 0.

2 T (n) =

{
1, n = 0,

T (n− 1) + 3
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1) + n, n > 0.

3 T (n) =

{
1, n = 0,

T (n− 1) +
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1) + 1, n > 0.

4 T (n) =

{
1, n = 0,

T (n− 1) +
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1) + (−1)n, n > 0.

5 T (n) =

{
1, n = 0,

T (n− 1) +
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1) + 1/n, n > 0.

6 T (n) =

{
1, n = 0,

T (n− 1) +
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1) + 1/n!, n > 0.

7 T (n) =

{
1, n = 0,

T (n− 1) +
∑n−1

i=0 T (i)T (n− i− 1) + (1 + (−1)n)/2, n > 0.

2.9.1 Ïðèìåð �1

Ïóñòü äàíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà

T (n) =


0, n < 0,
1, n = 0,∑n−1

i=0 T (i) (1 + T (n− i− 1)), n > 0.

T (x) = 1 +
xT (x)

1− x
+ xT (x)2.

xT (x) = x+
x2 T (x)

1− x
+ x2 T (x)2.

B(x) =
x

1−B(x)

(
1 +

B(x)

1− x

)
.

B(x, y) =
x

1−B(x, y)

(
1 +

B(x, y)

1− y

)
.

G(x, y) =
1

1− x

(
1 +

x

1− y

)
.

(
x

1− y

)k

=
∑
n

∑
m

δ(n, k)

(
m+ k − 1

m

)
xn ym.

G(x, y)k =
∑
n

∑
m

g(n,m, k)xn ym.

g(n,m, k) =
n∑

i=0

(
k

i

)(
m+ i− 1

m

)(
n+ k − i− 1

n− i

)
.
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B(x, y) = xG(B(x, y), y).

b(n,m, k) =
k

n
g(n− k,m, n) =

k

n

n−k∑
i=0

(
m+ i− 1

m

)(
n

i

)(
2n− k − i− 1

n− k − i

)
.

b(n,m, 1) =
1

n

n−1∑
i=0

(
m+ i− 1

m

)(
n

i

)(
2n− i− 2

n− i− 1

)
.

n∑
j=0

1

j + 1

j∑
i=0

(
j + 1

i

)(
2 j − i
j − i

)(
n− j + i− 2

n− j − 1

)
.

2.9.2 Ïðèìåð �2

Ïóñòü äàíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà

T (n) =


0, n < 0,
1, n = 0,

T (n− 1)− T (n− 2) +
∑n−2

i=0 T (i)T (n− i− 2) + (−1)n, n > 0.

T (x) = 1 + x2 T 2(x)− x2 T (x) + xT (x)− x

x+ 1
.

T (x) =
−
√
x6 − 2x3 − 4x2 + 1 + x3 + 1

2x3 + 2x2
.

x T (x) = x3 T 2(x)− x3 T (x) + x2 T (x) +
x

x+ 1

B(x)− xB(x)2 + x2B(x)− xB(x) =
x

x+ 1
.

S(x,B(x)) =
x

x+ 1
,

S(x, y) = y − x y2 + x2 y − x y.

y

S(x, y)
=

1

1− x y + x2 − x

B(x) = S−1

(
x,

x

x+ 1

)
.

(x− x2)k =

(
k

n− k

)
(−1)n−k .

(
1

1− x− y

)k

=
∑
n

∑
m

(
n+m

m

)(
n+m+ k − 1

n+m

)
xn ym.
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(
1

1− x+ x2 − y

)k

=
∑
n

∑
m

n∑
j=0

(
j

n− j

)
(−1)n−j

(
j +m

m

)(
j +m+ k − 1

j +m

)
xn ym.

(
1

1− x+ x2 − x y

)k

=
∑
n

∑
m

n−m∑
j=0

(
j

n−m− j

)
(−1)n−m−j

(
j +m

m

)(
j +m+ k − 1

j +m

)
xn ym

S−1(x, y)k =
k

m
s(n,m− k,m),

ãäå

s(n,m, k) =
n−m∑
j=0

(
j

n−m− j

)
(−1)n−m−j

(
j +m

m

)(
j +m+ k − 1

j +m

)
.

Îòêóäà

s−1(n,m, k) =
k

m

n−m+k∑
j=0

(
j

n−m+ k − j

)
(−1)n−m+k−j

(
j +m− k
m− k

)(
j + 2m− k − 1

j +m− k

)
.

s−1(n,m, 1) =
1

m

n−m+k∑
j=0

(
j

n−m+ 1− j

)
(−1)n−m+1−j

(
j +m− 1

m− 1

)(
j + 2m− 2

j +m− 1

)
.

(
x

1 + x

)k

=
∑
n

(
n− 1

n− k

)
(−1)n−kxn.

B(x) = S−1

(
x,

x

x+ 1

)
.

T (n) =
n∑

i=0

n−i∑
k=1

(
n− i− 1

n− k − i

)
1

k

i−k+1∑
j=0

(
j

i− k − j + 1

)(
k + j − 1

k − 1

)(
2 k + j − 2

k + j − 1

)
(−1)n−j−1.

2.10 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �10. Ðåøåíèå çàäà÷ òåîðèè

ãðàôîâ

Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè: çàìåíà îáîðóäîâàíèÿ, ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèÿ
äâèæåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ, ðàçìåùåíèå ïóíêòîâ ñêîðîé ïîìîùè, ðàç-
ìåùåíèå òåëåôîííûõ ñòàíöèé. Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå: àíàëèç ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êîììóíèêàöèîííîé ñåòè, îðãàíèçàöèÿ äâèæåíèÿ â äè-
íàìè÷åñêîé ñåòè, îïòèìàëüíûé ïîäáîð èíòåíñèâíîñòåé âûïîëíåíèÿ ðàáîò,
çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè ðàáîò.

Çàäàíèå
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1. Èçó÷èòü ðàçäåëû òåîðèè ãðàôîâ, ïîñâÿùåííûå ïåðååñèñëåííûì çàäà-
÷àì.

2. Âûáðàòü ïðåäìåòóþ îáëàñòü äëÿ çàäà÷ î êðàò÷àéøåì ïóòè è ìàêñè-
ìàëüíîì ïîòîêå.

3. Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô è èçó÷èòü åãî ñâîéñòâà.

4. Ðàçðàáîòàòü èëè âûáðàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

5. Ðåàëèçîâàòü â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.

6. Ïðåäñòàâòü îò÷åò.

2.11 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �11. Ðåøåíèå çàäà÷ òåîðèè

ãðàôîâ

Çàäà÷à îá óïàêîâêàõ è ïîêðûòèÿõ: îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû ÏÇÓ (ïîñòîÿí-
íîãî çàïîìèíàþùåãî óñòðîéñòâà), ðàçìåùåíèå äèñïåò÷åðñêèõ ïóíêòîâ ãî-
ðîäñêîé òðàíñïîðòíîé ñåòè.
Ðàñêðàñêà â ãðàôàõ: ðàñïðåäåëåíèå ïàìÿòè â êîìïüþòåðå, ïðîåêòèðîâàíèå
ñåòåé òåëåâèçèîííîãî âåùàíèÿ.
Ñâÿçíîñòü ãðàôîâ è ñåòåé: ïðîåêòèðîâàíèå êðàò÷àéøåé êîììóíèêàöèîííîé
ñåòè, ñèíòåç ñòðóêòóðíî-íàäåæíîé ñåòè öèðêóëÿöèîííîé ñâÿçè, àíàëèç íà-
äåæíîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ñåòåé ñâÿçè.

Çàäàíèå

1. Èçó÷èòü ðàçäåëû òåîðèè ãðàôîâ, ïîñâÿùåííûå ïåðååñèñëåííûì çàäà-
÷àì.

2. Âûáðàòü ïðåäìåòóþ îáëàñòü äëÿ çàäà÷ îá óïàêîâêàõ (ïîêðûòèÿõ) è
ñâÿçíîñòè ñåòåé.

3. Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô è èçó÷èòü åãî ñâîéñòâà.

4. Ðàçðàáîòàòü èëè âûáðàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

5. Ðåàëèçîâàòü â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.

6. Ïðåäñòàâòü îò÷åò.
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2.12 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �12.Ðåøåíèå çàäà÷ òåîðèè

ãðàôîâ

Èçîìîðôèçì ãðàôîâ è ñåòåé: ñòðóêòóðíûé ñèíòåç ëèíåéíûõ èçáèðàòåëüíûõ
öåïåé, àâòîìàòèçàöèÿ êîíòðîëÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ÁÈÑ.
Èçîìîðôíîå âõîæäåíèå è ïåðåñå÷åíèå ãðàôîâ: ëîêàëèçàöèÿ íåèñïðàâíîñòè
ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ïîèñêà, ïîêðûòèå ñõåìû çàäàííûì íàáîðîì òèïîâûõ
ïîäñõåì.
Àâòîìîðôèçì ãðàôîâ: êîíñòðóêòèâíîå ïåðå÷èñëåíèå ñòðóêòóðíûõ èçîìå-
ðîâ äëÿ ïðîèçâîäíûõ îðãàíè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé, ñèíòåç òåñòîâ öèôðîâûõ
óñòðîéñòâ

Çàäàíèå

1. Èçó÷èòü ðàçäåëû òåîðèè ãðàôîâ, ïîñâÿùåííûå ïåðååñèñëåííûì çàäà-
÷àì.

2. Âûáðàòü ïðåäìåòóþ îáëàñòü äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå çàäà÷ .

3. Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô è èçó÷èòü åãî ñâîéñòâà.

4. Ðàçðàáîòàòü èëè âûáðàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

5. Ðåàëèçîâàòü â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.

6. Ïðåäñòàâòü îò÷åò.

2.13 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �13. Ðåøåíèå çàäà÷ òåîðèè

ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèç: âûâîä öåïî÷êè, îïðåäå-

ëåíèå òèïà ãðàììàòèêè, ïîñòðîåíèå ãðàììàòèê

1. Äàíà ãðàììàòèêà. Ïîñòðîèòü âûâîä çàäàííîé öåïî÷êè.
S → T | T + S| T − S
T → F | F ∗ T
F → a | b
Öåïî÷êà a− b ∗ a+ b

2. Äàíà ãðàììàòèêà. Ïîñòðîèòü âûâîä çàäàííîé öåïî÷êè.
b) S → aSBC | abC
S → aSBC | abC
CB → BC
bB → bb
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bC → bc
cC → cc

Öåïî÷êà aaabbbccc
3. Ïîñòðîèòü âñå ñåíòåíöèàëüíûå ôîðìû äëÿ ãðàììàòèêè ñ ïðàâèëàìè:

S → A+B | B + A
A→ a
B → b

4. Ê êàêîìó òèïó ïî Õîìñêîìó îòíîñèòñÿ äàííàÿ ãðàììàòèêà? Êàêîé ÿçûê
îíà ïîðîæäàåò? Êàêîâ òèï ÿçûêà?

a)
S → APA
P → + | −
A→ a | b

b)
S → aQb | ε
Q→ cSc

c)
S → 1B
B → B0 | 1

d)
S → A | SA | SB
A→ a
B → b

4. Ïîñòðîèòü ãðàììàòèêó, ïîðîæäàþùóþ ÿçûê :
a) L = {anbm|n,m > 1}
b) L = {αcβcγc|αβ γ − ëþáûå öåïî÷êè èç a è b}
c) L = {a1a2 . . . anan . . . a2a1|ai = 0 èëè 1, n > 1}
d) L = {anbm|n 6= m;n,m > 0}
e) L = {öåïî÷êè èç 0 è 1 ñ íåðàâíûì ÷èñëîì 0 è 1}
f) L = {αα|α ∈ {a, b}+}
g) L = {ω|ω ∈ {0, 1}+è ñîäåðæèò ðàâíîå êîëè÷åñòâî 0 è 1, ïðè÷åì ëþáàÿ ïîäöåïî÷êà, âçÿòàÿ ñ ëåâîãî êîíöà, ñîäåðæèò åäèíèö íå ìåíüøå, ÷åì íóëåé}
h) L = {(a2mbm)n|m > 1, n > 0}
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5. Ê êàêîìó òèïó ïî Õîìñêîìó îòíîñèòñÿ äàííàÿ ãðàììàòèêà? Êàêîé ÿçûê
îíà ïîðîæäàåò? Êàêîâ òèï ÿçûêà?

a) S → a | Ba b) S → Ab
B → Bb | b A→ Aa | ba

b) S → 0A1 | 01 d) S → AB
0A→ 00A1 AB → BA
A→ 01 A→ a

B → b

*e) S → A | B *f) S → 0A | 1S
A→ aAb | 0 A→ 0A | 1B
B → aBbb | 1 B → 0B | 1B | ⊥

*g) S → 0S | S0|D *h) S → 0A | 1S | ε
D → DD | 1A | ε A→ 1A | 0B
A→ 0B | ? B → 0S | 1B B → 0A|0

*i) S → SS | A *j) S → AB⊥
A→ a | bb A→ a | cA
B → bA

*k) S → aBA|? *l) S → Ab | c
B → bSA A→ Ba
AA→ c B → cS

2.14 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �14. Ðåøåíèå çàäà÷ òåîðèè

ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèç: ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ, ïîñòðîåíèå ñèíòàêñè÷åñêèõ äåðåâüåâ íèñ-

õîäÿùèìè è âîñõîäÿùèìè ìåòîäàìè

Ïîñòðîèòü ÊÑ-ãðàììàòèêó, ýêâèâàëåíòíóþ ãðàììàòèêå ñ ïðàâèëàìè:
à)

S → aAb
aA→ aaAb
A→ ε

b)
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S → AB | ABS
AB → BA
BA→ AB
A→ a
B → b

Ïîñòðîèòü ðåãóëÿðíóþ ãðàììàòèêó, ýêâèâàëåíòíóþ ãðàììàòèêå ñ ïðàâè-
ëàìè:

à)
S → A | AS
A→ a | bb

b)
S → A.A
A→ B | BA
B → 0 | 1

Äàíà ãðàììàòèêà
S → AB

A→ aB | bS | b
B → AB | Ba
B → AS | b
Ïðåîáðàçóéòå ãðàììàòèêó â ýêâèâàëåíòíóþ ÊÑ-ãðàììàòèêó íå ñîäåðæàùó-
þþ áåñïîëåçíûõ ñèìâîëîâ.

Äàíà ãðàììàòèêà ñ ïðàâèëàìè: a)
S → S0 | S1| D0| D1
D → H.
H → 0 | 1| H0| H1

b)
S → if B then S | B = E
E → B | B + E
B → a | b

Ïîñòðîèòü âîñõîäÿùèì è íèñõîäÿùèì ìåòîäàìè äåðåâî âûâîäà äëÿ öå-
ïî÷êè: a) 10.1001 b) if a then b = a+b+b

33



2.15 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �15. Ðåøåíèå çàäà÷ òåîðèè

ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèç: ïîñòðîåíèå ãðàììàòèêè

äëÿ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííîãî ÿçûêà

Çàäàíèå

1. Âûáðàòü ïðåäìåòíóþ îáëàñòü, íàïðèìåð, øêîëüíàÿ èíôîðìàòèêà, íåêî-
òîðàÿ áèáëèòîòåêà ïðîãðàìì ìîäåëèðîâàíèÿ, êëàññ ìèêðîïðîöåñîîðîâ,
èíñòðóìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà è ò.ä.

2. Ðàçðàáîòàòü ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûé ÿçûê ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷è,
ïðîáëåìû, ïðîãðàììû.

3. Ïñîòðîèòü ãðàììàòèêó è îïðåäåëèòü òèï ÿçûêà.

4. Ïðîâåñòè àíàëèç ÿçûêà ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ òðàíñëÿòîðà èëè èíòåðïðå-
òàòîðà

5. Âûáðàòü ñðåäñòâî ðåàëèçàöèè è ðåàëèçîâàòü.

6. Ïðåäñòàâòü îò÷åò.

2.16 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �16. Îäíîêàíàëüíûå ÑÌÎ

Çàäà÷à 1. Ê ñåðâåðó áàçû äàííûõ ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå â ñðåäíåì 20 ÷å-
ëîâåêà çà 1 ìèíóòó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà 10 ìèíóò çà äàííûìè
îáðàòèòñÿ: à) 40 ðàç, á) íå ìåíåå 30 ðàç.

Çàäà÷à 2. Íà ñåðâåðå èìåþòñÿ äâà CGI-ìîäóëÿ, ðàáîòàþùèõ íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà. Âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíûì çà-
êîíîì. Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû 1-ãî ìîäóëÿ � t1 = 2 ãîäà, 2-ãî �
t2 = 1 ãîä. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà 1,5 ãîäà: à) íå îòêàæåò íè îäèí
èç ìîäóëåé; á) îòêàæåò òîëüêî 2-é ìîäóëü; â) îòêàæóò îáà ìîäóëÿ.

Çàäà÷à 3. Àíàëèç ñåðâåðà ïîêàçàë, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ îòâåòà íà çàïðîñ
ñîñòàâëÿëî 100 ìñ, à ñåðâåð ïîëó÷àë îêîëî 100 çàïðîñîâ â ñåêóíäó. Åñëè
äëÿ êàæäîãî àêòèâíîãî çàïðîñà òðåáóåòñÿ 5 ÊÁ ïàìÿòè, ñêîëüêî ïàìÿòè
íåîáõîäèìî çàðåçåðâèðîâàòü äëÿ ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà çàïðîñîâ â ñèñòåìå?
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2.17 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �17. Ìíîãîêàíàëüíûå ÑÌÎ

Çàäà÷à 1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàáîòà ñåðâåðà ñ n ïîòîêàìè. Åñëè çàíÿòû âñå
n ïîòîêîâ êîëîíêè, òî êëèåíòñêèé çàïðîñ íå âñòàåò â î÷åðåäü îæèäàíèÿ,
à ïîêèäàåò ñåðâåð. Ñðåäíåå âðåìÿ îáðàáîòêè çàïðîñà 3 ñåê. Èíòåíñèâíîñòü
ïîòîêà çàïðîñîâ - 20 åä/ìèí. Íàéòè ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé è
ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ñåðâåðà.

Çàäà÷à 2. Íà íåêîòîðûé ñåðâåð áàç äàííûõ â ñðåäíåì ÷åðåç 5 ìèí ïðèáû-
âàåò çàïðîñ íà îáðàáîòêó. Ñðåäíåå âðåìÿ îáðàáîòêè çàïðîñà ñîñòàâëÿåò 15
ñåê. Îáðàáîòêó âûïîëíÿþò äâà ïðîöåññîðà. Â î÷åðåäè íà îáðàáîòêó ìîæåò
áûòü 5 çàïðîñîâ. Îïðåäåëèòü ïîêàçàòåëè ðàáîòû ÑÌÎ.

2.18 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �18. Ìíîãîêàíàëüíûå ÑÌÎ

Çàäà÷à 1. Êàêîå îïòèìàëüíîå ÷èñëî êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ äîëæíà èìåòü
ÑÌÎ, åñëè èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà çàÿâîê ðàâíà 3, ñðåäíåå ÷èñëî, çàÿâîê îá-
ñëóæåííûõ â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíî 2, øòðàô çà êàæäûé îòêàç ðàâåí 5, à
ñòîèìîñòü ïðîñòîÿ îäíîé ëèíèè ðàâíà 2?

Çàäà÷à 2. Êàêîå îïòèìàëüíîå ÷èñëî êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ äîëæíà èìåòü
ÑÌÎ, åñëè èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà çàÿâîê ðàâíà 3, ñðåäíåå ÷èñëî, çàÿâîê îá-
ñëóæåííûõ â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíî 1, øòðàô çà êàæäûé îòêàç ðàâåí 7, à
ñòîèìîñòü ïðîñòîÿ îäíîé ëèíèè ðàâíà 3?

Çàäà÷à 3. Àíàëèç ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ìàðêîâñêèìè ïîòî-
êàìè òðåáîâàíèé 1. Ñèñòåìà ñ íåñêîëüêèìè ñåðâåðàìè: M/M/m 2.Ñèñòåìà
îáñëóæèâàíèÿ ñ m ñåðâåðàìè ÿâíûìè ïîòåðÿìè: M/M/m/Loss 1.
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3. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ

ïî îðãàíèçàöèè

ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

Öåëüþ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòèçàöèÿ, ðàñøèðåíèå è çà-
êðåïëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé, èñïîëüçîâàíèå ìàòåðèàëà, ñîáðàííîãî è
ïîëó÷åííîãî â õîäå ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîäãîòîâêè ê ëàáîðàòîðíûì ðàáîòàì.
Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîäãîòîâêó ê ïðàêòè÷åñêèì ðà-
áîòàì, ïðîðàáîòêó ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà è ïðîðàáîòêó òåì äèñöèïëèíû,
âûíåñåííûõ íà ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå.

3.1 Ïðîðàáîòêà ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà

Èçó÷åíèå òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè äèñöèïëèí ïðèçâàíî íå òîëüêî óãëóáèòü è çà-
êðåïèòü çíàíèÿ, ïîëó÷åííûå íà àóäèòîðíûõ çàíÿòèÿõ, íî è ñïîñîáñòâîâàòü
ðàçâèòèþ ó àñïèðàíòîâ òâîð÷åñêèõ íàâûêîâ, èíèöèàòèâû è îðãàíèçîâàòü
ñâîå âðåìÿ. Ïðîðàáîòêà ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà âêëþ÷àåò:
• ÷òåíèå ñòóäåíòàìè ðåêîìåíäîâàííîé ëèòåðàòóðû è óñâîåíèå òåîðåòè÷åñêî-
ãî ìàòåðèàëà äèñöèïëèíû;
• çíàêîìñòâî ñ Èíòåðíåò-èñòî÷íèêàìè;
• ïîäãîòîâêó ê ðàçëè÷íûì ôîðìàì êîíòðîëÿ (êîíòðîëüíûå ðàáîòû);
• âûïîëíåíèå êîíòðîëüíûõ ðàáîò;
• ïîäãîòîâêó îòâåòîâ íà âîïðîñû ïî ðàçëè÷íûì òåìàì äèñöèïëèíû â òîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êàêîé îíè ïðåäñòàâëåíû.

Ïëàíèðîâàíèå âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî íà èçó÷åíèå äèñöèïëèí, ñòóäåíòàì
ëó÷øå âñåãî îñóùåñòâëÿòü âåñü ñåìåñòð, ïðåäóñìàòðèâàÿ ïðè ýòîì ðåãó-
ëÿðíîå ïîâòîðåíèå ìàòåðèàëà. Ìàòåðèàë, çàêîíñïåêòèðîâàííûé íà ëåêöèÿõ,
íåîáõîäèìî ðåãóëÿðíî ïðîðàáàòûâàòü è äîïîëíÿòü ñâåäåíèÿìè èç äðóãèõ èñ-
òî÷íèêîâ ëèòåðàòóðû, ïðåäñòàâëåííûõ íå òîëüêî â ïðîãðàììå äèñöèïëèíû,
íî è â ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ. Ïðè èçó÷åíèè äèñöèïëèíû ñíà÷àëà íåîáõî-
äèìî ïî êàæäîé òåìå ïðî÷èòàòü ðåêîìåíäîâàííóþ ëèòåðàòóðó è ñîñòàâèòü
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êðàòêèé êîíñïåêò îñíîâíûõ ïîëîæåíèé, òåðìèíîâ, ñâåäåíèé, òðåáóþùèõ çà-
ïîìèíàíèÿ è ÿâëÿþùèõñÿ îñíîâîïîëàãàþùèìè â ýòîé òåìå äëÿ îñâîåíèÿ ïî-
ñëåäóþùèõ òåì êóðñà. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ çíàíèÿ ïî äèñöèïëèíå ðåêîìåíäóåò-
ñÿ èñïîëüçîâàòü Èíòåðíåò-ðåñóðñû; ïðîâîäèòü ïîèñêè â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ
è èñïîëüçîâàòü ìàòåðèàëû ñàéòîâ, ðåêîìåíäîâàííûõ ïðåïîäàâàòåëåì.

Çàäà÷è, ñòîÿùèå ïåðåä ñòóäåíòîì ïðè ïîäãîòîâêå è íàïèñàíèè êîíòðîëü-
íîé ðàáîòû:
• çàêðåïëåíèå ïîëó÷åííûõ ðàíåå òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé;
• âûðàáîòêà íàâûêîâ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû;
• âûÿñíåíèå ïîäãîòîâëåííîñòè ñòóäåíòîâ ê çà÷åòó.

3.2 Ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå òåì òåîðåòè÷åñêîé ÷à-

ñòè êóðñà

3.2.1 Àëãåáðà

1. Ïîíÿòèå àëãåáðû. Çàìêíóòûå îïåðàöèè. N-àðíûå îïåðàöèè, áèíàðíûå
îïåðàöèè, àðíîñòü îïåðàöèè. Òèï àëãåáðû, ñèãíàòóðà. Ñâîéñòâà áèíàð-
íûõ îïåðàöèé: àññîöèàòèâíîñòü, êîììóòàòèâíîñòü, äèñòðèáóòèâíîñòü
ñëåâà, äèñòðèáóòèâíîñòü ñïðàâà. Äâà âèäà ïðîöåäóð â àëãåáðå: âû÷èñ-
ëåíèå ôîðìóë è ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóë.

2. Èçîìîðôèçì àëãåáð. Ãîìîìîðôèçì àëãåáð. Ïîëóãðóïïà. Åäèíèöà ïî-
ëóãðóïïû. Ìîíîèä. Ãðóïïà. Îáðàòíûé ýëåìåíò. Ñïîñîá çàäàíèÿ (ïî-
ëó)ãðóïï: ñ ïîìîùüþ áèíàðíîé òàáëèöû è ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ.

3. Ðåøåòêà. Íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, íàèáîëüøàÿ íèæíÿÿ ãðàíü. Åäèí-
ñòâåííîñòü ìàêñèìàëüíîãî è åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà.
Åäèíèöà ðåøåòêè è íóëü ðåøåòêè. Ðåøåòêà ïîäìíîæåñòâ ëþáîãî ìíî-
æåñòâà. Ôàêòîð ìíîæåñòâà. Îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîå è àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèÿ ðåøåòêè, èõ ýêâèâàëåíò-
íîñòü. Ñâîéñòâà ðåøåòîê. Áóëåâû ðåøåòêè. Ïîëíûå ðåøåòêè.

3.2.2 Îñíîâû êðèïòîãðàôèè

1. Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ êðèïòîãðàôèè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Êðàòêèé èñòîðè-
÷åñêèé î÷åðê ðàçâèòèÿ êðèïòîãðàôèè. Èñòîðè÷åñêèå ïðèìåðû: øèôð
Öåçàðÿ, êâàäðàò Ïîëèáèÿ, øèôð Âèæåíåðà, øèôð Ñöèòàëà, ðåøåòêà
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Êàðäàíî, êíèæíûé øèôð è äð. Îñíîâíûå ýòàïû ñòàíîâëåíèÿ êðèïòî-
ãðàôèè êàê íàóêè. ×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè îòêðûòûõ ñîîáùåíèé.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îòêðûòûõ ñîîáùåíèé. Êðèòåðèè íà îòêðûòûé
òåêñò. Ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè, ïîäëåæàùåé øèôðîâàíèþ.
Îñîáåííîñòè íåòåêñòîâûõ ñîîáùåíèé. Ïîíÿòèå êîíôèäåíöèàëüíîñòè, öå-
ëîñòíîñòè è íåîòñëåæèâàåìîñòè. Ïàññèâíûå è àêòèâíûå àòàêè ïðîòèâ-
íèêà. Ñèììåòðè÷íûå è àñèììåòðè÷íûå êðèïòîñèñòåìû. Èìèòîñòîéêîñòü.
Ïîíÿòèå àóòåíòèôèêàöèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ñåàíñó, ê êîððåñïîíäåíòàì,
ê èíôîðìàöèè. Ïðåäâàðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êëþ÷åé. Ñõåìû ðàç-
äåëåíèÿ ñåêðåòà. Ñåðòèôèêàöèÿ îòêðûòûõ êëþ÷åé. Ôóíêöèè Öåíòðà
ñåðòèôèêàöèè îòêðûòûõ êëþ÷åé. Èíôðàñòðóêòóðà îòêðûòûõ êëþ÷åé.

2. Îñíîâíûå êëàññû øèôðîâ è èõ ñâîéñòâà Ñîäåðæàíèå òåìû: Ðàçíîâèä-
íîñòè øèôðîâ ïåðåñòàíîâêè: ìàðøðóòíûå, âåðòèêàëüíûå ïåðåñòàíîâ-
êè, ðåøåòêè è ëàáèðèíòû. Êðèïòîàíàëèç øèôðîâ ïåðåñòàíîâêè. Øèô-
ðû çàìåíû. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü øèôðà çàìåíû. Êðèïòîàíàëèç øèô-
ðîâ çàìåíû. Øèôð ãàììèðîâàíèÿ. Òàáëè÷íîå è ìîäóëüíîå ãàììèðîâà-
íèå. Ñëó÷àéíûå è ïñåâäîñëó÷àéíûå ãàììû. Êðèïòîãðàììû, ïîëó÷åí-
íûå ïðè ïîâòîðíîì èñïîëüçîâàíèè êëþ÷à. Àíàëèç êðèïòîãðàìì, ïîëó-
÷åííûõ ïðèìåíåíèåì íåðàâíîâåðîÿòíîé ãàììû. Ñåòü Ôåéñòåëÿ. DES-
àëãîðèòì. Óñëîæíåíèÿ DES-àëãîðèòìà. Ðîññèéñêèé ñòàíäàðò øèôðîâà-
íèÿ ÃÎÑÒ-28147. Ðàçëè÷èÿ ìåæäó DES è ÃÎÑÒ. Øèôð AES. Ðåæèìû
áëî÷íîãî øèôðîâàíèÿ.

3. Õåø-ôóíêöèè. Àñèììåòðè÷íîå øèôðîâàíèå. Öèôðîâàÿ ïîäïèñü Ñîäåð-
æàíèå òåìû: Ôóíêöèè õåøèðîâàíèÿ è öåëîñòíîñòü äàííûõ. Êëþ÷åâûå
ôóíêöèè õåøèðîâàíèÿ. Áåñêëþ÷åâûå ôóíêöèè õåøèðîâàíèÿ. Öåëîñò-
íîñòü äàííûõ è àóòåíòèôèêàöèÿ ñîîáùåíèé. Ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ ñ îò-
êðûòûìè êëþ÷àìè. Øèôðñèñòåìà RSA. Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîãî øèô-
ðîâàíèÿ.Øèôðñèñòåìà Ýëü-Ãàìàëÿ. Îáùèå ïîëîæåíèÿ. Öèôðîâûå ïîä-
ïèñè íà îñíîâå øèôðñèñòåì ñ îòêðûòûìè êëþ÷àìè. Öèôðîâàÿ ïîäïèñü
Ôèàòà-Øàìèðà. Öèôðîâàÿ ïîäïèñü Ýëü-Ãàìàëÿ. Ñòàíäàðòû öèôðîâîé
ïîäïèñè.

4. Èäåíòèôèêàöèÿ. Óãðîçû ñõåìå èäåíòèôèêàöèè ñ ôèêñèðîâàííûì ïàðî-
ëåì. Ìåòîäû õðàíåíèÿ ïàðîëåé â ñèñòåìå. Óãðîçû ïðè õðàíåíèè ïàðîëÿ
â ñèñòåìå â øèôðîâàííîì âèäå. Ïðàâèëà ñîñòàâëåíèÿ ïàðîëåé. Óñëîæ-
íåíèå ïðîöåäóðû ïðîâåðêè êëþ÷åé. ¾Ïîäñîëåííûå¿ êëþ÷è. Ïàðîëüíûå
ôðàçû, êàê îíè õðàíÿòñÿ â ñèñòåìå. Òîòàëüíûé ïåðåáîð êëþ÷åé. Àòàêà
ñî ñëîâàðåì. 3 ñõåìû èñïîëüçîâàíèÿ îäíîðàçîâûõ êëþ÷åé. Îäíîðàçî-
âûå ïàðîëè íà îñíîâå îäíîíàïðàâëåííîé ôóíêöèè. Ïîíÿòèå ¾ñèëüíîé¿
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èäåíòèôèêàöèè. Öåëü èñïîëüçîâàíèÿ ìåòêè âðåìåíè è óíèêàëüíàÿ ìåò-
êà ñîîáùåíèÿ â ïðîòîêîëàõ àóòåíòèôèêàöèè. Ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìåòêè âðåìåíè. Çàïðîñ-îòâåò ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèììåò-
ðè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Èäåíòèôèêàöèÿ íà îñíîâå àñèììåòðè÷íîãî øèô-
ðîâàíèÿ. Îäíîñòîðîííÿÿ è âçàèìíàÿ èäåíòèôèêàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ÖÏ è âðåìåííûõ ìåòîê. Îäíîñòîðîííÿÿ èäåíòèôèêàöèÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ÖÏ è ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Îáùèå ïîíÿòèÿ. Èäåè, ëåæàùèå â îñíîâå
ïðîòîêîëîâ ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì. Ïðîòîêîë Ôèàòà-Øàìèðà. Âåðî-
ÿòíîñòü îáìàíà â ïðîòîêîëå Ôèàòà-Øàìèðà.

5. Ïðîòîêîëû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé. Îäíîñòîðîííÿÿ ïåðåäà÷à êëþ÷åé ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñèììåòðè÷íîãî øèôðîâàíèÿ è õåøèðîâàíèÿ. Äâóñòî-
ðîííèé ïðîòîêîë ïî âûðàáîòêå êëþ÷à. Áåñêëþ÷åâîé ïðîòîêîë Øàìèðà
(ïåðåäà÷à êëþ÷à). Ïðîòîêîë ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Íèäõåìà-Øðåäåðà
ñ èñïîëüçîâàíèåì Öåíòðà. Áàçîâûé ïðîòîêîë è ïîëíûé ïðîòîêîëû Kerberos.
Îäíîøàãîâûé ïðîòîêîë ïåðåäà÷è êëþ÷à ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìì-ãî
øèôðîâàíèÿ. Âçàèìíàÿ àóòåíòèôèêàöèÿ è âûðàáîòêà îáùåãî êëþ÷à ïî
Íèäõåìó-Øðåäåðó. 3 òèïà ïðîòîêîëîâ àóòåíòèôèöèðîâàííîé ïåðåäà÷è
êëþ÷åé. Ïðîòîêîë ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Äèôôè-Õåëëìàíà. Ïðîòîêî-
ëû STS (station-to-station) è MTI. Òðèâèàëüíûé ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ
êëþ÷åé äëÿ êîíôåðåíöñâÿçè. Àíàëîã ïðîòîêîëà Ä-Õåëëìàíà äëÿ òðåõ
ó÷àñòíèêîâ. Ïðîòîêîë ôîðìèðîâàíèÿ îáùåãî êëþ÷à äëÿ êîíôåðåíöñâÿ-
çè Áóðìåéñòåðà-Äåñìåäòà. Ñóòü ñõåì ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
êëþ÷åé. Ñõåìà ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Áëîìà. ñóòü ñõåìû ðàçäåëåíèÿ
ñåêðåòà. Ïðîñòåéøàÿ ñõåìà. 2 íàçíà÷åíèÿ ñõåìû ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà.
(n, t)-ïîðîãîâàÿ ñõåìà ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà Øàìèðà.

6. Óïðàâëåíèå êëþ÷àìè. Â ÷åì ñîñòîèò óïðàâëåíèå êëþ÷àìè. Öåëü óïðàâ-
ëåíèÿ êëþ÷àìè. ×òî îïðåäåëÿåò ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè â óïðàâëåíèè
êëþ÷àìè. Ðàçäåëåíèå êëþ÷åé ïî óðîâíÿì. Öåëü óìåíüøåíèÿ ñðîêîâ
äåéñòâèÿ êëþ÷à. Êëàññèôèêàöèÿ êëþ÷åé ïî ñðîêàì äåéñòâèÿ. Òðåáî-
âàíèÿ ê äëèòåëüíîñòè õðàíåíèÿ êëþ÷åé. Æèçíåííûé öèêë êëþ÷åé. Ðå-
ãèñòðàöèÿ è óñòàíîâêà êëþ÷åé. Çàìåíà êëþ÷à, àðõèâèðîâàíèå. Óíè÷òî-
æåíèå è âîññòàíîâëåíèå êëþ÷åé. Îòìåíà êëþ÷åé. Ôóíêöèè òðåòüåé äî-
âåðåííîé ñòîðîíû Îïèñàíèå ôóíêöèé ñåðâåðà èìåí àáîíåíòîâ è ñåð-
òèôèêàöèîííîãî öåíòðà. Îïèñàíèå ôóíêöèé êëþ÷åâîãî ñåðâåðà è öåí-
òðà óïðàâëåíèÿ êëþ÷àìè. Ôóíêöèè öåíòðà óñòàíîâêè âðåìåííûõ ìåòîê.
Ôóíêöèè öåíòðà íîòàðèçàöèè.

7. Ïðàêòè÷åñêèå êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðîòîêîëû. Ïîíÿòèå âèðòóàëüíàÿ ÷àñò-
íàÿ ñåòü (VPN). Ïðîòîêîëû PPTP è MPPE. Ïðîòîêîëû IPSec, AH, ESP,
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ISAKMP, Oakley. Ñòåê ïðîòîêîëîâ SSL/TLS.

3.2.3 Ñåòè Ïåòðè

1. Ñåòü Ïåòðè. Îïðåäåëåíèå, ôîðìàëüíîå çàäàíèå, ãðàô ñåòè Ïåòðè, îïè-
ñàíèå ðàáîòû ñåòè Ïåòðè. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñåòè Ïåòðè, ñâîáîäíûé ÿçûê ñåòè Ïåòðè, ãðàô ðàçìåòîê, òåîðåìà î ñâî-
áîäíûõ ÿçûêàõ ñåòè ñ ðàçëè÷íîé íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé. Ìàòðèöà èí-
öèíäåíòíîñòè ñåòè, âåêòîð Ïàðèõà, ëåììû î äîñòèæèìîé ðàçìåòêå è
ðàçáèåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðàáàòûâàíèé îðäèíàðíîé ñåòè.

2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñåòåé Ïåòðè è èõ àíàëèç. Ïîíÿòèå î ÿçûêàõ ñåòè
Ïåòðè. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñåòåé Ïåòðè, îãðàíè÷åííîñòü, áåçîïàñíîñòü,
æèâîñòü, óñòîé÷èâîñòü. Àíàëèç îãðàíè÷åííîñòè ñåòè, òåîðåìà î ïîêðû-
âàþùåì äåðåâå. Òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû îãðàíè÷åííîñòè ñå-
òè Ïåòðè, àíàëèç îãðàíè÷åííîñòè ìåñòà. Àíàëèç ñâîéñòâ ïîòåíöèàëü-
íîé æèâîñòè ïåðåõîäîâ, áåçîïàñíîñòè ñåòåé, t-òóïèêîâîñòè ðàçìåòêè,
R-âêëþ÷åíèÿ è R-ýêâèâàëåíòíîñòè, äîñòèæèìîñòè è æèâîñòè. Ïîìå-
÷åííûå ñåòè è êëàññû ÿçûêîâ ñåòåé Ïåòðè, ñîîòíîøåíèÿ êëàññîâ ÿçû-
êîâ ñåòåé Ïåòðè. Òåîðåìà î ñîîòíîøåíèÿõ êëàññîâ ÿçûêîâ ïîìå÷åííûõ
ñåòåé.

3. Ýëåìåíòàðíûå ñåòåâûå ñèñòåìû è îðäèíàðíûå ñåòè Ïåòðè. Ýëåìåíòàð-
íûå ñåòåâûå ñèñòåìû. Âèäû ýêâèâàëåíòíîñòåé, òåîðåìà î ¾ñâîéñòâå ðîì-
áà¿. Ñâîáîäíûå îò êîíòàêòîâ ÝÑÑ. Ïðåîáðàçîâàíèå ÝÑÑ â ñâîáîäíóþ îò
êîíòàêòîâ. Îðäèíàðíûå ñåòè Ïåòðè. Æèâîñòü ÎÑÏ, ñâÿçíîñòü è ñèëü-
íàÿ ñâÿçíîñòü ÎÑÏ. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîëüíîé ñåòè Ïåòðè â îðäè-
íàðíóþ, òåîðåìà î ñîõðàíåíèè ñâîéñòâ ñåòåé. Âçàèìîñâÿçü îðäèíàðíûõ
ñåòåé Ïåòðè ñ ÝÑÑ. Òåîðåìû î ñâîáîäíûõ, ïðåôèêñíûõ è òåðìèíàëüíûõ
ÿçûêàõ îðäèíàðíûõ ñåòåé Ïåòðè. Àâòîìàòíûå ñåòè è èõ ñâîéñòâà. Ñèí-
õðîíèçàöèîííûå ãðàôû è èõ ñâîéñòâà. Ñâîáîäíûå ñåòè è èõ ñâîéñòâà.

4. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìîâ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìíîãîïðîöåññîð-
íûå ñèñòåìû. Êîíâåéåðíûå âû÷èñëåíèÿ. Ïàðàëëåëüíàÿ ôîðìà àëãîðèò-
ìà. Ïîñòðîåíèå ãðàôîâ ïàðàëëåëüíûõ ôîðì. Ñåòåâîå ïðåäñòàâëåíèå ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ. Ñåòåâîå ïðåäñòàâëåíèå ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, ïîíÿòèå Î-ñåòè. S-ñåòè. Ñåòåâîå ïðåäñòàâëåíèå ïàðàëëåëüíî-àëüòåð-
íàòèâíûõ ïðîöåññîâ, À-ñåòè. Ñåòåâîå ïðåäñòàâëåíèå ïàðàëëåëüíûõ ïðî-
öåññîâ ñ êîíêóðåíöèåé. Àëãåáðàè÷åñêèå ñåòè. Ðàçâåðòêà ñåòåé Ïåòðè â
ñåòè�ïðîöåññû.
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3.2.4 Çàäà÷è è ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Îïðåäåëåíèå ïðåäìåòà ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ïðèìåðû
çàäà÷ è îáëàñòåé ïðèëîæåíèÿ. Îáðàçû è ïðèçíàêè. Òèïû çàäà÷ ïðåäñêàçà-
íèÿ. Ðåãðåññèÿ. Òàêñîíîìèÿ. Êëàññèôèêàöèÿ. Òèïû îøèáîê êëàññèôèêàöèè.
Îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü êëàññèôèêàòîðà. Ïðèíöèï ìèíèìèçàöèè ýìïèðè-
÷åñêîãî ðèñêà. Íåäîîáó÷åíèå. Ïåðåîáó÷åíèå. Ñòàòèñòè÷åñêèé, íåéðîñåòåâîé
è ñòðóêòóðíî-ëèãâèñòè÷åñêèé ïîäõîäû ê ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ. Ñòðóêòóðà
òèïè÷íîé ñèñòåìû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Öèêë ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ðàñïî-
çíàâàíèÿ îáðàçîâ.

2. Êëàññèôèêàöèÿ. Îáùèå ïðèíöèïû. Ýòàïû êëàññèôèêàöèè. Àëãîðèòìû
îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàòîðîâ ñ ó÷èòåëåì è áåç ó÷èòåëÿ. Äèñêðèìèíàíòíûé
àíàëèç. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè. Ïðîåêòèâ-
íûé ïîäõîä. Ìåòðèêè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ. Åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå. Ðàñ-
ñòîÿíèå Ìàõàëîíîáèñà. Îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. ×óâñòâèòåëüíîñòü è
èçáèðàòåëüíîñòü. Êðèâàÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ êëàññèôèêàöèè. ROC-êðèâûå.
Ïðîâåðêà êëàññèôèêàòîðà. Ïðîâåðêà òåñòîâîé âûáîðêîé. Ïåðåêðåñòíàÿ ïðî-
âåðêà. Îöåíêà èíôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâ.

3. Áàéåñîâñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ôîðìóëà ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà Áàéåñà. Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ. Íà-
èâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð. Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ñïàìà. Êðèòåðèé
îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Áàéåñîâñêèé óðîâåíü îøèáêè. Áàéåñîâñêèé ðèñê.
Êðèòåðèé Áàéåñà. Ìàêñèìàëüíûé àïîñòåðèîðíûé êðèòåðèé. Êðèòåðèé ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ìíîãîêëàññîâûå áàéåñîâñêèå êëàññèôèêàòîðû.
Áàéåñîâñêèå êëàññèôèêàòîðû äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ êëàññîâ ïðè
ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðå ìàòðèöû êîâàðèàöèè

4. Îöåíèâàíèå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå. Ìå-
òîä ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ. Áàéåñîâñêîå îöåíèâàíèå. Íåïàðàìåòðè÷åñêîå
îöåíèâàíèå. Îöåíèâàíèå ÿäåðíûì ñãëàæèâàíèåì. Îêíà Ïàðçåíà. Ãëàäêèå
ÿäðà. Îöåíêà ìíîãîìåðíîé ïëîòíîñòè. Îöåíèâàíèå ïî K áëèæàéøèì ñîñå-
äÿì. Êëàññèôèêàöèÿ ïî K áëèæàéøèì ñîñåäÿì. Âçâåøèâàíèå ïðèçíàêîâ.
Ïîâûøåíèå ñêîðîñòè ïîèñêà áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ìåòîä k −D-äåðåâà Ðàñ-
ïîçíàâàíèå ðóêîïèñíûõ öèôð ñ ïîìîùüþ íàèâíîãî áàéåñîâñêîãî Äåðåâüÿ ðå-
øåíèé. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Êëàññû ðåøàåìûõ çàäà÷: îïèñàíèå äàííûõ, êëàñ-
ñèôèêàöèÿ, ðåãðåññèÿ. Îáùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ðåøåíèé. Êðè-
òåðèè âûáîðà íàèëó÷øåãî àòðèáóòà: ïðèðîñò èíôîðìàöèè, îòíîñèòåëüíûé
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ïðèðîñò èíôîðìàöèè, èíäåêñ Ãèíè. Ïðàâèëà îñòàíîâêè ðàçáèåíèÿ äåðåâà.
Îáðåçàíèå äåðåâà. Àëãîðèòì ID3. Ïåðåîáó÷åíèå äåðåâüåâ ðåøåíèé. Îáðà-
áîòêà íåïðåðûâíûõ àòðèáóòîâ. Îáó÷åíèå íà äàííûõ ñ ïðîïóñêàìè.

5. Àíàëèç ìíîãîìåðíûõ äàííûõ. Êîððåëÿöèÿ ïðèçíàêîâ è ñòðóêòóðà äàí-
íûõ. Ëàòåíòíûå ñòðóêòóðû â äàííûõ. Ôîðìàëüíàÿ è ýôôåêòèâíàÿ ðàçìåð-
íîñòü äàííûõ. Ñòðóêòóðà è øóì â äàííûõ. Ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè äàííûõ.
Ïîèñê ëàòåíòíûõ ñòðóêòóð. Îòäåëåíèå ñòðóêòóðû îò øóìà. Ìåòîä ãëàâíûõ
êîìïîíåíò êàê äåêîìïîçèöèÿ ìàòðèöû äàííûõ. Ìàòðèöà ñ÷åòîâ. Ìàòðèöà
íàãðóçîê. Ìàòðèöà îøèáîê. Îáúÿñíåííàÿ è îñòàòî÷íàÿ âàðèàöèÿ â äàííûõ.
Ïðåäîáðàáîòêà äàííûõ. Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïî-
íåíò. Êðèòåðèè âûáîðà êîëè÷åñòâà ãëàâíûõ êîìïîíåíò Ïîíèæåíèå ðàçìåð-
íîñòè ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìåòîäîì ãëàâíûõ êîìïîíåíò ïðè äèàãíî-
ñòèðîâàíèè êëåòîê îïóõîëè ïî èçîáðàæåíèÿì ìàçêà êðîâè Ðåãðåññèÿ. Ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà. Îáîáùåííûé ìåòîä íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ðåêóðñèâíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Àíàëèç ðå-
ãðåññèîííûõ îñòàòêîâ. Ãðàôè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ëèíåéíîñòè, ãîìîñêåäàñòè÷íî-
ñòè. Îáúÿñíåííàÿ è íåîáúÿñíåííàÿ âàðèàöèÿ. Êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè.
Íåóñòîé÷èâîñòü ÌÍÊ ê âûáðîñàì. Ðîáàñòíàÿ ðåãðåññèÿ

6. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä ê ðåãðåññèè. Îøèáêè ðåãðåññèè: íîð-
ìàëüíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îöåíèâàíèå ïàðà-
ìåòðîâ ðåãðåññèè è ïðîãíîçà ïðè èíòåðâàëüíîé îøèáêå. Ñòàòóñ îáðàçöîâ.
ÏÈÎ-ðàçìàõ è ÏÈÎ-îòêëîíåíèå. Âûáðîñû, èíñàéäåðû, àóòñàéäåðû è àáñî-
ëþòíûå âûáðîñû. Ýìïèðè÷åñêîå îöåíèâàíèå èíòåðâàëüíîé îøèáêè. Ïëàíè-
ðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà ïðè ïîñòðîåíèè ðåãðåññèè ñ èíòåðâàëüíîé îøèáêîé
Ìíîãîìåðíàÿ ðåãðåññèÿ. Îñîáåííîñòè ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè ïî ìíîãîìåð-
íûì äàííûì. Ìíîæåñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ, åå ïðåèìóùåñòâà è íåäî-
ñòàòêè. Ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü äàííûõ. Ðåãðåññèÿ íà ãëàâíûå êîìïîíåíòû.
Èíòåðïðåòàöèÿ ÐÃÊ-ìîäåëåé. Ïðîâåðêà ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé. Îøèáêà
îáó÷åíèÿ è îøèáêà ïðîãíîçà. Êðèòåðèé âûáîðà êîëè÷åñòâà ãëàâíûõ êîì-
ïîíåíò ïðè ïîñòðîåíèè ÐÃÊ. Ïðîåêöèÿ íà ëàòåíòíûå ñòðóêòóðû. ÏËÑ1 è
ÏËÑ2. Àëãîðèòì NIPALS. Èíòåðïðåòàöèÿ ÏËÑ-ìîäåëåé.
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Ïðèëîæåíèå À

(ñïðàâî÷íîå)

Îíëàéí ýíöèêëîïåäèÿ öåëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Îíëàéí ýíöèêëîïåäèÿ öåëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (www.oeis.org) - îòêðû-
òûé àíãëîÿçû÷íûé èíòåðíåò ðåñóðñ, ñîäåðæàùèé îáøèðíóþ áàçó ìàòåìàòè-
÷åñêèõ çíàíèé è ÿâëÿþùèìñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì ìàòåìàòè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèé Âñå öåëûå ïîñëåäâàòåëüíîñòè, õðàíÿùèåñÿ â OEIS, èìåþò íåêî-
òîðûé íîìåð Axxxxxx, ãäå xxxxxxx - äåñÿòè÷íûé íîìåð íàïðèìåð, A002017.
Êàæäàÿ ñòàòüÿ â ýòîé ýíöèêëîïåäèè, êàê ïðàâèëî, ñîäåðæèò:

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë íå ìåíåå 20

2. Ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, óðàâíåíèÿ, ðåêóððåíòíûå, çàêðûòûå èëè ïðè-
áëèæåííûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

3. Êîììåíòàðèè, ñâÿçàííûå ñ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

4. Ññûëêè íà ðåñóðñû â Èòåðíåòå

5. Ññûëêè íà ñòàòüè è ìîíîãðàôèè.

6. Ïðîãðàììû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîðìóë, çàïèñàííûå äëÿ ðàçíûõ ïàêåòîâ
(Maple, Matematica, PARI, Maxima è äð.)

7. Ññûëêè íà äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ðåñóðñà ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ïîèñê
ëèòåðàòðóíûõ èñòî÷íèêîâ ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ.
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Ïðèëîæåíèå Á

(ñïðàâî÷íîå)

Êîýôôèöèåíòû ñòåïåíåé ïîëèíîìîâ è ðàöèîíàëüíûõ

ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé
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Ïðèëîæåíèå Â

(ñïðàâî÷íîå)

Êîýôôèöèåíòû ñòåïåíåé ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

ëîãàðèôìà è ôóíêöèé çàäàííûõ ðàäèêàëàìè
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