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Ïðèâåäeí êîíñïåêò ëåêöèé ïî ðàçäåëàì "Ëèíåéíàÿ àëãåáðà "Âåêòîð-

íàÿ àëãåáðà è "Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ÷èòàåìûõ â ïåðâîì ñåìåñòðå

íà ïåðâîì êóðñå ÔÂÑ (54* è 59*) è 40* ÔÑÓ. Êîíñïåêò âêëþ÷àåò â

ñåáÿ äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè, ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå

ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòðè÷íûì ìåòîäîì, ìåòîäîì Êðàìåðà è

ìåòîäîì Ãàóññà; ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà è åãî áàçè-

ñà; ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå îïåðàòîðû; äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðèâîäÿòñÿ ñâåäå-

íèÿ èç òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé ïåðåìåííîé, â òîì ÷èñëå, íàõîæäå-

íèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè; ðàññìàòðèâàþòñÿ

êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Ðàçäåëû "Âåêòîðíàÿ àëãåáðà"è "Àíàëèòè÷åñêàÿ

ãåîìåòðèÿ"âûíîñÿòñÿ íà ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå. Â ýòèõ ðàçäåëàõ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ äåéñòâèÿ ñ âåêòîðàìè, ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ è èõ ïðèëîæåíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå óðàâ-

íåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå, è óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè,

óðàâíåíèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà è èõ ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåðàìè.

Â ïîñîáèè ïðèâåäåíû òàêæå èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ îá ó÷åíûõ-

ìàòåìàòèêàõ.



Ãëàâà I

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà

Ïðè çàïèñè îïðåäåëåíèé, òåîðåì è ðàçëè÷íûõ ôîðìóë ìû áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû: ∀ � äëÿ âñåõ, äëÿ êàæäîãî, ∃ � ñóùåñòâóåò,

∃! � ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé, ∨ � èëè, ∧ � è, ⇒ � âëå÷åò, ⇔ � òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà.

�1. Ìàòðèöû. Äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè.

Ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n íàçûâàåòñÿ òàáëèöà ÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ m

ñòðîê è n ñòîëáöîâ. Ýòè ÷èñëà íàçûâàþò ýëåìåíòàìè ìàòðèöû.
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 (1.1)

Îáîçíà÷åíèÿ ìàòðèö A = (aij), A = (aij), A = [aij], A = [aij].

Ìàòðèöû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ. Ïîíÿ-

òèå ìàòðèöû âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ñåðåäèíå XIX âåêà â ðàáîòàõ Óèëüÿ-

ìà Ãàìèëüòîíà1 è Àðòóðà Êýëè2. Ñàì òåðìèí "ìàòðèöà" ââåë â 1850 ã.
1Óèëüÿì Ðîóýí Ãàìèëüòîí (William Rowan Hamilton) (1806-1865) � âûäàþùèéñÿ èðëàíäñêèé ìàòåìàòèê XIX âåêà.

Ãàìèëüòîíó ïðèíàäëåæèò ââåäåíèå â ìåõàíèêó íàãëÿäíîãî ïðèåìà èçîáðàæåíèÿ èçìåíåíèé âåëè÷èí è íàïðàâëåíèé

ñêîðîñòè òî÷êè, ñîâåðøàþùåé êàêîå-ëèáî äâèæåíèå (ãîäîãðàô). Ãàìèëüòîí îòêðûë êâàòåðíèîíû, íåêîììóòàòèâíóþ

÷èñëîâóþ ñòðóêòóðó ñ òðåìÿ ìíèìûìè åäèíèöàìè. Ñëåäóþùèå 20 ëåò îí ïîñâÿòèë èõ ïîäðîáíîìó èññëåäîâàíèþ. Â

õîäå èññëåäîâàíèé Ãàìèëüòîí ïîïóòíî ââåë ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïîëÿ è ñîçäàë îñíîâû âåêòîðíîãî àíàëèçà. Îí îòêðûë

âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïðåäëîæèë îïåðàòîð "íàáëà".
2Àðòóð Êýëè (Arthur Cayley) (1821-1859) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê. Áîëüøàÿ ÷àñòü åãî ðàáîò îòíîñèòñÿ ê ëèíåé-

íîé àëãåáðå, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Êýëè ââåë ïðèíÿòîå íûíå îáîçíà÷åíèå

äëÿ îïðåäåëèòåëÿ, ñôîðìóëèðîâàë îïðåäåëåíèå ãðóïïû. Îí ðàçâèâèë òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, èññëå-

äîâàë ãåîìåòðèè n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êýëè ïðèíàäëåæèò áîëåå 200 ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ñàìûì ðàçíîîáðàçíûì

âîïðîñàì ìàòåìàòèêè.
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Äæåéìñ Ñèëüâåñòð3.

Ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå â ñîâðåìåííîé ìà-

òåìàòèêå è åe ïðèëîæåíèÿõ. Îñíîâíûì ïðèìåíåíèåì ìàòðèö áûëî ðåøå-

íèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñ ïîìîùüþ ìàòðèö çàïèñûâàþòñÿ ìíîãèå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, â òîì ÷èñëå, ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ è äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèÿ. Â êâàíòîâîé òåîðèè ìàòðèöû èñ-

ïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ìàòðè÷íûé

ÿçûê ïðèìåíÿþò ïðè âûïîëíåíèè ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èñ÷èñëå-

íèå ìàòðèö ðàçâèâàåòñÿ òàêæå â íàïðàâëåíèè ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ

àëãîðèòìîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çàäà÷. Â èí-

ôîðìàòèêå ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè òîãî èëè èíîãî òèïà çàíèìàþò îñîáîå

ìåñòî êàê ñòðóêòóðû äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è îñíîâíîé è âñïîìîãàòåëü-

íîé èíôîðìàöèè ïðè ðåøåíèè ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, øèô-

ðîâàíèÿ ñîîáùåíèé â Èíòåðíåòå è ò.ä. Ìàòðèöû â èíôîðìàòèêå íàçûâà-

þò ìàññèâàìè. Ðàçëè÷àþò îäíîìåðíûå ìàññèâû, ñîäåðæàùèå ýëåìåíòû

â îäíîé ñòðîêå è èìåíóåìûå âåêòîðîì, äâóìåðíûå ìàññèâû, ýëåìåíòû

êîòîðûõ ðàñïîëàãàþòñÿ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì, êîòîðûå è íàçûâàþòñÿ

ìàòðèöàìè, è ìíîãîìåðíûå ìàññèâû ñëîæíîé ñòðóêòóðû. Ìàññèâû ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìàëüíîå îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îäíîòèïíûõ

îáúåêòîâ (÷èñåë, ñèìâîëîâ, ñòðîê è ò.ï.), ðàññìàòðèâàåìîå êàê åäèíîå

öåëîå. Ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ ìàññèâîâ ìû ïðèõîäèì âñÿêèé ðàç,

êîãäà òðåáóåòñÿ ñâÿçàòü è èñïîëüçîâàòü öåëûé ðÿä ðîäñòâåííûõ âåëè÷èí.

Ìàòðèöó ðàçìåðà 1 × n íàçûâàþò ìàòðèöåé-ñòðîêîé, à ìàòðèöó

ðàçìåðà m× 1 � ìàòðèöåé-ñòîëáöîì.

Ìàòðèöó, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ, íàçûâàþò íóëåâîé ìàò-

ðèöåé. Ìàòðèöó ðàçìåðà n×n íàçûâàþò êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà
n. Äèàãîíàëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû, èäóùàÿ îò ýëåìåíòà a11 ê ýëåìåí-

òó ann íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, âòîðàÿ äèàãîíàëü íàçûâàåòñÿ

ïîáî÷íîé. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé, íå ñòîÿùèå íà
3Äæåéìñ Äæîçåô Ñèëüâåñòð (James Joseph Sylvester) (1814-1897) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê. Èçâåñòåí ñâîèìè ðà-

áîòàìè â òåîðèè ìàòðèö, òåîðèè ÷èñåë è êîìáèíàòîðèêå. Ñèëüâåñòð èçâåñòåí, ïðåæäå âñåãî, êàê àëãåáðàèñò. Äâå åãî

ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè ñòàëè êëàññè÷åñêèìè: ýòî òåîðèÿ ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé è çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ

ôîðì. Ñèëüâåñòð áûë ÷ëåíîì Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà (1841), èíîñòðàííûì ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì

Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè íàóê (1872).
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ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Äèàãîíàëü-

íàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè a11, a22, . . . , ann
ðàâíû åäèíèöå, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, âñå ýëå-

ìåíòû êîòîðîé, ñòîÿùèå íèæå (âûøå) äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ, íàçûâàåò-

ñÿ òðåóãîëüíîé. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé,

åñëè aij = aji, òî åñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî

ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ êîñîñèì-

ìåòðè÷íîé, åñëè aji = −aij, òî åñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå

îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè îòëè÷àþòñÿ çíàêîì. Äëÿ ëþáîé ìàò-

ðèöû A ðàçìåðà m × n ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó AT , çàìåíèâ ñòðî-

êè ìàòðèöû ñòîëáöàìè, à ñòîëáöû � ñòðîêàìè. Ìàòðèöà AT íàçûâàåò-

ñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé äëÿ ìàòðèöû A. Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà

èìååò ðàçìåð n×m.

Ïðèìåð 1.1. Åñëè A =

 5 7 1 4

3 −9 0 6

9 11 8 10

, òî AT =


5 3 9

7 −9 11

1 0 8

4 6 10

.
Íàä ìàòðèöàìè ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðàçëè÷íûå îïåðàöèè.

Ïðåæäå âñåãî ââåäåì ïîíÿòèå ðàâåíñòâà ìàòðèö. Äâå ìàòðèöû íàçû-

âàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûé ðàçìåð è èõ ñîîòâåòñòâó-

þùèå ýëåìåíòû ðàâíû. Äàíû äâå ìàòðèöû A = (aij) è B = (bij) ðàçìåðà

m× n. Òîãäà A = B, åñëè aij = bij (∀ i = 1,m, ∀j = 1, n).

Ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà ìîæíî ñêëàäûâàòü. Ñóììîé äâóõ ìàòðèö

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ñóììå

ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö�ñëàãàåìûõ. Ïóñòü A = (aij), B =

(bij) � ìàòðèöû ðàçìåðà m × n. Òîãäà C = A + B, åñëè cij = aij + bij

(∀i = 1,m, ∀j = 1, n).

Ìàòðèöó ìîæíî óìíîæàòü íà ÷èñëî. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû íà

÷èñëî íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè óìíîæåíèè âñåõ ýëå-

ìåíòîâ èñõîäíîé ìàòðèöû íà ýòî ÷èñëî. Åñëè A = (aij), òî kA = (kaij)

(∀i = 1,m, ∀j = 1, n).
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Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü A =

 5 7 7

3 9 6

6 2 8

, B =

 −1 3 1

2 −5 1

1 −1 −9

. Òîãäà
A+B =

 4 10 8

5 4 7

7 1 −1

, A−B =

 6 4 6

1 14 5

5 3 17

, 5A =

 25 35 35

15 −45 30

30 55 40

.
Îäíàêî ãëàâíûå ïðèìåíåíèÿ ìàòðèö ñâÿçàíû ñ îïåðàöèåé èõ óìíîæå-

íèÿ. Ýòà îïåðàöèÿ ëåæèò â îñíîâå öåëîãî ðàçäåëà ëèíåéíîé àëãåáðû �

àëãåáðû ìàòðèö.

Ïóñòü äàíû äâå ìàòðèöû A ðàçìåðà m×n è B ðàçìåðà n×k. Ïðè÷åì
÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ðàâíî ÷èñëó ñòðîê ìàòðèöû B. Â ýòîì ñëó÷àå

ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöA èB. Ìàòðèöà C ðàçìåðàm×k
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è B, åñëè ëþáîé ýëåìåíò cij ýòîé

ìàòðèöû ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-òîé ñòðîêè ìàòðèöû A

íà ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò j-òîãî ñòîëáöà ìàòðèöû B, òî åñòü

cij = ai1 · b1j + ai2 · b2j + . . .+ ain · bnj =
n∑
s=1

aisbsj. (1.1)

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû C ðàâíî ÷èñëó ñòðîê ìàòðèöû A,

è ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû C ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ ìàòðèöû B.

Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü A =

(
3 5 −1

−2 3 4

)
, B =

 2 3

−7 2

3 −5

 . Òîãäà

AB =

(
3 · 2 + 5 · (−7) + (−1) · 3 3 · 3 + 5 · 2 + (−1) · (−5)

(−2) · 2 + 3 · (−7) + 4 · 3 (−2) · 3 + 3 · 2 + 4 · (−5)

)
=

(
−32 24

−13 −20

)
,

BA =

 2 · 3 + 3 · (−2) 2 · 5 + 3 · 3 2 · (−1) + 3 · 4
(−7) · 3 + 2 · (−2) (−7) · 5 + 2 · 3 (−7) · (−1) + 2 · 4
3 · 3 + (−5) · (−2) 3 · 5 + (−5) · 3 3 · (−1) + (−5) · 4

 =

=

 0 19 10

−25 −29 15

19 0 −23

.

Ïðèìåð 1.4. Ïóñòü A =

(
1 −2

3 1

)
, B =

(
−2 3 1

4 1 2

)
. Òîãäà
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AB =

(
1 · (−2)− 2 · 4 1 · 3− 2 · 1 1 · 1− 2 · 2
3 · (−2) + 1 · 4 3 · 3 + 1 · 1 3 · 1 + 1 · 2

)
=

(
−10 1 −3

−2 10 5

)
.

Ïðîèçâåäåíèå BA íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû A íå

ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ ìàòðèöû B.

Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) A+B = B+A � ñëîæåíèå ìàòðèö êîììóòàòèâíî. Íî AB 6= BA �

óìíîæåíèå ìàòðèö íå êîììóòàòèâíî (ïðèìåð 1.4). Áîëåå òîãî, íå âñåãäà

ñóùåñòâóþò îáà ïðîèçâåäåíèÿ (ïðèìåð 1.5).

2) (A + B) + C = A + (B + C) è (AB)C = A(BC) � ñëîæåíèå è

óìíîæåíèå ìàòðèö óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè.

3) (A + B)C = AC + BC è C(A + B) = CA + CB, åñëè ýòè ïðîèç-

âåäåíèÿ ñóùåñòâóþò. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè

óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

4) λ(A+B) = λA+ λB.

5) (α + β)A = αA+ βA.

6) λ(AB) = (λA)B = A(λB).

7) A · E = E · A = A, ãäå A � êâàäðàòíàÿ, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû

ïîðÿäêà n.

8) (A+B)T = AT +BT .

9) (AB)T = BT · AT .
Â ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñâîéñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö, íàçûâàåìîå

íåðàçëîæèìîñòüþ. Ïîÿñíèì åãî ñìûñë.

Ñîãëàñîâàííîé ïåðåñòàíîâêîé ðÿäîâ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ òà-

êàÿ èõ ïåðåñòàíîâêà, ïðè êîòîðîé îäíîâðåìåííî ñ ïåðåñòàíîâêîé i-îé è j-îé ñòðîêè

ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè i-ûé è j-ûé ñòîëáöû.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè ñîãëàñîâàííûìè ïåðåñòà-

íîâêàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ åå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó(
A1 B

0 A2

)
,

ãäå A1 è A2 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû íå îáÿçàòåëüíî îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà; 0 �

íóëåâàÿ ìàòðèöà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé.

Åñëè B = 0 è ïðè äàëüíåéøåì ðàçëîæåíèè ìàòðèö A1 è A2 è èõ ÷àñòåé, ñòîÿùèõ
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íà äèàãîíàëè, áóäåò ïîëó÷åíà ìàòðèöà âèäà
A1 0 ... 0

0 A2 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... Ak

 ,

ãäå A1, A2, ..., Ak � êâàäðàòíûå íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû íå îáÿçàòåëüíî îäíîãî è

òîãî æå ïîðÿäêà, òî ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðàçëîæèìîé.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1.1. Íàéäèòå A+B, A−B, 2A− 3B, 5A+ 4B, åñëè

A =

 −2 4 −5 7

−3 2 9 −6

3 11 −4 5

 , B =

 7 −3 5 4

5 4 −2 8

−9 7 3 2

.
Çàäàíèå 1.2. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB è BA, åñëè

à) A =

(
−2 11

3 4

)
, B =

(
3 −7

2 9

)
;

á) A =

(
4 −5

2 9

)
, B =

(
−3 13

−4 7

)
.

Çàäàíèå 1.3. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB è BA, åñëè

A =

 3 8 −2

−4 5 −2

1 8 3

 , B =

 4 10 −3

−2 5 9

2 −8 3

.
Çàäàíèå 1.4. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB è BA, åñëè

à) A =

(
3 5 −1

−7 3 −4

)
, B =

 4 3

−5 7

2 9

;
á) A =

(
−1 4 2

5 4 −3

)
, B =

 2 7

−3 4

−5 9

.
Çàäàíèå 1.5. Ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó k è m áóäåò âåðíî ðàâåí-

ñòâî AB = BA, åñëè A =

(
1 k

1 1

)
, B =

(
1 m

1 1

)
.
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Çàäàíèå 1.6. Äàíà ìàòðèöà A =

(
−1 3

2 −4

)
. Âû÷èñëèòå A2, A3, A4,

E − 2A+ A2.

Çàäàíèå 1.7. Íàéäèòå ìàòðèöó B = (E + 2A+ 3A2)(E − A), åñëè

A =

(
2 1

−1 2

)
.

Çàäàíèå 1.8. Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ìàòðèöû A è B áóäóò âåðíû ðà-

âåíñòâà (A±B)2 = A2 ± 2AB +B2, (A+B)(A−B) = A2 −B2?

Çàäàíèå 1.9. Íàéäèòå âñå ìàòðèöû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ ìàòðèöåé A,

åñëè

a) A =

(
5 0

0 5

)
, á) A =

(
4 0

0 3

)
, â) A =

(
1 2

3 4

)
, ã) A =

(
7 −3

5 −2

)
.

�2. Ïåðåñòàíîâêè.

Äàíî ìíîæåñòâî ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {1, 2, . . . , n}. Ýòî
ìíîæåñòâî ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Âñÿêîå ðàñïîëî-

æåíèå (i1, i2, . . . , in) ÷èñåë 1, 2, . . . , n â íåêîòîðîì îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå

íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç n ÷èñåë .

Ïðåäëîæåíèå 2.1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ÷èñåë ðàâíî

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ýëåìåíò i1 ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, ýëåìåíò äëÿ âû-

áîðà ýëåìåíòà i2 îñòàëàñü n − 1 âîçìîæíîñòü è òàê äàëåå, ýëåìåíò in−1 ìîæíî âû-

áðàòü âñåãî 2 ñïîñîáàìè, íàêîíåö áåðåì ïîñëåäíèé ýëåìåíò in. Âñåãî ïîëó÷èëîñü

n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 = n! ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê.

Åñëè â íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêå ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ÷èñëà, à îñòàëü-

íûå îñòàâèòü íà ìåñòå, òî ïîëó÷èì íîâóþ ïåðåñòàíîâêó. Òàêîå ïðåîáðàçî-

âàíèå ïåðåñòàíîâêè íàçûâàåòñÿ òðàíñïîçèöèåé. Ãîâîðÿò, ÷òî â äàííîé

ïåðåñòàíîâêå ÷èñëà i è j îáðàçóþò èíâåðñèþ, åñëè i > j, íî i ñòîèò

â ýòîé ïåðåñòàíîâêå ðàíüøå ÷åì j. Ïåðåñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé,

åñëè îíà èìååò ÷åòíîå ÷èñëî èíâåðñèé, è íå÷åòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Òåîðåìà 2.2. Âñÿêàÿ òðàíñïîçèöèÿ ìåíÿåò ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíà ïåðåñòàíîâêà (i1, i2, . . . , in). Ïîìåíÿåì ìåñòàìè äâà ñîñåäíèõ

ýëåìåíòà ik è ik+1. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî èíâåðñèé èçìåíèòñÿ íà 1, è, çíà÷èò, èçìåíèòñÿ

è ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè. ×òîáû ïîìåíÿòü ìåñòàìè ýëåìåíòû ik è ik+m íóæíî 2m−1

ðàç ïåðåñòàâèòü ñîñåäíèå ýëåìåíòû. Ïîýòîìó ÷èñëî èíâåðñèé èçìåíèòñÿ íà íå÷åòíîå

÷èñëî, è, çíà÷èò, ïåðåñòàíîâêà ñìåíèò ÷åòíîñòü.

Òåîðåìà 2.3. 1) ×èñëî ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî ÷èñëó íå÷åòíûõ

ïåðåñòàíîâîê;

2) Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ëþáîé äðóãîé ïåðå-

ñòàíîâêè ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ òðàíïîçèöèé.

�3. Îïðåäåëèòåëè.

Ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ (äåòåðìèíàíòà) âîçíèêëî â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìî-

ñòüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Îïðå-

äåëèòåëü ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ |A|, detA èëè ∆. Îòêðûòèå îïðåäåëè-

òåëåé ïðèïèñûâàþò íåìåöêîìó ìàòåìàòèêó Ã. Ëåéáíèöó4. Ñîâðåìåííàÿ

òåîðèÿ îïðåäåëèòåëåé îñíîâûâàåòñÿ íà ðàáîòàõ Æ. Áèíå5, Î. Êîøè6 è
4Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö (Gottfried Wilhelm von Leibniz) (1646-1716) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ôèçèê, ôèëîñîô.

Îñíîâíîé çàñëóãîé Ëåéáíèöa â îáëàñòè ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå (âìåñòå ñ È. Íüþòîíîì) äèôôåðåíöèàëüíîãî

è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèé. Îí âûâåë ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîèñêà ýêñòðåìóìîâ. Ëåéáíèö ñäåëàë íåìàëî

îòêðûòèé è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè: â êîìáèíàòîðèêå, â àëãåáðå (íà÷àëà òåîðèè îïðåäåëèòåëåé), â ãåîìåòðèè.

Â ëîãèêå, ðàçâèâàÿ ó÷åíèå îá àíàëèçå è ñèíòåçå, Ëåéáíèö âûäâèíóë èäåþ î ïðèìåíåíèè â ëîãèêå ìàòåìàòè÷åñêîé

ñèìâîëèêè è ïîñòðîåíèè ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé, ïîñòàâèë çàäà÷ó ëîãè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè. Ëåéáíèö

ñûãðàë âàæíóþ ðîëü â èñòîðèè ñîçäàíèÿ ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí: îí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü äëÿ öå-

ëåé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè áèíàðíóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ. Ïî ïðîñüáå Ïåòðà I ðàçðàáîòàë ïðîåêòû ðàçâèòèÿ

îáðàçîâàíèÿ è ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ â Ðîññèè è ïðîåêò ó÷ðåæäåíèÿ Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê.
5Æàê Ôèëëèï Ìàðè Áèíå (Jacques Philippe Marie Binet) (1786-1856) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è àñò-

ðîíîì. Îäèí èç ñîçäàòåëåé ìàòðè÷íîé àëãåáðû, ïåðâûì îïóáëèêîâàë ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðèö, èçó÷àë ëèíåéíûå

ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Áèíå ïðèíàäëåæèò ðÿä ðàáîò ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è

ìåõàíèêå âðàùàþùèõñÿ òåë.
6Îãþñòåí Ëóè Êîøè (Augustin Louis Cauchy) (1789-1857) � âåëèêèé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê. Ðàç-

ðàáîòàë ôóíäàìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âíåñ îãðîìíûé âêëàä â àíàëèç, àëãåáðó, òåîðèþ ÷èñåë, àðèôìåòèêó,

ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèçèêó è ìíîãèå äðóãèå îáëàñòè ìàòåìàòèêè; îí îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ

ñðåä. Êîøè âïåðâûå äàë ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îñíîâíûì ïîíÿòèÿì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà � ïðåäåëó, íåïðåðûâ-

íîñòè, ïðîèçâîäíîé, äèôôåðåíöèàëó, èíòåãðàëó, ñõîäèìîñòè ðÿäà; âåë ïîíÿòèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà, äàë îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà êàê ïðåäåëà ñóìì, äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ îò íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Â

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîøè âïåðâûå ïîñòàâèë çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (íàçûâàåìóþ ñ òåõ ïîð çàäà÷åé Êîøè), äàë ñïîñîá èíòåãðèðîâàíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êîøè çàíèìàëñÿ ãåîìåòðèåé (òåîðèÿ ìíî-

ãîãðàííèêîâ, ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà), àëãåáðîé (ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé), òåîðèåé

÷èñåë (òåîðåìà Ôåðìà î ìíîãîóãîëüíûõ ÷èñëàõ, çàêîí âçàèìíîñòè). Â îáëàñòè êîìïëåêñíîãî àíàëèçà Êîøè ñîçäàë

òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ âû÷åòîâ, à òàêæå åå ïðèëîæåíèÿ ê ðàçëè÷íûì âîïðîñàì àíàëèçà. Åìó ïðèíàäëåæàò èññëåäî-

âàíèÿ ïî òðèãîíîìåòðèè, ìåõàíèêå, òåîðèè óïðóãîñòè, îïòèêå, àñòðîíîìèè. Êîøè íàïèñàë ñâûøå 800 ðàáîò, ïîëíîå

ñîáðàíèå åãî ñî÷èíåíèé ñîäåðæèò 27 òîìîâ. Êîøè áûë ÷ëåíîì Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, Ïåòåðáóðãñêîé

àêàäåìèè íàóê è ðÿäà äðóãèõ àêàäåìèé Åâðîïû. Èìÿ Êîøè íîñÿò ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû.
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Ê. ßêîáè7.

Åñëè A = (a11) � ìàòðèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî îïðåäåëèòåëåì ïåð-

âîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a11: ∆1 = a11.

Ïóñòü A � ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëèòåëåì âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∆2 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21. (3.1)

Ïóñòü A � ìàòðèöà òðåòüãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëèòåëåì òðåòüåãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =
a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−
−a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

(3.2)

Ýòî âûðàæåíèå � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà 6 ñëàãàåìûõ. Â êàæäîå ñëà-

ãàåìîå âõîäèò ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëá-

öà ìàòðèöû. Çíàêè, ñ êîòîðûìè ÷ëåíû îïðåäåëèòåëÿ âõîäÿò â ôîðìóëó

(3.2), ëåãêî çàïîìíèòü, ïîëüçóÿñü ñõåìîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì

çâåçäî÷êè. Ïåðâàÿ çâåçäî÷êà � ýòî ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â îïðåäåëèòåëü

ñî çíàêîì "ïëþñ". Âòîðàÿ çâåçäî÷êà � ýòî ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â îïðå-

äåëèòåëüñî çíàêîì "ìèíóñ".
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðèìåíÿþò òàêæå

ïðàâèëî Ñàððþñà8: cïðàâà îò îïðåäåëèòåëÿ äîïèñûâàþò ïåðâûõ äâà

ñòîëáöà è ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè è äèàãîíàëåé, åé
7Êàðë Ãóñòàâ ßêîáè (Carl Gustav Jacob Jacobi) (1804-1851) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, âíåñøèé áîëüøîé âêëàä â

êîìïëåêñíûé àíàëèç, ëèíåéíóþ àëãåáðó, äèíàìèêó è äðóãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè.
8Ïüåð Ôðåäåðèê Ñàððþñ (Pierre-Frederic Sarrus) (1798-1861) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê. Åãî ðàáîòû åãî îòíîñÿòñÿ

ê ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì àíàëèçà è ãåîìåòðèè.
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ïàðàëëåëüíûõ, áåðóò ñî çíàêîì "ïëþñ"; à ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïî-

áî÷íîé äèàãîíàëè è äèàãîíàëåé, åé ïàðàëëåëüíûõ, ñî çíàêîì "ìèíóñ".

Ïðèìåð 3.1. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 3

−5 3 −2

−6 1 3

∣∣∣∣∣∣∣.
Ðåøåíèå .

∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 3

−5 3 −2

−6 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 4 · 3 · 3 + (−5) · 3 · 1 + (−2) · (−1) · (−6)−

− 3 · 3 · (−6)− 3 · (−5) · (−1)− 4 · (−2) · 1 = 36− 15− 12 + 54− 15 + 8 = 56.

Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 .

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû,

âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðè-

öû ai1j1ai2j2 . . . ainjn (∗). Îáîçíà÷èì ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå

(i1, i2, . . . , in) ÷åðåç s, à ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (j1, j2, . . . , jn) ÷å-

ðåç t. Åñëè â ïåðåñòàíîâêå (∗) ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ñîìíîæèòåëÿ è ïîä-
ñ÷èòàòü ÷èñëî èíâåðñèé â íîâûõ ïåðåñòàíîâêàõ, òî ñóììà s1 + t1 áóäåò

èìåòü òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è ñóììà s + t (òåîðåìà 2.2). Ïîýòîìó ÷èñ-

ëî (−1)s+t íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ïðîèçâåäåíèå (∗) çàïèñûâàòü â âèäå a1j1a2j2 . . . anjn.
×èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà (∗) ðàâíî n! (ïðåäëîæåíèå 2.1).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Îïðåäåëèòåëåì ïîðÿäêà n êâàäðàòíîé ìàòðèöû A

ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå n! âñåõ âîç-

ìîæíûõ ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, âçÿòûõ ïî

îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà, óìíîæåííûõ íà (−1)s+t,

ãäå s � ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå ïåðâûõ, à t � ÷èñëî èíâåðñèé â

ïåðåñòàíîâêå âòîðûõ èíäåêñîâ ïåðåìíîæàåìûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.
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detA = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑

(−1)s+tai1j1ai2j2 . . . ainjn. (3.3)

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè åå îïðåäå-

ëèòåëü detA 6= 0.

Câîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.

1. Îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ðàâåí îïðåäåëèòåëþ

ñàìîé ìàòðèöû, òî åñòü |A| = |AT |.
Èíûìè ñëîâàìè, îïðåäåëèòåëü ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè íå ìåíÿåòñÿ. Èç

ñâîéñòâà 1 ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû ðàâíîïðàâíû. Âñå

ñâîéñòâà è òåîðåìû ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü êàê äëÿ ñòðîê, òàê è äëÿ

ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëÿ.

2. Åñëè âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ðàâíû 0, òî

îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0.

Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, òàê êàê â êàæäîì ñëàãàåìîì

åñòü íóëåâîé ñîìíîæèòåëü, è, çíà÷èò, ñóììà ðàâíà 0.

3. Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòðîê îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê.

Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî ôîðìóëå (3.3) ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòðîê êàæ-

äîå ñëàãàåìîå èçìåíèò çíàê, à, çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü ñìåíèò çíàê.

4. Îïðåäåëèòåëü, èìåþùèé äâå îäèíàêîâûõ ñòðîêè, ðàâåí 0.

Ïóñòü îïðåäåëèòåëü ðàâåí d. Ïîìåíÿåì ìåñòàìè â ýòîì îïðåäåëèòåëå äâå îäèíàêî-

âûõ ñòðîêè. Ïî ñâîéñòâó 3 îïðåäåëèòåëü ñìåíèò çíàê è ñòàíåò ðàâíûì −d. Íî òàê êàê

ñòðîêè îäèíàêîâû, òî îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, òî åñòü ïîëó÷èì d = −d. Îòêóäà

è ñëåäóåò, ÷òî d = 0.

5. Åñëè âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ óìíîæèòü

íà îäíî è òî æå ÷èñëî, òî îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣
λa11 λa12 . . . λa1n

a21 a22 . . . a2n

a31 a32 . . . a33

∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

(−1)tλa1j1a2j2 . . . a3jn =

= λ ·
∑

(−1)ta1j1a2j2 . . . anjn = λ ·∆.
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Ñâîéñòâî 5 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: îáùèé ìíî-

æèòåëü âñåõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî âû-

íîñèòü çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ.

6. Åñëè äâå ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ïðîïîðöèîíàëüíû, òî îïðåäåëèòåëü

ðàâåí 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèòå ñâîéñòâà 5 è 4.

7. Åñëè âñå ýëåìåíòû i-òîé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ïðåäñòàâèìû â

âèäå ñóììû aij = bj + cj, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå îïðåäåëèòåëåé

D = D1+D2, ïðè÷åì â i-òîé ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ D1 ñòîÿò ýëåìåíòû

bi, â i-òîé ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ D2 ñòîÿò ýëåìåíòû ci, âñå îñòàëüíûå

ýëåìåíòû ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè îïðåäåëèòåëÿ D.

Íàïðèìåð,∣∣∣∣∣∣∣
b1 + c1 b2 + c2 b3 + c3

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ .
8. Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè ïðè-

áàâèòü ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííûå íà íåêîòîðîå ÷èñëî.

Íàïðèìåð,∣∣∣∣∣∣∣
a11 + ka21 a12 + ka22 a13 + ka23

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
ka21 ka22 ka23

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = |A|.

9. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàâåí ïðî-

èçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö, òî åñòü |AB| = |A| · |B|.
10. Îïðåäåëèòåëü äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû (à òàêæå âåðõíåé è íèæ-

íåé òðåóãîëüíûõ ìàòðèö) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè, òî åñòü D = a11 · a22 · . . . · ann.
11. Îïðåäåëèòåëü âïîëíå ðàçëîæèìîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
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îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö, ñòîÿùèõ íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A = (aij) ðàçìåðà m × n. Âûáåðåì â ìàòðèöå k

ñòðîê è k ñòîëáöîâ (1 6 k 6 m; 1 6 k 6 n). Èç ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ

íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, ïîñòðîèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó

ïîðÿäêà k. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ïîðÿäêà k

ìàòðèöû A. Ìèíîð ïîðÿäêà k ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A âû÷åðêèâàíèåì

m− k ñòðîê è n− k ñòîëáöîâ.
Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ïîðÿäêà n.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìèíîðîì Mij ìàòðèöû A ïîðÿäêà n, ñîîòâåòñòâó-

þùèì ýëåìåíòó aij íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîðÿäêà n− 1,

ïîëó÷àþùåéñÿ èç A âû÷åðêèâàíèåì i-òîé ñòðîêè è j-òîãî ñòîëáöà.

Êàæäàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n èìååò n2 ìèíîðîâ ïîðÿäêà

n− 1.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì Aij ýëåìåíòà aij íà-

çûâàåòñÿ ÷èñëî Aij = (−1)i+jMij.

Âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé èìååò òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.1. (Ëàïëàñà)9. Îïðåäåëèòåëü D êâàäðàòíîé ìàòðèöû A

ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè íà èõ àëãåáðà-

è÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

D = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin =
n∑
j=1

aijAij. (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =


a11 0 . . . 0

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 ,

9Ïüåð Ñèìîí ìàðêèç äå Ëàïëàñ (Pierre-Simon de Laplace) (1749-1827) � ôðàíöóçñêèé àñòðîíîì, ìàòåìàòèê è ôè-

çèê, ÷ëåí Ïàðèæñêîé ÀÍ. Ëàïëàñó ïðèíàäëåæèò ðÿä îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò ïî ìàòåìàòèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêå. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ðàáîòû ïî òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îí âûâåë íîñÿùåå åãî èìÿ óðàâíåíèå

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðîå èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå â òåîðèÿõ ïîòåíöèàëà, òåïëîïðîâîäíîñòè, ýëåêòðîñòàòè-

êè, ãèäðîäèíàìèêè. Ëàïëàñ ñèñòåìàòèçèðîâàë ìàòåìàòè÷åñêèé ôóíäàìåíò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ââ¸ë ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè, ðàçâèë òàêæå òåîðèþ îøèáîê è ïðèáëèæåíèé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè êðîìå a11 ðàâíû 0. (a11 6= 0, a1j = 0, j = 2;n).

Òîãäà îïðåäåëèòåëü

|A| =
∑

(−1)ta11a2j2 . . . anjn = a11

∑
(−1)ta2j2 . . . anjn = a11M11 = a11A11

(ïîä çíàêîì ñóììû ñòîèò ñóììà âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà ñ íîìåðàìè îò 2

äî n, óìíîæåííîå íà (−1)t, t � ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå âòîðûõ èíäåêñîâ è

M11 = (−1)1+1M11 = A11).

2) Ïóñòü òåïåðü â ìàòðèöå A â i-îé ñòðîêå òîëüêî îäèí ýëåìåíò aij îòëè÷åí îò

íóëÿ 
a11 a12 . . . a1j . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . aij . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . 0 . . . ann


(aij 6= 0, aik = 0, k 6= j). Ïîìåíÿåì j-ûé ñòîëáåö ïîñëåäîâàòåëüíî ñî ñòîëáöàìè íîìåð

j− 1, j− 2, . . . , 1, à çàòåì i-óþ ñòðîêó ñî ñòðîêàìè ñ íîìåðàìè i− 1, i− 2, . . . , 1. Âñåãî

ñäåëàåì j + i− 2 ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ïîëó÷èì ìàòðèöó

A′ =


aij 0 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a(i−1)1 a(i−1)2 . . . a(i−1)(j−1) . . . a(i−1)n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . an(j−1) . . . ann

 .

Âû÷èñëèì åå îïðåäåëèòåëü

|A| = (−1)i+j−2|A′| = (−1)i+jaijMij = aijAij.

3) Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A â âèäå ñóììû n îïðåäå-

ëèòåëåé |Aj| (|A| =
n∑

j=1

|Aj|), ó êîòîðûõ âñå ñòðîêè êðîìå i-îé îäèíàêîâû, à â i-îé

ñòðîêå êàæäîãî îïðåäåëèòåëÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò aij 6= 0. Òîãäà

|A| =
n∑

j=1

|Aj| =
n∑

j=1

aij(−1)i+jMij =
n∑

j=1

aijAij.

Òåîðåìà 3.2. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè îïðå-

äåëèòåëÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè ðàâíà

íóëþ.
n∑
j=1

aijAsj = ai1As1 + ai2As2 + . . .+ ainAsn = 0. (3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà n. Ðàññìîòðèì ìàò-

ðèöó B, ó êîòîðîé âñå ñòðîêè êðîìå s-òîé ñîâïàäàþò ñî ñòðîêàìè ìàòðèöû A, à â

14



ñòðîêå s ñòîÿò ÷èñëà c1, c2, . . . , cn. Ïîäñ÷èòàåì |B|, ðàçëîæèâ ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî

s-òîé ñòðîêå.

|B| = c1As1 + c2As2 + . . .+ cnAsn.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëèòåëè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòàìè îäíîé ñòðîêè (íà-

ïðèìåð, s-îé), òî àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ñòðîêè â îáîèõ îïðåäå-

ëèòåëÿõ ðàâíû A
(1)
sj = A

(2)
sj (∀j = 1, n), òàê êàê ïðè ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî s-îé

ñòðîêå ñòðîêà ñ ýòèì íîìåðîì âû÷åðêèâàåòñÿ. Åñëè ïîëîæèòü cj = aij, òî â ìàòðèöå

B áóäåò äâå îäèíàêîâûõ ñòðîêè, è, çíà÷èò, |B| = 0.

Ïðèìåð 3.2. Âû÷èñëèòå äâóìÿ ñïîñîáàìè îïðåäåëèòåëü

D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 −1 7

−3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣.
Ðåøåíèå . 1) Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü, ðàçëîæèâ åãî ïî ïåðâîé ñòðîêå

D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 −1 7

−3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣ −1 7

1 −5

∣∣∣∣∣ + (−1)1+2 · 2 ·

∣∣∣∣∣ 2 7

−3 −5

∣∣∣∣∣ +

+(−1)1+3 · 3 ·

∣∣∣∣∣ 2 −1

−3 1

∣∣∣∣∣ = 1 · (−2)− 2 · 11 + 3 · (−1) = −27.

2) Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èâ íóëè â ïåðâîì ñòîëáöå.

D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 −1 7

−3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −5 1

0 7 4

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣ −5 1

7 4

∣∣∣∣∣ = −20− 7 = −27.

Ïðèìåð 3.3. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3 −1

3 −5 7 4

2 −3 4 0

−2 1 −4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èâ íóëè â ïåðâîì ñòîëáöå

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3 −1

3 −5 7 4

2 −3 4 0

−2 1 −4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3 −1

0 1 −2 7

0 1 −2 2

0 −3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 7

1 −2 2

−3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 5

1 −2 2

−3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣ = 5 · (−1)1+3

∣∣∣∣∣ 1 −2

−3 2

∣∣∣∣∣ = 5 · (2− 6) = −20.

Ïóñòü äàíû ìàòðèöû A ðàçìåðà m × n è B ðàçìåðà n ×m (m 6= n).
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Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå AB � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m è ñïðàâåä-

ëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 3.3. (Áèíå-Êîøè) Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû AB ðàâåí 0, åñëè

m > n, è ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé âñåõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà m ìàòðèöû

A íà ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíîðû ïîðÿäêà m ìàòðèöû B, åñëè m < n.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 3.1. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè

à)

∣∣∣∣∣ 7 −5

4 9

∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣ 4 9

3 17

∣∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣∣ −3 11

5 −21

∣∣∣∣∣.
Çàäàíèå 3.2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣ x2 + 2x− 4 x− 5

x+ 7 1

∣∣∣∣∣.
Çàäàíèå 3.3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

∣∣∣∣∣ 2x− 3 x+ 1

5 x+ 4

∣∣∣∣∣ = 1.

Çàäàíèå 3.4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâa

à)

∣∣∣∣∣ x+ 7 x− 11

5 x− 9

∣∣∣∣∣ < 10; á)

∣∣∣∣∣ 2x+ 5 x− 2

x+ 4 x− 1

∣∣∣∣∣ > 5.

Çàäàíèå 3.5. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè

à)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 4

3 5 1

−4 7 −9

∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −3

5 2 4

−3 −4 5

∣∣∣∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣∣∣∣
−1 4 2

3 −7 5

2 −9 15

∣∣∣∣∣∣∣;
ã)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 5

3 1 21

2 −16 4

∣∣∣∣∣∣∣; ä)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 6

5 2 −7

−9 6 −31

∣∣∣∣∣∣∣.
Çàäàíèå 3.6. Çàïèøèòå ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì âòîðîãî

ñòîëáöà

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 a 1 2

5 b 4 1

1 c −1 −1

2 d 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Çàäàíèå 3.7. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 −2 1

2 6 3 4

3 7 4 8

−2 9 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 4 2

2 −5 11 7

3 −5 16 10

−2 −7 5 13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3 2

3 5 −11 9

−2 5 2 −9

5 1 −6 11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çàäàíèå 3.8. Ðåøèòå óðàâíåíèå

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

1 x+ 3 7

1 5 x+ 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Çàäàíèå 3.9. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣
1 a bc

1 b ac

1 c ab

∣∣∣∣∣∣∣ .

Çàäàíèå 3.10. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b c

1 a2 b2 c2

1 a3 b3 c3

1 a4 b4 c4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çàäàíèå 3.11. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïðåäåëè-

òåëåé.

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + 2b1 a1 + 2b2 a1 + 2b3 a1 + 2b4

a2 + 2b1 a2 + 2b2 a2 + 2b3 a2 + 2b4

a3 + 2b1 a3 + 2b2 a3 + 2b3 a3 + 2b4

a4 + 2b1 a4 + 2b2 a4 + 2b3 a4 + 2b4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 1 + x1y2 1 + x1y3 1 + x1y4

1 + x2y1 1 + x2y2 1 + x2y3 1 + x2y4

1 + x3y1 1 + x3y2 1 + x3y3 1 + x3y4

1 + x4y1 1 + x4y2 1 + x4y3 1 + x4y4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1

y z x 1

z x y 1
x+ z

2
x+ y

2
y + z

2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Çàäàíèå 3.12. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n (n > 3)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

1 2 1 . . . 1

1 1 3 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ïðèâåäÿ åãî ê òðåóãîëüíîìó âèäó,

�4. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Â øêîëüíîì êóðñå àëãåáðû ÷èñëî b íàçûâàëè îáðàòíûì ÷èñëó a, åñëè

ab = 1. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a 6= 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáðàòíîå ÷èñëî

b = 1
a = a−1. Àíàëîãè÷íî â ëèíåéíîé àëãåáðå îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöà,

îáðàòíàÿ ìàòðèöå A.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ìàòðèöà A′ íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû

A, åñëè ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìàòðèö êîììóòàòèâíî è ðàâíî åäèíè÷íîé

ìàòðèöå.

A · A′ = A′ · A = E. (4.1)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü

òîëüêî äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 4.1. (Î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîé ìàò-

ðèöû) Ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A èìååò åäèí-

ñòâåííóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ìàòðèöà A = (aij) � íåâûðîæäåííàÿ. Çíà÷èò, |A| 6= 0. Äî-

êàæåì, ÷òî äëÿ ýòîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A∗ = (Aij),

ñîñòàâëåííóþ èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, òðàíñïîíèðóåì

åå è ðàçäåëèì íà îïðåäåëèòåëü |A|. (Ìàòðèöó A∗ íàçûâàþò ïðèñîåäèíåííîé).

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì ñïîñîáîì ìàòðèöà, ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé äëÿ

ìàòðèöû A.

A′ =
1

|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .

A1n A2n . . . Ann

 (4.2)
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ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöå A. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

A · A′ =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 · 1

|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .

A1n A2n . . . Ann

 =

=
1

|A|



n∑
k=1

a1kA1k

n∑
k=1

a1kA2k . . .
n∑

k=1

a1kAnk

n∑
k=1

a2kA1k

n∑
k=1

a2kA2k . . .
n∑

k=1

a2kAnk

. . . . . . . . . . . .
n∑

k=1

ankA1k

n∑
k=1

ankA2k . . .
n∑

k=1

ankAnk


.

Ïî òåîðåìå 3.1 âñå ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ñòîÿùèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè,

ðàâíû îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû A, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàâíû

íóëþ ïî òåîðåìå 3.2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå

A · A′ = 1
|A|


|A| 0 . . . 0

0 |A| . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . |A|

 =


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1

 = E.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå A′ · A = E.

2) Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîé ìàòðèöû. Ïóñòü ìàòðèöà A′′ òàêæå

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû A. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå A′ · A · A′′. Èìååì

A′ · A · A′′ = (A′ · A) · A′′ = E · A′′ = A′′,

A′ · A · A′′ = A′ · (A · A′′) = A′ · E = A−1.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî A′′ = A′.

Îáîçíà÷àåòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1.

Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè êâàäðàòíîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî

äîñòàòî÷íûì, íî è íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 4.2. Åñëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó,

òî îíà íåâûðîæåííàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1. Òîãäà

A·A−1 = E. Çíà÷èò, |A·A−1| = |E| = 1. Ïî ñâîéñòâó 9 îïðåäåëèòåëåé èìååì |A·A−1| =
|A| · |A−1|. Ñëåäîâàòåëüíî, |A| · |A−1| = 1. Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî |A| 6= 0.

Ïðèìåð 4.1. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå A =

(
6 −7

−4 5

)
.
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Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü.

|A| =

∣∣∣∣∣ 6 −7

−4 5

∣∣∣∣∣ = 30− 28 = 2 6= 0,

çíà÷èò ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ è äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Âû÷èñ-

ëèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A:

A11 = 5, A12 = −(−4) = 4, A21 = −(−7) = 7, A22 = 6. Ñîñòàâèì ïðèñîåäè-

íåííóþ ìàòðèöó A∗ =

(
5 4

7 8

)
. Òðàíñïîíèðîâàâ åå è ðàçäåëèâ íà îïðåäåëèòåëü,

ïîëó÷èì ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå A

A−1 =
1

2

(
5 7

4 6

)
=

(
2, 5 3, 5

2 3

)
.

Âûïîëíèì ïðîâåðêó. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå

A · A−1 =

(
6 −7

−4 5

)(
2, 5 3, 5

2 3

)
=

(
6 · 2, 5− 7 · 2 6 · 3, 5− 7 · 3
−4 · 2, 5 + 5 · 2 −4 · 3, 5 + 5 · 3

)
=

=

(
1 0

0 1

)
= E.

Ïðèìåð 4.2. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå

A =

 1 3 −2

2 4 1

3 −1 4

 .

Ðåøåíèå . Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü.

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2

2 4 1

3 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2

0 −2 5

0 −10 10

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −2 5

−10 10

∣∣∣∣∣ = 30 6= 0,

çíà÷èò, ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ è äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Âû÷èñ-

ëèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A:

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣∣ 4 1

−1 4

∣∣∣∣∣ = 17, A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣ 2 1

3 4

∣∣∣∣∣ = −5,

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣∣ 2 4

3 −1

∣∣∣∣∣ = −14, A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣∣ 3 −2

−1 4

∣∣∣∣∣ = −10,

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣∣ 1 −2

3 4

∣∣∣∣∣ = 10, A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣ 1 3

3 −1

∣∣∣∣∣ = 10,

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣∣ 3 −2

4 1

∣∣∣∣∣ = 11, A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣∣ 1 −2

2 1

∣∣∣∣∣ = −5,

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣∣ 1 3

2 4

∣∣∣∣∣ = −2.
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Ñîñòàâèì ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó A∗ =

 17 −5 −14

−10 10 10

11 −5 −2

 . Òðàíñïîíèðîâàâ

åå è ðàçäåëèâ íà îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå A

A−1 =
1

30

 17 −10 11

−5 10 −5

−14 10 −2

 .

Ïðîâåðêó âûïîëíèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, òî åñòü ïîêàæèòå, ÷òî 1 3 −2

2 4 1

3 −1 4

 · 1
30

 17 −10 11

−5 10 −5

−14 10 −2

 = E.

Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãåáðàè÷å-

ñêèõ äîïîëíåíèé ìîæíî ïðèìåíÿòü, åñëè ïîðÿäîê ìàòðèöû ìàë.

Äëÿ ìàòðèö, ïîðÿäêè êîòîðûõ äîñòàòî÷íî âåëèêè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îá-

ðàòíîé ìàòðèöû óäîáíî ïðèìåíÿòü ìåòîä Ãàóññà10�Æîðäàíà11, êîòîðûé

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: Ñïðàâà ê ìàòðèöå A ïðèïèøåì åäèíè÷íóþ ìàò-

ðèöó E. Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû, ïðèâåäåì

ìàòðèöó A ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Òîãäà âòîðàÿ ìàòðèöà îêàæåòñÿ

ðàâíîé A−1. Ýòèì ìåòîäîì ìîæíî íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ íåâû-

ðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû ëþáîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 4.3. Ìåòîäîì Æîðäàíà-Ãàóññà íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ

ìàòðèöå A =

 1 3 −2

2 4 1

3 −1 4

 .

10Èîãàíí Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóññ (Johann Carl Friedrich Gauss) (1777-1855) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, àñòðîíîì è ãåîäå-

çèñò, ïî÷åòíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ. Ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç âåëè÷àéøèõ ìàòåìàòèêîâ âñåõ âðåìeí, "êîðîëeì ìàòå-

ìàòèêîâ". Ñ èìåíåì Ãàóññà ñâÿçàíû ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî÷òè âî âñåõ îñíîâíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè:

â àëãåáðå, òåîðèè ÷èñåë, äèôôåðåíöèàëüíîé è íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, òåîðèè ôóíêöèé

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à òàêæå â íåáåñíîé ìåõàíèêå, àñòðîíîìèè, ôèçèêå. Ñîãëàñíî ëå-

ãåíäå, øêîëüíûé ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè, ÷òîáû çàíÿòü äåòåé íà äîëãîå âðåìÿ, ïðåäëîæèë èì ñîñ÷èòàòü ñóììó ÷èñåë

îò 1 äî 100. Þíûé Ãàóññ ìãíîâåííî ïîëó÷èë ðåçóëüòàò. Äî ñàìîé ñòàðîñòè îí ïðèâûê áîëüøóþ ÷àñòü âû÷èñëåíèé

ïðîèçâîäèòü â óìå. Ãàóññ äîêàçàë âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïðàâèëüíîãî ñåìíàäöà-

òèóãîëüíèêà, íàøeë êðèòåðèé âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Â

1815 ãîäó ïóáëèêóåò ïåðâîå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû. Â åãî áóìàãàõ îáíàðóæåíû çàìåò-

êè ïî òîìó ïðåäìåòó, ÷òî ïîçæå íàçâàëè òîïîëîãèåé. Â âîçðàñòå 62 ëåò Ãàóññ íà÷àë èçó÷àòü ðóññêèé ÿçûê, ÷òîáû

îçíàêîìèòüñÿ ñ òðóäàìè Ëîáà÷åâñêîãî.
11Ìàðè Ýíìîí Êàìèëü Æîðäàí (Jordan) (1838-1922) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê), èçäàòåëü "Journal de

mathåmatiques pures et appliquåes"(1885-1921), ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ. Ðàáîòû Æîðäàíà îòíîñÿòñÿ ê

àëãåáðå (íîðìàëüíàÿ æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèö), òåîðèè ôóíêöèé (ïîíÿòèå ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì),

à òàêæå òîïîëîãèè è êðèñòàëëîãðàôèè.
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Ðåøåíèå . Ïðèïèøåì ñïðàâà ê ìàòðèöå åäèíè÷íóþ ìàòðèöó è è ñ ïîìîùüþ

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåãîíèì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó íàëåâî.

A =

 1 3 −2 | 1 0 0

2 4 1 | 0 1 0

3 −1 4 | 0 0 1

 ∼
 1 3 −2 | 1 0 0

0 −2 5 | −2 1 0

0 −10 10 | −3 0 1

 ∼
∼

 1 3 −2 | 1 0 0

0 1 −5/2 | 1 −1/2 0

0 −10 10 | −3 0 0

 ∼
 1 0 11/2 | −2 3/2 0

0 1 −5/2 | 1 −1/2 0

0 0 −15 | 7 −5 1

 ∼
∼

 1 0 11/2 | −2 3/2 0

0 1 −5/2 | 1 −1/2 0

0 0 1 | −7/15 1/3 −1/15

 ∼
 1 0 0 | 17/30 −1/3 11/30

0 1 0 | −1/6 1/3 −1/6

0 0 1 | −7/15 1/3 −1/15

 .

Èòàê, A−1 =


17
30 −1

3
11
30

−1
6

1
3 −1

6
− 7

15
1
3 − 1

15

 = 1
30

 17 −10 11

−5 10 −5

−14 10 −2

 .

Ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû.

1. |A−1| = 1
|A| ; 2. (A−1)T = (AT )−1;

3. (A−1)−1 = A; 4. (AB)−1 = B−1A−1.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 4.1. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå A =

(
4 3

7 5

)
.

Çàäàíèå 4.2. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå

a) A =

 1 −2 4

3 −7 15

4 1 −2

 ; á) A =

 2 −1 3

−5 4 −4

3 1 7

 ;

â) A =

 1 −4 2

2 7 13

3 −10 7

 ; ã) A =

 2 −4 3

3 2 −1

4 1 0

 .

Çàäàíèå 4.3. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå

à) A =


1 −2 −1 0

2 −3 3 2

1 −1 −2 −1

3 0 25 13

 , á) A =


1 2 2 1

2 5 3 3

4 15 7 1

1 −3 2 5

 .

22



Çàäàíèå 4.4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ, åñëè

à) A =

 1 2 1

k 1 −4

3 k 3

; á) A =

 k 1 −1

3 2 1

1 k 2

; â) A =

 k 4 1

2 5 −1

0 k 1

.
�5. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó: íàéòè òàêèå ìàòðèöû X è Y , ÷òîáû áûëè ñïðàâåä-

ëèâû óðàâíåíèÿ A ·X = B è Y · A = B (â îáùåì ñëó÷àå X 6= Y ).

Òàê êàê A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ

ìàòðèöà A−1. Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ AX = B íà ìàòðèöó A−1

ñëåâà. Ïîëó÷èì

A−1AX = A−1B èëè X = A−1B.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî Y = BA−1.

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü A =

(
6 −7

−4 5

)
, B =

(
7 −3

−2 9

)
. Ðåøèòå óðàâ-

íåíèÿ AX = B è Y A = B.

Ðåøåíèå . Ìàòðèöà A−1 = 1
2

(
5 7

2 3

)
, îáðàòíàÿ ìàòðèöå A áûëà íàéäåíà â ïðè-

ìåðå 4.1.

Íàéäåì ìàòðèöû:

X = A−1B = 1
2

(
5 7

4 6

)(
7 −3

−2 9

)
= 1

2

(
5 · 7 + 7 · (−3) 5 · (−2) + 7 · 9
4 · 7 + 6 · (−3) 4 · (−2) + 6 · 9

)
=

= 1
2

(
14 53

10 46

)
=

(
7 26, 5

5 23

)
.

Y = BA−1 = 1
2

(
7 −3

−2 9

)(
5 7

4 6

)
= 1

2

(
7 · 5 + (−2) · 4 7 · 7 + (−2) · 6
(−3) · 5 + 9 · 4 (−3) · 7 + 9 · 6

)
=

= 1
2

(
27 37

21 33

)
=

(
13, 5 18, 5

10, 5 16, 5

)
.

Ýòîò ïðèìåð åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò, ÷òî óìíîæåíèå ìàòðèö íå êîì-

ìóòàòèâíî.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
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Çàäàíèå 5.1. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ AX = B è Y A = B, åñëè

A =

(
1 2

2 7

)
, B =

(
−2 5

7 −1

)
.

Çàäàíèå 5.2. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ AX = B è Y A = B, ãäå

A =

 1 −4 2

2 −10 7

3 −10 8

, B =

 2 −1 3

5 3 −1

−4 3 −2

 .

Çàäàíèå 5.3. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ

à)

 1 −2 4

3 −7 15

4 1 −2

X =

 −2 5

4 1

3 −2

; á)

 1 −3 2

3 −7 5

4 3 −2

X =

 −1

13

0

;
â)

 1 −2 2

3 −3 4

2 1 3

X =

 2 −3

5 2

1 −2

; ã)

 2 −4 3

3 2 −1

4 1 0

X =

 5

−3

4

.
Çàäàíèå 5.4. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ

a) X

 2 −1 3

−5 4 −4

3 1 7

 =

(
3 −5 1

−2 4 5

)
;

á) X

 1 −2 3

−3 4 −7

2 4 3

 =

(
−4 3 1

−5 1 2

)
;

â) X

 1 −4 2

2 −7 3

3 −10 7

 =
(

2 1 −3
)
.

Çàäàíèå 5.5. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ

a)

(
1 3

4 7

)
X

(
4 −10

3 −7

)
=

(
5 4

2 9

)
;

á)

(
7 5

2 1

)
X

(
5 3

2 1

)
=

(
23 10

10 5

)
;

â)

(
2 5

3 4

)
X

(
1 −4

−2 3

)
=

(
−2 37

−3 −38

)
.
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Çàäàíèå 5.6. Ðåøèòå ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé
X + Y =

(
1 1

0 1

)
,

2X + 3Y =

(
1 0

0 1

)
.

�6. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Â øêîëå âû èçó÷àëè ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè{
a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2.

Íàïîìíþ îäèí èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà b2, à âòîðîå � íà −b1, à çàòåì ñëîæèì ýòè óðàâíåíèÿ{
a1b2x+ b1b2y = b2c1,

−a2b1x− b1b2y = −b1c2.

Ïîëó÷èì (a1b2 − a2b1)x = b2c1 − b1c2.

Çàìåòèì, ÷òî a1b2 − a2b1 =

∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣, c1b2 − c2b1 =

∣∣∣∣∣ c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣∣. Îáîçíà÷èì ýòè îïðå-

äåëèòåëè ÷åðåç ∆ è ∆x ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàâåíñòâî äëÿ îïðåäåëåíèÿ x ïðèíèìàåò âèä

∆ · x = ∆x.

Åñëè ∆ 6= 0, òî

x =
∆x

∆
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

y =
∆y

∆
,

ãäå ∆y =

∣∣∣∣∣ a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣ .
Òàê êàê óðàâíåíèå ax + by = c çàäàåò íà ïëîñêîñòè ïðÿìóþ, òî ñèñòåìà äâóõ

óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè ïðÿìûå, çàäàþ-

ùèå óðàâíåíèÿ, ïåðåñåêàþòñÿ; íå èìååò ðåøåíèé, åñëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû; èìååò

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, åñëè ïðÿìûå ñîâïàäàþò.

Àíàëèòè÷åñêè ýòè óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè a1
a2
6= b1
b2
,

ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, åñëè a1
a2

= b1
b2
6= c1
c2
,

ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, åñëè a1
a2

= b1
b2

= c1
c2
.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ïðè ðåøåíèè êîòîðûé ïðèìåíÿþòñÿ ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé. Êëàññè÷åñêàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à � îäíà èç çàäà÷

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ î ïîèñêå îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îä-

íîðîäíûõ îáúåêòîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ïîä íàçâàíèåì òðàíñïîðòíàÿ çàäà-

÷à, îïðåäåëÿåòñÿ øèðîêèé êðóã çàäà÷ ñ åäèíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëüþ. Äëÿ ïðîñòîòû ïîíèìàíèÿ îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à îá îïòè-

ìàëüíîì ïëàíå ïåðåâîçîê ãðóçîâ èç ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ â ïóíêòû ïî-

òðåáëåíèÿ ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè íà ïåðåâîçêè. Çàäà÷à áûëà âïåð-

âûå ôîðìàëèçîâàíà ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ãàñïàðîì Ìîíæåì12. Ñó-

ùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â ðåøåíèè òðàíñïîðòíîé çàäà÷è áûëî ñäåëàíî

ñîâåòñêèì ìàòåìàòèêîì è ýêîíîìèñòîì Ëåîíèäîì Êàíòîðîâè÷åì13. Ïî-

ýòîìó èíîãäà ýòà ïðîáëåìà íàçûâàåòñÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé Ìîíæà�

Êàíòîðîâè÷à.

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè îïòè-

ìàëüíîãî ïëàíà ïåðåâîçîê íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ãðóçà èç m ïóíêòîâ

îòïðàâëåíèÿ A1, A2, . . . , Am â n ïóíêòîâ íàçíà÷åíèÿ B1, B2, . . . , Bn. Ïðè

ýòîì â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè îáû÷íî áåðåòñÿ ëèáî ìèíè-

ìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê âñåãî ãðóçà, ëèáî ìèíèìàëüíîå âðåìÿ åãî

äîñòàâêè. Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó, â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòè-

ìàëüíîñòè êîòîðîé âçÿòà ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê âñåãî ãðóçà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç cij � òàðèôû ïåðåâîçêè åäèíèöû ãðóçà èç i-ãî ïóíê-

òà îòïðàâëåíèÿ â j-é ïóíêò íàçíà÷åíèÿ, ÷åðåç ai � çàïàñû ãðóçà â i-ì

ïóíêòå îòïðàâëåíèÿ, ÷åðåç bj � ïîòðåáíîñòè â ãðóçå â j-ì ïóíêòå íà-

çíà÷åíèÿ, à ÷åðåç xij � êîëè÷åñòâî åäèíèö ãðóçà, ïåðåâîçèìîãî èç i-ãî
12Ãàñïàð Ìîíæ, ãðàô äå Ïåëþç (Gaspard Monge, comte de Peluse) (1746-1818) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ãåîìåòð,

ãîñóäàðñòâåííûé äåÿòåëü. Ìîíæ ðàçðàáîòàë îñíîâû íà÷åðòàòåëüíîé ãåîìåòðèè è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Îí

îïðåäåëèë, ÷òî âîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîåäèíåíèå âîäîðîäà è êèñëîðîäà.
13Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ Êàíòîðîâè÷ (1912-1986) � ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê è ýêîíîìèñò, îäèí èç ñîçäàòåëåé ëèíåéíî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå "çà âêëàä â òåîðèþ îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ðåñóðñîâ". Ðàçâèë îáùóþ òåîðèþ ïðèáëèæ¸ííûõ ìåòîäîâ, ïîñòðîèë ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ

óðàâíåíèé, ïåðâûì ïðèìåíèë ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå, ðàçâèë èäåþ îïòèìàëüíîñòè

â ýêîíîìèêå. Èíòåðåñíûé ôàêò: Ïîñëå òîãî, êàê Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì áûë ïðåäëîæåí îïòèìàëüíûé ìåòîä ðàñïè-

ëà ôàíåðíîãî ëèñòà, ýòîò ìåòîä ïîïûòàëèñü ïðèìåíèòü ê ðàçðåçàíèþ ñòàëüíûõ ëèñòîâ. Ïîñëå âíåäðåíèÿ ìåòîäîâ

îïòèìèçàöèè íà ïðîèçâîäñòâå îäíîé èç ôàáðèê èíæåíåðàì óäàëîñü óëó÷øèòü ïîêàçàòåëè, ÷òî ïðèâåëî, îäíàêî, ê

íåãàòèâíûì ïîñëåäñòâèÿì: à) ñèñòåìà ñîöèàëèñòè÷åñêîãî ïëàíèðîâàíèÿ òðåáîâàëà, ÷òîáû â ñëåäóþùåì ãîäó ïëàí

áûë ïåðåâûïîëíåí, ÷òî áûëî ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî ïðè èìåþùèõñÿ ðåñóðñàõ (ïîñêîëüêó íàéäåííîå ðåøåíèå

áûëî àáñîëþòíûì ìàêñèìóìîì); á) ôàáðèêà íå âûïîëíèëà ïëàí ïî ìåòàëëîëîìó, ëüâèíàÿ äîëÿ êîòîðîãî ñêëàäûâà-

ëàñü èç îáðåçêîâ ñòàëüíûõ ëèñòîâ. Ðóêîâîäñòâî ôàáðèêè ïîëó÷èëî âûãîâîð îò ïàðòèè è áîëüøå ñ ìàòåìàòèêàìè íå

ñâÿçûâàëîñü.
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ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ â j-é ïóíêò íàçíà÷åíèÿ. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè F =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij ïðè óñëîâèÿõ
m∑
i=1

xij = bj (êàæäûé ïîòðåáèòåëü

ïîëó÷àåò íóæíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà),
n∑
j=1

xij = ai (êàæäûé ïîñòàâùèê

îòãðóæàåò âåñü ïðîèçâåäåííûé ïðîäóêò) è xij > 0 (óñëîâèe íåîòðèöà-

òåëüíîñòè: ïîñòàâêà îò êàêîãî-òî ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà òîìó èëè èíîìó

ïóíêòó ïîòðåáëåíèÿ ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ, íî îòðèöàòåëüíîé, ñëåäî-

âàòü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, áûòü íå ìîæåò) (i = 1,m, j = 1, n).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøå-

íèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è: ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä, ìåòîä ïîòåíöèàëîâ,

äåëüòà-ìåòîä, ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ ðåíò, ñïîñîá äâîéíîãî ïðåäïî-

÷òåíèÿ, ðàçëè÷íûå ñåòåâûå ìåòîäû. Ïî íèì ñîñòàâëåíû äåñÿòêè ïðî-

ãðàìì. Âî ìíîãèõ ñíàáæåí÷åñêèõ, òðàíñïîðòíûõ è äðóãèõ îðãàíèçà-

öèÿõ ñ èõ ïîìîùüþ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ìàðøðóòû äîñòàâêè ìàòåðèàëîâ

íà ñòðîèòåëüíûå ïëîùàäêè, ïëàíû äëèòåëüíîãî ïðèêðåïëåíèÿ ïîñòàâ-

ùèêîâ ìåòàëëîïðîêàòà ê ïîòðåáèòåëÿì, ïëàíû ïåðåâîçîê òîïëèâà. Çà-

äà÷è ýòè ÷àñòî óñëîæíÿþòñÿ ðàçíîãî ðîäà äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿ-

ìè: íàïðèìåð, â íèõ âêëþ÷àåòñÿ ðàñ÷åò íå òîëüêî ñåáåñòîèìîñòè ïåðå-

âîçîê, íî è ñåáåñòîèìîñòè ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè (ïðîèçâîäñòâåííî-

òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à), îïòèìèçèðóåòñÿ ñîâìåñòíî äîñòàâêà âçàèìîçà-

ìåíÿåìûõ âèäîâ ïðîäóêöèè, îïòèìèçèðóåòñÿ äîñòàâêà ãðóçîâ ñ ïðîìå-

æóòî÷íûìè áàçàìè (ñêëàäàìè). Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî

ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò îïè-

ñûâàòü ìíîæåñòâî ñèòóàöèé, âåñüìà äàëåêèõ îò ïðîáëåìû ïåðåâîçîê, â

÷àñòíîñòè, íàõîäèòü îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå çàêàçîâ íà ïðîèçâîäñòâî

èçäåëèé ñ ðàçíîé ñåáåñòîèìîñòüþ.

Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû ìû áóäåì èçó÷àòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
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íåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ.
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(6.1)

×èñëà aij � êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû, îíè îáðàçóþò ìàòðèöó A = (aij),

íàçûâàåìóþ ìàòðèöåé ñèñòåìû.

Äîïîëíÿÿ ìàòðèöó A ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷èì ðàñøè-

ðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

Ã =


a11 a12 . . . a1n | b1

a21 a22 . . . a2n | b2

. . . . . . . . . . . . | . . .
am1 am2 . . . amn | bm

 . (6.2)

Ñâîáîäíûå ÷ëåíû îòäåëåíû îò îñíîâíîé ìàòðèöû ÷åðòîé.

Îáîçíà÷èì X = (x1, x2, . . . , xn)
T � ìàòðèöó-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ,

B = (b1, b2, . . . , bm)T � ìàòðèöó-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Èñïîëüçóÿ

îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ñèñòåìó (6.1) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷-

íîì âèäå

AX = B. (6.3)

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (6.1) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë

(x◦1, x
◦
2, . . . , x

◦
n), ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîãî â ñèñòåìó óðàâíåíèé âìå-

ñòî íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn êàæäîå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â âåð-

íîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî. Ñèñòåìà (6.1) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè

îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà (6.1) íàçûâàåòñÿ

îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå è íåîïðåäåëåííîé,

åñëè îíà èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè âñå ñâî-

áîäíûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ (b1 = b2 = . . . = bm = 0), è íåîäíîðîäíîé,

åñëè õîòÿ îäèí èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò âîïðîñû:

1) èìååò ëè ñèñòåìà õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå (ñîâìåñòíà ëè ñèñòåìà);
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2) åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òî ñêîëüêî ðåøåíèé îíà èìååò (ñèñòåìà îïðå-

äåëåííàÿ èëè íåò);

3) êàê íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû ìû ðàññìîòðèì òðè ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé: ìàòðè÷íûé ìåòîä, ìåòîä Êðàìåðà è ìåòîä Ãàóññà.

Ïðèìåð 6.1. Ðåøèòå ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì ñèñòåìó óðàâíåíèé
x − 2y + 4z = −4,

3x − 7y + 15z = −16,

4x + y − 2z = 11.

Ðåøåíèå . Îáîçíà÷èì

A =

 1 −2 4

3 −7 15

4 1 −2

 , X =

 x1

x2

x3

 , B =

 −4

−16

11

 .

Ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå AX = B è ðåøèòü åå ÷åðåç îáðàòíóþ

ìàòðèöû. Òàê êàê ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ |A| = −9 6= 0, òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò

îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 = 1
−9

 −1 0 −2

66 −18 −3

31 −9 −1

.
Òîãäà X = A−1B = −1

9

 −1 0 −2

66 −18 −3

31 −9 −1

 ·
 −4

−16

11

 =

 2

1

−1

,
òî åñòü x1 = 2, x2 = 1, x3 = −1.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 6.1. Ðåøèòå ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì ñèñòåìû óðàâíåíèé

à)


2x − 3y + 5z = 28,

3x − y + 2z = 13,

x + 2y − z = −7;

á)


2x − y − z = 3,

3x + y − 2z = 11,

3x − 2y + z = −4;

â)


x − 2y + 3z = 6,

4x + 4y + = 7,

7x − 5y + 15z = 1;

ã)


x + y − z = 2,

4x + 3y − 2z = 6,

−2x + 5y − 11z = 2;

ä)


x − 2y + 4z = 1,

3x − 7y + 13z = −1,

4x + y + 5z = 3.
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�7. Ïðàâèëî Êðàìåðà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè.
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn.

(7.1)

Çàïèøåì ñîîòâåñòâóþùåå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = B, ãäå A = (aij) �

ìàòðèöà ñèñòåìû, X = (x1, x2, . . . , xn)
T � ìàòðèöà-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ,

B = (b1, b2, . . . , bn)
T � ìàòðèöà-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Åñëè ìàòðèöà A � íåâûðîæäåííàÿ (∆ = |A| 6= 0), òî äëÿ íåå ñóùå-

ñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 = 1
∆ (Aij)

T .

Ðåøèì ñèñòåìó (7.1) ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì.

X = A−1B =
1

∆


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .

A1n A2n . . . Ann

 ·


b1

b2

. . .

bn

 =


x1

x2

. . .

xn

 .

Îòñþäà íàõîäèì

x1 =
1

∆
(b1A11 + b2A21 + . . .+ bnAn1) =

1

∆

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 . . . a1n

b2 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∆1

∆
.

Îïðåäåëèòåëü ∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 . . . a1n

b2 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëèòåëÿ ∆

çàìåíîé ïåðâîãî ñòîëáöà ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Åãî íàçûâàþò äî-

ïîëíèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì íåèçâåñòíîé x1.
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî x2 = ∆2
∆ , . . . , xn = ∆n

∆ , ãäå îïðåäåëèòåëü

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . b1 . . . a1n

a21 a22 . . . b2 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . b1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëèòåëÿ ∆ çàìåíîé k-ãî ñòîëáöà ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ

÷ëåíîâ.

Ôîðìóëû

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
(7.2)

íàçûâàþò ôîðìóëàìè Êðàìåðà.

Ñôîðìóëèðóåì äîêàçàííóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 7.1. (Êðàìåðà)14 Åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû n ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ñèñòåìà èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà

xk =
∆k

∆
, (k = 1, n)

ãäå ∆ � îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, ∆k � äîïîëíèòåëüíûé îïðåäåëèòåëü

íåèçâåñòíîé xk.

Èç ôîðìóë (7.2) âûòåêàåò ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 7.2. Åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ∆ ðàâåí íóëþ, à õîòÿ áû

îäèí èç äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëèòåëåé íåèçâåñòíûõ îòëè÷åí îò íóëÿ,

òî ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.

Ïðèìåð 7.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðî ôîðìóëàì Êðàìåðà
x − 2y + 4z = −4,

3x − 7y + 15z = −16,

4x + y − 2z = 11.

14Ãàáðèýëü Êðàìåð (Gabriel Cramer) (1704-1752) � øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê, îäèí èç ñîçäàòåëåé ëèíåéíîé àëãåáðû.

Êðàìåð äàë àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ, ïðîâ¸ë êëàññèôèêàöèþ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ äî ïÿòîãî ïîðÿä-

êà âêëþ÷èòåëüíî. Ðàáîòû Êðàìåðà îõâàòûâàþò ñàìûå ðàçíûå òåìû: ãåîìåòðèÿ, èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè, ôèëîñîôèÿ,

ïðèëîæåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ñàìàÿ èçâåñòíàÿ èç ðàáîò Êðàìåðà �òðàêòàò "Ââåäåíèå â àíàëèç àëãåáðàè÷åñêèõ

êðèâûõ"("Introduction a l'analyse des lignes courbes algebraique").
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Ðåøåíèå . Ïóñòü A =

 1 −2 4

3 −7 15

4 1 −2

 � îñíîâíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû. Âû÷èñëèì

îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 4

3 −7 15

4 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 4

0 −1 3

0 9 −18

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣ −1 3

9 −18

∣∣∣∣∣ = −9.

Òàê êàê ∆ 6= 0, òî ñèñòåìó ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì Êðàìåðà.

Âû÷èñëèì äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëèòåëè äëÿ íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
−4 −2 4

−16 −7 11

4 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = −18; ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −4 4

3 −16 15

4 11 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = −9;

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −4

3 −7 −16

4 1 11

∣∣∣∣∣∣∣ = 9.

Ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà x = ∆1
∆ = −18

−9 = 2, y = ∆2
∆ = −9

−9 = 1, z = ∆3
∆ = 9

−9 = −1.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 7.1. Ðåøèòå ìåòîäîì Êðàìåðà ñèñòåìû óðàâíåíèé

à)


2x − y − z = 4,

3x + 4y − 2z = 11,

3x − 2y + 4z = 11.

á)


x − 4y + 3z = 15,

3x − 4y + 5z = 25,

4x + 3y + z = 8.

â)


x − 2y + 4z = −4,

3x − 7y + 15z = −16,

4x + y − 2z = 11;

ã)


x − 2y + 4z = 1,

3x − 7y + 13z = −1,

4x + y + 5z = 3.

ä)


3x1 + 3x2 − 4x3 + 5x4 = −3,

4x1 + 7x2 + 8x3 + 2x4 = 24,

x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 2,

3x1 + 8x2 + 3x3 + 4x4 = 18.

Çàäàíèå 7.2. Èññëåäóéòå ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k ñèñòåìà óðàâíåíèé áó-

äåò îïðåäåëåííîé, íåîïðåäåëåííîé, íåñîâìåñòíîé. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé.

à)

{
(2− k)x+ 6y = 1,

6x+ (2− k)y = 1
; á)

{
kx+ (k + 6)y = 4,

(k − 1)x+ 2ky = 2.

â)

{
(2k − 3)x− ky = 3k − 2,

5x− (2k + 3)y = 5.
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�8. Ìåòîä Ãàóññà.

Íàèáîëåå óäîáíûì äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèé ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîñëåäî-

âàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ èëè ìåòîä Ãàóññà.

Äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (6.1). Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñèñòåìû, íàçûâàåìûå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

1) Óìíîæåíèå (äåëåíèå) îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà íåêîòîðîå îòëè÷-

íîå îò íóëÿ ÷èñëî;

2) Ïðèáàâëåíèå ê îáåèì ÷àñòÿì j-îãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷à-

ñòåé i-òîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæåííûõ íà íåêîòîðîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî;

3) Ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè äâóõ óðàâíåíèé.

Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìà áóäåò ðàâ-

íîñèëüíà ñèñòåìå (6.1), òî åñòü îíè ëèáî îáå íåñîâìåñòíû, ëèáî îáå ñî-

ñìåñòíû è èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ. Ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïî-

ñëå âûïîëíåíèé íåñêîëüêèõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå,

âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ðàâíû 0. Îòáðàñûâàÿ ýòî óðàâíåíèå, òàêæå

ïîëó÷èì ñèñòåìó, ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé.

Ðàññìîòðèì ìåòîä Ãàóññà. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñ

ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé ê

òðåóãîëüíîìó (ñòóïåí÷àòîìó) âèäó. Óðàâíåíèå, êîòîðîå áóäåì ïðèáàâ-

ëÿòü ê äðóãèì óðàâíåíèÿì íàçîâåì ðàçðåøàþùèì óðàâíåíèåì, à êî-

ýôôèöèåíò ïðè ïåðåìåííîé, êîòîðóþ áóäåì èñêëþ÷àòü èç âñåõ óðàâíå-

íèé, êðîìå ðàçðåøàþùåãî íàçîâåì ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì.

Äàíà ñèñòåìà (6.1). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a11 6= 0. Âîçüìåì a11

çà ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò. Èñêëþ÷èì íåèçâåñòíîå x1 èç âñåõ óðàâíåíèé

êðîìå ïåðâîãî. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæàòü ïîñëåäîâà-

òåëüíî íà −a21a11 , −
a31
a11 , . . . ,−

am1
a11 è ïðèáàâëÿòü ê îñòàëüíûì óðàíåíèÿì

ñèñòåìû. Ïîëó÷èì ñèñòåìó
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
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a′22x2 + . . .+ a′2nxn = b′2,

. . . . . . . . . . . . . . .

a′m2x2 + . . .+ a′mnxn = b′m,

ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a′22 6= 0, òîãäà íåèçâåñòíîå

x2 ìîæíî èñêëþ÷èòü èç âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû êðîìå âòîðîãî, è òàê

äàëåå, ïîêà íå ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåóãîëüíîãî èëè ñòóïåí÷àòîãî âèäà, èç

êîòîðîé ëåãêî íàõîäèòü íåèçâåñòíûå.
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a′22x2 + . . .+ a′2nxn = b′2,

. . . . . . . . . . . . . . .

a′′mkxk + ...+ a′′mnxn = b′′m.

Ðåøàòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà óäîáíî, ïðåîáðàçîâûâàÿ ðàñøèðåííóþ

ìàòðèöó ñèñòåìû.

Ïðèìåð 8.1. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
x1 + x2 + x3 + x4 = 1

x1 + x2 − 2x3 − x4 = 0

x1 + x2 + 4x3 + 3x4 = 2

x1 + x2 + 7x3 + 5x4 = 3

.

Ðåøåíèå . Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû
1 1 1 1 | 1

1 1 −2 −1 | 0

2 2 4 3 | 2

1 1 7 5 | 3

 ∼


1 1 1 1 | 1

0 0 −3 −2 | −1

0 0 3 2 | 1

0 0 6 4 | 2

 ∼


1 1 1 1 | 1

0 0 3 2 | 1

0 0 0 0 | 0

0 0 0 0 | 0

 ∼
∼

(
1 1 −0, 5 0 | 0, 5

0 0 1, 5 1 | 0, 5

)
.

Èòàê,

{
x1 = −x2 + 0, 5x3 + 0, 5,

x4 = −1, 5x3 + 0, 5.

Íåèçâåñòíûå x2 è x3 íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè. Ïðèäàâàÿ èì ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ,

áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Íàïðèìåð, åñëè ïîëîæèòü

x2 = −1, x3 = 1, òî ïîëó÷èì x1 = 2, x4 = −1, è (2;−1; 1;−1) � ÷àñòíîå ðåøåíèå

ñèñòåìû.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
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Çàäàíèå 8.1. Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé
x1 = 1

3(x2 + x3 + 25000),

x2 = 1
3(x1 + x3 + 31000),

x3 = 1
4(x1 + x2 + x4 + 21000),

x4 = 1
2(x3 + 24000),

ïîëó÷åííóþ â ïðèìåðå 6.1 ëåêöèè.

�9. Àðèôìåòè÷åñêèå âåêòîðû è äåéñòâèÿ íàä íèìè.

Â øêîëå íà óðîêàõ ãåîìåòðèè è ôèçèêè âåêòîð îïðåäåëÿëè êàê íàïðàâ-

ëåííûé îòðåçîê, ââîäèëè ãðàôè÷åñêè ñóììó è ðàçíîñòü âåêòîðîâ, ïðîèç-

âåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî. Åñëè ââåñòè â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò, òî êàæäîìó âåêòîðó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü óïîðÿäî÷åííàÿ

òðîéêà ÷èñåë a = (a1, a2, a3). Îáîáùàÿ èçâåñòíûå èç øêîëû ôàêòû, ìîæ-

íî ââåñòè ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Àðèôìåòè÷åñêèì n-ìåðíûì âåêòîðîì íàçû-

âàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

a1, a2, . . . , an. Îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîð

a = (a1, a2, . . . , an). (9.1)

×èñëà a1, a2, . . . , an íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè âåêòîðà.

Âåêòîðû a = (a1, a2, . . . , an) è b = (b1, b2, . . . , bn) íàçûâàþò ðàâíû-

ìè, åñëè åñëè èõ ñîîòâåñòâóþùèå êîîðäèíàòû ðàâíû, òî åñòü a1 = b1,

a2 = b2, . . ., an = bn.

Ñóììîé âåêòîðîâ a = (a1, a2, . . . , an) è b = (b1, b2, . . . , bn) íàçûâàåòñÿ

âåêòîð

a+ b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn). (9.2).

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a = (a1, a2, . . . , an) íà ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ

âåêòîð

ka = (ka1, ka2, . . . , kan). (9.3).

Âåêòîð 0 = (0, 0, . . . , 0), âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû 0, íàçûâàåòñÿ

íóëåâûì.
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Âåêòîð −a = (−a1,−a2, . . . ,−an) íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì

âåêòîðó a = (a1, a2, . . . , an).

Äâà âåêòîðà a è b êîëëèíåàðíû, åñëè b = ka.

Ïðèìåð êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ äàåò òàáëèöà îáìåííûõ êóðñîâ âà-

ëþò15.
1ðóáëü 1 äîëëàð 1 åâðî

1ðóáëü 1 0,016 0,014

1äîëëàð 62,45 1 0,786

1 åâðî 71,27 1,141 1

Ëþáûå äâå ñòðîêè èëè ëþáûå äâà ñòîëáöà ýòîé ìàòðèöû ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé êîëëèíåàðíûå âåêòîðà.

Oïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì:

1. a+ b = b+ a; 2. (a+ b) + c = a+ (b+ c);

3. a+ 0 = a; 4. a+ (−a) = 0;

5. k(a+ b) = ka+ kb; 6. (k + l)a = ka+ la;

7. (kl)a = k(la); 8. 1 · a = a.

Ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ âåêòîðîâ, â êîòîðîì ââå-

äåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñ-

ëî, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1� 8, íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì

n-ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ Rn.

Ïðèìåð 9.1. Ïóñòü âåêòîð a = (a1, a2, . . . , an) � âåêòîð öåí íà n âèäîâ

ïðîäóêöèè, âåêòîð b = (b1, b2, . . . , bn) � âåêòîð îáúåìà âûïóñêà ýòîé ïðî-

äóêöèè çà ìåñÿö. Òîãäà ìåñÿ÷íûé îáúåì òîâàðíîé ïðîäóêöèè (â ðóáëÿõ)

ðàâåí ÷èñëó a1 · b1 + a2 · b2 + . . .+ an · bn.

Ïðèìåð 9.2. Íåêîòîðàÿ ôèðìà äëÿ ñòðîèòåëüñòâà îôèñà âçÿëà êðå-

äèò â òðåõ áàíêàõ. Êàæäûé èç áàíêîâ ïðåäîñòàâèë 150 ìëí., 130 ìëí.

è 125 ìëí. ðóáëåé ïîä ãîäîâóþ ïðîöåíòíóþ ñòàâêó 25%, 30% è 32% ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïîëó÷èëè äâà âåêòîðà: âåêòîð êðåäèòîâ c = (150, 130, 125) è

âåêòîð ïðîöåíòíûõ ñòàâîê p = (25, 30, 32). Òîãäà â êîíöå ãîäà ôèðìå ïî
15ïî êóðñó ìàÿ 2014 ãîäà
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êðåäèòàì ïðèäåòñÿ óïëàòèòü 150·1, 25+130·1, 30+125·1, 32 = 521, 5 ìëí.

ðóáëåé.

Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëåçíî ââåñòè åùå îäíî äåéñòâèå íàä

âåêòîðàìè.

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ a = (a1, a2, . . . , an) è

b = (b1, b2, . . . , bn) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå ïðîèçâåäåíèé èõ îä-

íîèìåííûõ êîîðäèíàò.

(a, b) = a · b = a1 · b1 + a2 · b2 + . . .+ an · bn. (9.4)

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1) (a, b) = (b, a); 2) (a+ b, c) = (a, c) + (b, c); 3) (αx, y) = α(x, y);

4) (a, a) > 0 ïðè a 6= 0 è (a, a) = 0 òîëüêî òîãäà, êîãäà a = 0.

Äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà a è b íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, òî åñòü a · b = 0.

Ðàññìîòðèì ýêîíîìè÷åñêèé ïðèìåð íà îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà öåí è óðîâíÿ èíôëÿöèè

ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò ñòîèìîñòè ïîòðåáèòåëüñêîé êîðçèíû, ñîñòîÿùåé èç

300 âèäîâ òîâàðîâ è óñëóã, ïîëó÷àåìûõ ïîòðåáèòåëÿìè. Â ñòàáëèöå

ïðèâåäåí ïðèìåð, êàê ìîæíî âû÷èñëÿòü èíäåêñ öåí. Ðàñ÷åò èíäåêñà

öåí ïðîâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå: "Ðàñõîäû â òåêóùåì ìåñÿöå" äåëèì íà

"Ðàñõîäû â ïðåäûäóùåì ìåñÿöå".

Âèä òîâàðà êîëè- Öåíà åä. Ðàñõîäû Öåíà åä. Ðàñõîäû

÷åñòâî òîâàðà â â òåêó- òîâàðà â â ïðåäû-

òåêóùåì ùåì ïðåäûäó- äóùåì

ìåñÿöå ìåñÿöå ùåì ìåñÿöå ìåñÿöå

ßéöà 15 4 60 3,9 58,5

Ìîëîêî 10 34,5 345 33 330

Õëåá 17 28 476 27,6 469,2

Êàðòîôåëü 24 25,5 612 25 600

Ñàõàð 2 41 82 38 76

Îáùèå ðàñõîäû � � 1575 � 1533,7
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Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå, èíäåêñ èíôëÿöèè ñîñòàâëÿåò
1575

1533, 7 · 100%− 100% ≈ 2, 7%.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q = (15; 10; 17; 24; 2) � âåêòîð êîëè÷åñòâà ïîòðåáëÿ-

åìûõ òîâàðîâ, c = (4; 34, 5; 28; 25, 5; 41) � âåêòîð öåí â òåêóùåì ìåñÿöå,

c−1 = (3, 9; 33; 27, 6; 25; 38) � âåêòîð öåí â ïðåäûäóùåì ìåñÿöå.

Èíäåêñ öåí âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

p = (c, q)
(c−1, q)

· 100%.

Îòêóäà (100c, q) = p · (c−1, q) èëè (100c− p · c−1, q) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ öåí ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ÷èñëåííûé êîýôôè-

öèåíò p, êîòîðûé äåëàåò âåêòîð q îðòîãîíàëüíûì âåêòîðó 100c− p · c−1.
Èíäåêñ èíôëÿöèè ðàñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

i = p− 100 =
(c, q)

(c−1, q)
· 100− 100 =

(c− c−1, q)
(c−1, q)

· 100.

�10. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ ëåæàò â îñíîâå è íàõîäÿò

ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå.

Âåêòîð b íàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì âåêòîðó a, åñëè ñóùåñòâóåò

÷èñëî k 6= 0 òàêîå, ÷òî b = ka. Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am èç

ïðîñòðàíñòâà Rn. Âåêòîð b âèäà

b = λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λmam, (10.1)

ãäå λ1, λ2, . . . , λm � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am.

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî âåêòîð b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðà

a1, a2, . . . , am.

Åñëè âåêòîðû çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, òî èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå

îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè, äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòû âåêòîðà b ïîëó÷èì

bi = λ1a1i + λ2a2i + . . .+ λmami (i = 1, 2, . . . , n).
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Îïðåäåëåíèå 10.2. Cèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am (m > 2) èç ïðî-

ñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ñóùåñòâóþò

òàêèå ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λm, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, ÷òî ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî

λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λmam = 0 (10.2)

(ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ñ êîýôôèöèåíòàìè

λ1, λ2, . . . , λm ðàâíà íóëþ). Åñëè ðàâåíñòâî (10.2) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ (λ1 = . . . = λm = 0), òî

ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Äîêàæåì íåñêîëüêî òåîðåì î ñâîéñòâàõ ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 10.1. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìà òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí èç âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ëèíåéíî çà-

âèñèìà. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λm, íå ðàâíûå íóëþ

îäíîâðåìåííî, ÷òî λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λmam = 0. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè λ1 6= 0.

Òîãäà a1 = −λ2
λ1
a1 − λ3

λ1
a2 − . . .− λm

λ1
am. Âåêòîð a1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

îñòàëüíûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè âåêòîð a1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèåé îñòàëüíûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû, òî åñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî a1 = λ2a2+. . .+λmam
èëè a1 − λ2a2 − . . .− λmam = 0. Â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè a1 − λ2a2 − . . .− λmam = 0

íå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ (λ1 = 1), çíà÷èò, ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am

ëèíåéíî çàâèñèìà.

Òåîðåìà 10.2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ íóëåâîé âåêòîð, ëè-

íåéíî çàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am, 0, ñîäåðæàùàÿ íóëåâîé âåê-

òîð. Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìîæíî âûáðàòü òàê: 0, 0, . . . , 0, 1. Ëè-

íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ðàâíà íóëþ 0a1 + 0a2 + . . . + 0am + 10 = 0, íî íå âñå

êîýôôèöèåíòû íóëåâûå.

Òåîðåìà 10.3. Ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ ëèíåéíî çàâèñèìóþ

ïîäñèñòåìó, ëèíåéíî çàâèñèìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am, è åå ïîäñèñòåìà a1, a2, . . . , ak
(k < m). Òàê êàê ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìa, òî ñóùåñòâó-

þò òàêèå ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λk, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

λ1a1 + λ2a2 + . . . + λkak = 0. Åñëè âçÿòü êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

λ1, λ2, . . . , λk, 0, . . . , 0, òî ïîëó÷èì âåðíîå ðàâåíñòâî λ1a1 +λ2a2 + . . .+λkak +0ak+1 +

. . .+ 0an = 0, â êîòîðîé íå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0.

Òåîðåìà 10.4. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî ëþáàÿ

åå ïîäñèñòåìà òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàòü áóäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â

ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ñóùåñòâóåò ëèíåéíî çàâèñèìàÿ

ïîäñèñòåìà. Ïî òåîðåìå 10.3 òîãäà è âñÿ ñèñòåìà âåêîðîâ áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìà.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è ñèñòåìà âåêòîðîâ

a1, a2, . . . , am ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Òåîðåìà 10.5. Ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ äâà êîëëèíåàðíûõ âåê-

òîðà, ëèíåéíî çàâèñèìà. (Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó ñàìîñòîÿòåëüíî.)

Ïðèìåðîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ äâà íåêîëëèíåàð-

íûõ âåêòîðà íà ïëîñêîñòè. Â ñàìîì äåëå, åñëè âåêòîðû a è b ëèíåéíî

çàâèñèìû è â ðàâåíñòâå λ1a+λ2b = 0 , íàïðèìåð, λ1 6= 0, òî b = −λ2
λ1
a è,

çíà÷èò, âåêòîðû a è b êîëëèíåàðíû. Òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ÿâëÿ-

þòñÿ òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå R3 (âåêòîðû íàçûâà-

þòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè îíè ïàðàëëåëüíû íåêîòîðîé ïëîñêîñòè).

Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå ëèíåéíî çàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ïðåä-

ïîëàãàåò, ÷òî ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî âåêòîðîâ. Îäíàêî

÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü è áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû. Ìû óñëîâèìñÿ

áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èòàòü ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ëèíåéíî çà-

âèñèìîé áóäåò êàêàÿ-íèáóäü åå ïîäñèñòåìà, è ëèíåéíî íåçàâèñèìîé,

åñëè ëþáàÿ åå ïîäñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Ñ áåñêîíå÷íû-

ìè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñèñòåìàìè ìû âñòðåòèìñÿ â êóðñå àíàëèçà.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ìîæåò ñî-

äåðæàòü ñèñòåìà n-ìåðíûõ âåêòîðîâ. Äëÿ îòâåòà íà íåãî ðàññìîòðèì

ñèñòåìó âåêòîðîâ

e1 = (1; 0; . . . ; 0), e2 = (0; 1; . . . ; 0), . . . , en = (0; 0; . . . ; 1) (10.3)
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Ýòà ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ (10.3) îáðàùàåòñÿ â 0 òîëüêî ïðè λ1 = λ2 = . . . =

= λn = 0. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç n ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ.

À ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü ñèñòåìà n-ìåðíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

âåêòîðîâ, ÷èñëî âåêòîðîâ â êîòîðîé áîëüøå n? Îòâåò íà ïîñòàâëåííûé

âîïðîñ äàåò

Òåîðåìà 10.6. Âñÿêèå k n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ïðè k > n ëèíåéíî çàâè-

ñèìû.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 10.1. Íàéäèòå ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ 3a1−2a2+5a3,

ãäå a1 = (2;−3;−5; 7), a2 = (−3; 4; 6; 1), a3 = (1;−4;−7; 2).

Çàäàíèå 10.2. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2a1 − 3a2 − a3 − 7x = a4, ãäå

a1 = (1; 2;−3; 4), a2 = (1; 1; 1;−5), a3 = (2;−5;−1; 3), a4 = (2; 1;−2;−1).

Çàäàíèå 10.3. Áóäåò ëè ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòîðîâ, åñëè

à) a1 = (1; 2;−3), a2 = (−1;−1;−1), a3 = (2; 5;−10);

á) a1 = (3;−1; 4), a2 = (1; 2;−1), a3 = (7; 1; 5).

Çàäàíèå 10.4. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðà a = (a1; a2; a3), b = (b1; b2; b3),

c = (c1; c2; c3) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè ìàòðèöà ñîñòàâëåííàÿ èç êîîð-

äèíàò ýòèõ âåêòîðîâ íåâûðîæäåííàÿ.

Çàäàíèå 10.5. Äàíû ÷åòûðå âåêòîðà a1 = (1;−2; 2), a2 = (−1; 3;−2),

a3 = (2;−4; 3), a4 = (5; 1;−9). Ïîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, a3
ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à ñèñòåìà a1, a2, a3, a4 ëèíåéíî çàâèñèìà. Âûðàçèòå

âåêòîð a4 ÷åðåç âåêòîðà a1, a2, a3.

Çàäàíèå 10.6. Äàíû ÷åòûðå âåêòîðà a1 = (2; 1;−3), a2 = (3; 2;−5),

a3 = (1;−1; 1), a4 = (6; 2;−7). Ïîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, a3
ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à ñèñòåìà a1, a2, a3, a4 ëèíåéíî çàâèñèìà. Âûðàçèòå

âåêòîð a4 ÷åðåç âåêòîðà a1, a2, a3.
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Çàäàíèå 10.7. Äàíû ïÿòü âåêòîðîâ a1 = (1; 2;−1;−2), a2 = (2; 3; 0;−1),

a3 = (1; 2; 1; 4), a4 = (1; 3;−1; 0), a5 = (7; 14;−1; 2). Ïîêàæèòå, ÷òî ñè-

ñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, a3, a4 ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à ñèñòåìà a1, a2, a3, a4
a5 ëèíåéíî çàâèñèìà. Âûðàçèòå âåêòîð a5 ÷åðåç âåêòîðà a1, a2, a3, a4.

Çàäàíèå 10.8. Ïóñòü x, y, z � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.

Áóäóò ëè ëèíåéíî çàâèñèìûìè ñèñòåìû

à) x, x+ y, x+ y + z; á) x+ y, x+ z, y + z; â) x− y, y − z, z − x ?

�11. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïîäïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåäîñòàòî÷-

íî òîãî àïïàðàòà, êîòîðûé ìû äî ýòîãî ïðèìåíÿëè. Ïîìèìî ìàòðèö è

îïðåäåëèòåëåé íàì íåîáõîäèìî ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ìíîæåñòâî V ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè

à) çàäàíà âíóòðåííÿÿ îïåðàöèÿ � ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ ïðîñòðàí-

ñòâà (ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ∀x, y ∈ V ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëå-

ìåíò z ∈ V), òî åñòü z = x+ y;

á) çàäàíà âíåøíÿÿ îïåðàöèÿ � óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà ÷èñëî (ïðà-

âèëî, ïî êîòîðîìó ∀x ∈ V, ∀α ∈ R (èëè C) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

ýëåìåíò w ∈ V), òî åñòü w = α · x.
Ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

I. 1) x+ y = y + x, ∀x, y ∈ V;
2) (x+ y) + z = x+ y + z, ∀x, y z ∈ V;
3) ∃ 0 ∈ V (íóëåâîé ýëåìåíò), òàêîé ÷òî 0 + x = x, ∀x ∈ V;
4) ∀x ∈ V ∃x′ ∈ V (ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò), òàêîé ÷òî

x+ x′ = 0;

II. 5) 1 · x = x, ∀x ∈ V;
6) α(β · x) = (αβ) · x, ∀x ∈ V, ∀α, β ∈ R;
7) (α + β) · x = α · x+ β · x, ∀x ∈ V, ∀α, β ∈ R;
8) α · (x+ y) = α · x+ α · y, ∀x, y ∈ V, ∀α ∈ R.
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Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî äîêàçàòü ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 11.1. 1. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííûé íóëåâîé ýëåìåíò;

2. ∀x ∈ V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò,

êîòîðûé ðàâåí (−1) · x = −x;
3. Ïðîèçâåäåíèå 0 · x = 0, ∀x ∈ V;
4. Ïðîèçâåäåíèå α · 0 = 0, ∀α ∈ R;
5. Åñëè ïðîèçâåäåíèå α · x = 0, òî ëèáî α = 0 , ëèáî x = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 áóäåì îò ïðîòèâíîãî.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò äâà íóëåâûõ ýëåìåíòà

01 è 02. Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû 01 + 02 = 01, ñ äðóãîé ñòîðîíû 01 + 02 = 02. Îòêóäà

ñëåäóåò ðàâåíñòâî 01 = 02.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ñóùåñòâóþò

äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ýëåìåíòà x′ è x′′. Èìååì x′+x+x′′ = (x′+x)+x′′ = 0+x′′ = x′′

èëè x′ + x+ x′′ = x′ + (x+ x′′) = x′ + 0 = x′. Îòêóäà x′ = x′′.

3. Ïóñòü 0 · x = 0. Òîãäà 0 · x = (α− α)x = αx− αx = 0.

4. Ïóñòü α · 0 = 0. Òîãäà α · (x− x) = αx− αx = 0.

5. Ïóñòü α · x = 0, íî α 6= 0.

Òîãäà x = 1 · x =
(

1
α · α

)
x = 1

α · (αx) = 1
α · 0 = 0.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðàm×n ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî.

2. Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå èëè ðàâíîé n ñ îáû÷íûìè

îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî.

3. Ìíîæåñòâî Rn n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ ââåäåííûìè â ïðåäûäóùåì ïà-

ðàãðàôå îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

4. Ìíîæåñòâî C[a; b] ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b]. Ââåäåì

íà ýòîì ìíîæåñòâå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ ôóíêöèè

íà ÷èñëî ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: ñóììà ôóíêöèé f + g íàõîäèòñÿ ïî

ïðàâèëó (f + g)(x) = f(x) + g(x), ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèè f íà ÷èñëî α

íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó (αf)(x) = αf(x).

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ
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n-ìåðíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ,

à ëþáûå n+ 1 âåêòîðîâ óæå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà � ýòî ìàêñèìàëü-

íîå ÷èñëî ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-

òîðîâ. Îáîçíà÷àþò n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn.

Îïðåäåëåíèå 11.3. Ìàêñèìàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà.

Òåîðåìà 11.2. Âñå áàçèñû êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 11.3. Êàæäûé âåêòîð x ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà.

x = x1f 1 + x2f 2 + . . .+ xnfn. (11.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû f 1, f 2, . . . , fn îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn.

Òàê êàê ëþáûå n + 1 âåêòîðîâ â Rn ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñèñòåìà f 1, f 2, . . . , fn, x

áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λn, λ, íå ðàâíûå îä-

íîâðåìåííî íóëþ, òàêèå ÷òî λ1f 1 + λ2f 2 + . . . + λnfn + λx = 0. Ïðè ýòîì λ 6= 0, èáî

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà f 1, f 2, . . . , fn áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìà. Ñëåäîâàòåëüíî,

x = −λ1
λ
f 1 −

λ2
λ
f 2 − . . .−

λn
λ
fn. Îáîçíà÷èâ xi = −λi

λ
, ïîëó÷èì

x = x1f 1 + x2f 2 + . . .+ xnfn.

Ýòî âûðàæåíèå x ÷åðåç f 1, f 2, . . . , fn, åäèíñòâåííîå, òàê êàê åñëè ñóùåñòâóåò äðóãîå

âûðàæåíèå âåêòîðà x ÷åðåç âåêòîðû áàçèñà, íàïðèìåð, x = y1f 1 +y2f 2 + . . .+ynfn, òî

âû÷èòàÿ èç ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâåíñòâî (11.1), ïîëó÷èì (y1−x1)f 1 + (y2−x2)f 2 + . . .+

(yn − xn)fn = 0. Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ f 1, f 2, . . . , fn, ïîëó÷èì

y1 − x1 = y2 − x2 = . . . = yn − xn = 0 èëè y1 = x1, y2 = x2, . . . , yn = xn.

Ðàâåíñòâî (11.1) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà x ïî áàçèñó

f 1, f 2, . . . , fn. Êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó íàçûâà-

þò êîîðäèíàòàìè âåêòîðà â äàííîì áàçèñå.

Â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn áàçèñ ñîñòîèò èç n âåêòî-

ðîâ. Ñèñòåìà âåêòîðîâ (10.3) ñîäåðæèò n âåêòîðîâ è ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìà. Çíà÷èò, ýòè âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ. Áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ
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e1 = (1; 0; . . . ; 0), e2 = (0; 1; . . . ; 0), . . . , en = (0; 0; . . . ; 1), íàçûâàþò êà-

íîíè÷åñêèì.

Òåîðåìà 11.4. Ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ èõ êîîðäèíàòû (îòíîñèòåëüíî

îäíîãî áàçèñà) ñêëàäûâàþòñÿ, à ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî åãî

êîîðäèíàòû óìíîæàþòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

Â ïðîèçâîëüíîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîíÿòèå ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè ýëåìåíòîâ, èõ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, áàçèñà ïðîñòðàíñòâà ââîäÿòñÿ

àíàëîãè÷íî. Ïîñëå âûáîðà áàçèñà çàäàíèå ëþáîãî ýëåìåíòà ñâîäèòñÿ ê

çàäàíèþ óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èç n ÷èñåë � êîîðäèíàò ýëåìåíòà â äàí-

íîì áàçèñå. Âñå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà îäíîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè n

óñòðîåíû îäèíàêîâî (ãîâîðÿò îíè èçîìîðôíû), ïîýòîìó îáîçíà÷àòü èõ

ìû áóäåì òàêæå Rn.

Îïðåäåëåíèå 11.4. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì, åñëè îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñè-

òåëüíî ââåäåííûõ â Rn îïåðàöèé, òî åñòü

1. ∀x, y ∈ L èõ ñóììà x+ y ∈ L,
2. ∀α ∈ R è ∀x ∈ L ïðîèçâåäåíèå αx ∈ L.

Îïðåäåëåíèå 11.4 ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ

Îïðåäåëåíèå 11.5. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì, åñëè ∀α, β ∈ R è ∀x, y ∈ L èìååì αx+ βy ∈ L.

Åñëè âåêòîðû a1, a2, . . . , ak ∈ Rn, òî ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ýòîé ñè-

ñòåìû âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èõ âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîì-

áèíàöèé

L(a1, a2, . . . , ak) = {α1a1 + α2a2 + . . .+ αkak}.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Rn.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Âûáåðåì ñèñòåìó âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ∈ Rn è ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ

îáîëî÷êó ýòîé ñèñòåìû. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 11.4 ýòà ëèíåéíàÿ îáî-

ëî÷êà îáðàçóåò â Rn ïîäïðîñòðàíñòâî. Áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà áóäåò
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ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà â a1, a2, . . . , ak ∈ Rn.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 11.1. Ïóñòü L = {(x1;x2;x3)|x3 = 0} (L ⊂ R3). Ïðîâåðüòå, ÷òî

L � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäàíèå 11.2. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N îòíîñè-

òåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë ëèíåéíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì?

Çàäàíèå 11.3. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z îòíîñèòåëüíî

îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë ëèíåéíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì?

Çàäàíèå 11.4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà m × n îòíî-

ñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà

÷èñëî îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäàíèå 11.5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå

èëè ðàâíîé n ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæå-

íèÿ èõ íà ÷èñëî îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäàíèå 11.6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî C[a; b] ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ

íà îòðåçêå [a; b], îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäàíèå 11.7. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

R+ = {x|x > 0} ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ x ⊕ y = xy (x > 0, y > 0) è

óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî α� x = xα îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäàíèå 11.8. Ïðîâåðüòå, îáðàçóþò ëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîæå-

ñòâà âåêòîðîâ èç Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

à) {(x1;x2; . . . xn)|x1 + x2 + . . .+ xn = 0};
á) {(x1;x2; . . . xn)|x1 + x2 + . . .+ xn = 1};
â) {(x1;x2; . . . xn)|x1 > 0, x2 > 0, . . . xn > 0};
ã) {(x1;x2; . . . xn)|x1 + xn = 0} (n > 3).

Çàäàíèå 11.9. Íàéäèòå áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà êâàäðàòíûõ ìàò-

ðèö ïîðÿäêà 2. Ñêîëüêî âåêòîðîâ ñîäåðæèò ýòîò áàçèñ?
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Çàäàíèå 11.10. Â áàçèñå

(
1 0

0 1

)
,

(
0 −1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)
ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö V =

(
α β

−β γ

)
íàéäèòå êîîðäèíàòû ýëåìåíòîâ

A =

(
3 4

−4 1

)
, B =

(
5 −7

7 9

)
, C =

(
5 2

3 1

)
.

�12. Ðàíã ìàòðèöû.

Äàíà ìàòðèöà A ðàçìåðà m× n

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 .

Ñòðîêè ìàòðèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê n-ìåðíûå âåêòîðà, à ñòîëáöû

êàê m-ìåðíûå âåêòîðà.

Ìèíîðîì ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç ýëå-

ìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè âûáðàííûõ k ñòðîê è k ñòîëáöîâ ìàò-

ðèöû (ñì. §3).

Îïðåäåëåíèå 12.1. ×èñëî r íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû , åñëè â

ìàòðèöå ñóùåñòâóåò ìèíîð M ïîðÿäêà r, îòëè÷íûé îò 0, à âñå ìè-

íîðû ïîðÿäêà r + 1, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ðàâíû 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè ðàíãîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê íàèáîëüøå-

ãî îòëè÷íîãî îò 0 ìèíîðà ìàòðèöû.

Èç îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû íå ïðåâîñ-

õîäèò ìåíüøåãî èç åå ðàçìåðîâ, òî åñòü r(A) 6 min{m,n}.
Â îáùåì ñëó÷àå íàõîæäåíèå ðàíãà ìàòðèöû ïåðåáîðîì âñåõ ìèíîðîâ

äîñòàòî÷íî òðóäîåìêî. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ âû÷èñëåíèé ìàòðèöó ïðèâîäÿò ê

áîëåå ïðîñòîìó âèäó ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû íàçûâàþò ñëåäóþùèå

åå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
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1) Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê èëè äâóõ ñòîëáöîâ;

2) Óìíîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè íà ëþáîå ÷èñëî k 6= 0;

3) Ïðèáàâëåíèå êî âñåì ýëåìåíòàì ñòðîêè äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííûõ

íà îäíî è òî æå ÷èñëî;

4) Îòáðàñûâàíèå íóëåâîé ñòðîêè.

Òåîðåìà 12.1. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðàíã ìàòðèöû íå

èçìåíÿåòñÿ.

Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöó ïðèâîäÿò ê ñòó-

ïåí÷àòîìó âèäó. Ðàíã íîâîé ìàòðèöû âû÷èñëèòü íàìíîãî ëåã÷å, òàê êàê

÷èñëî ìèíîðîâ, îòëè÷íûõ îò 0 áóäåò íåáîëüøèì.

Ïðèìåð 12.1. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàíã

ìàòðèöû

A =


1 −1 2 3 4

2 1 −1 2 0

−1 2 1 1 3

1 5 −8 −5 −12

3 −7 8 9 13

.

Ðåøåíèå . A =


1 −1 2 3 4

2 1 −1 2 0

−1 2 1 1 3

1 5 −8 −5 −12

3 −7 8 9 13

 ∼


1 −1 2 3 4

0 3 −5 −4 −8

0 1 3 4 7

0 6 −10 −8 −16

0 −4 2 0 1

 ∼

∼


1 −1 2 3 4

0 3 −5 −4 −8

0 1 3 4 7

0 0 0 0 0

0 −1 −3 −4 −7

 ∼


1 −1 2 3 4

0 3 −5 −4 −8

0 1 3 4 7

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 ∼

∼

 1 −1 2 3 4

0 3 −5 −4 −8

0 1 3 4 7

 ∼
 1 −1 2 3 4

0 1 3 4 7

0 0 −14 −16 −29

 .

Îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

0 1 3

0 0 −14

∣∣∣∣∣∣∣ = −14. Ñëåäîâàòåëüíî, r(A) = 3.

Äëÿ ðàíãîâ ìàòðèö ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
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1) r(A+B) 6 r(A) + r(B); 2) r(A+B) > |r(A)− r(B)|;
3) r(AB) 6 min{r(A), r(B)};
4) r(AB) = r(A), åñëè B íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.

Åñëè ðàíã r(A) = r, òî ìèíîð ïîðÿäêà r, îòëè÷íûé îò 0, íàçûâàåòñÿ

áàçèñíûì, à âõîäÿùèå â íåãî ñòðîêè è ñòîëáöû áàçèñíûìè. Çàìåòèì,

÷òî î áàçèñíûõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî ïîñëå âûáîðà

áàçèñíîãî ìèíîðà.

Ñòðîêè ìàòðèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê n-ìåðíûå âåêòîðà. Ïîýòî-

ìó ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê

ââîäÿòñÿ òàêæå êàê â §10 ýòè ïîíÿòèÿ ââîäèëèñü äëÿ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 12.2. (òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå) Ëþáàÿ ñòðîêà (ëþáîé

ñòîëáåö) ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åå áàçèñíûõ ñòðîê

(ñòîëáöîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r(A) = r. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòëè÷-

íûé îò 0 ìèíîð M ñòîèò â ïðàâîì âåðõíåì óãëó (ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê è ñòîëáöîâ

ïî òåîðåìå 12.1 ðàíã íå ìåíÿåòñÿ). Ïóñòü s è t � öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 1 6 s 6 m,

1 6 t 6 n.

Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà r + 1

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1r a1t

a21 a22 . . . a2r a2t

. . . . . . . . . . . . . . .

ar1 ar2 . . . arr art

as1 as2 . . . asr ast

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Îí ðàâåí 0. Â ñàìîì äåëå, ïðè s < r â îïðåäåëèòåëå äâå îäèíàêîâûõ ñòðîêè, à ïðè

t < r � äâà îäèíàêîâûõ ñòîëáöà. Çíà÷èò, D = 0. Ïðè s > r, t > r îïðåäåëèòåëü D = 0

êàê ìèíîð ïîðÿäêà r + 1.

Ðàçëîæèì D ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó:

D = a1tA1t + a2tA2t + . . .+ artArt + astAst = 0.

Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå Ast = M 6= 0 è íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷èñåë s è t. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç λsi = −Ait
Ast

(i = 1, r). Òîãäà ast = λ1sa1t + λ2sa2t + . . . + λrsart (äëÿ

âñåõ t = 1;n). Òàêèì îáðàçîì, ñòðîêà ñ íîìåðîì s ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

áàçèñíûõ ñòðîê.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç òåîðåìû î áàçèñíîì ìèíîðå.
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Ñëåäñòâèå 12.3. Åñëè ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû áîëüøå åå ðàíãà r, òî

ñòðîêè ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû. Åñëè ÷èñëî ñòðîê ñîâïàäàåò ñ ðàí-

ãîì ìàòðèöû, òî ñòðîêè ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ñëåäñòâèå 12.4. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ðàâåí 0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíà èç ñòðîê ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n, îïðåäåëèòåëü êî-

òîðîé |A| = 0. Òîãäà r(A) = r < n. Ïîñëå âûäåëåíèÿ áàçèñíîãî ìèíîðà â ìàòðèöå A

íàéäåòñÿ ñòðîêà, íå âîøåäøàÿ â ýòîò ìèíîð. Ïî òåîðåìå 12.2 îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ ñòðîê.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü k-òàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

ñòðîê ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , ir: aki = λ1ai1j + λ21ai2j + . . . + λrairj. Âû÷òåì èç k-òîé

ñòðîêè i1-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà λ1, i2-þ, óìíîæåííóþ íà λ2, . . . , ir-þ, óìíîæåí-

íóþ íà λr. Ïîëó÷èì akj − λ1ai1j − λ21ai2j − . . . − λrairj = 0. Çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü

|A| = 0.

Ñëåäñòâèå 12.5. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ðàâåí 0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñòðîêè ëèíåéíî çàâèñèìû.

Òàê êàê ñòðîêè ìàòðèöû, âõîäÿùèå â áàçèñíûé ìèíîð, ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû (ñëåäñòâèå 12.3), è ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü ñòðîê, ÷èñëî êîòîðûõ

áîëüøå ðàíãà ìàòðèöû, ëèíåéíî çàâèñèìà, òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 12.6. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñòðîê.

Ýòà òåîðåìà ìîæåò áûòü âçÿòà çà îïðåäåëåíèå ðàíãà ìàòðèöû.

Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû èãðàåò ïðèíöèïèàëüíî âàæíóþ ðîëü â ìàò-

ðè÷íîì àíàëèçå, â ÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 12.1. Â ìàòðèöå A óêàæèòå áàçèñíûé ìèíîð, åñëè

à) A =

 2 −1

4 −2

3 1

, á) A =

 1 2

3 6

5 10

, â) A =


0 0 −1 0

3 0 0 1

5 4 −7 −7

0 0 0 0

.
50



Çàäàíèå 12.2. Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû A, åñëè

à) A =


1 −2 3 1

3 1 −2 4

5 4 −7 7

1 5 −8 2

; á) A =


2 1 −1 2

3 2 5 1

5 3 13 5

6 4 19 4

;

â) A =


1 3 −5 1

3 −4 11 9

5 −11 27 17

5 2 −1 11

; ã) A =


1 −1 2 3 4

2 1 −1 2 0

−1 2 1 1 3

1 5 −8 −5 −12

3 −7 8 9 13


Çàäàíèå 12.3. Íàéäèòå ðàíãè ìàòðèö

A1 =


1 2 4 −4

3 5 6 −4

4 5 −2 8

3 8 24 −28

 è A2 =


1 2 4 3

3 5 6 7

4 5 −4 9

3 8 26 10

.
Çàäàíèå 12.4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m è n ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí 2,

åñëè

à) A =


1 2 −1 3

2 3 4 −1

5 7 m −6

1 3 −7 n

; á) A =


2 −3 1 2

3 2 4 −1

4 m 7 −4

n −4 6 3

.
Çàäàíèå 12.5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ p è q ðàíã ìàòðèöû

A =


1 2 −1 3 4

3 1 5 2 −8

1 −3 7 −4 p

7 4 q 7 −12

 ðàâåí 2?

Çàäàíèå 12.6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a, b è c ðàíã ìàòðèöû

A =


3 2 1 −1 5

4 5 3 4 −3

2 −1 −1 −2 a

b 8 5 c −11

 ðàâåí 2?

Çàäàíèå 12.7. Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû A â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé k,
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åñëè A =


1 2 −1 1

4 −1 3 0

5 1 k + 1 1

3 k2 − 4 4 −1

.

�13. Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(13.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A = (aij) � îñíîâíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû, ÷åðåç

Ã = (aij|bi) � ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû.

Îòâåò íà âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (13.1) äàåò òåîðåìà

Òåîðåìà 13.1. (Êðîíåêåðà-Êàïåëëè) Ñèñòåìà (13.1) ñîâìåñòíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñîâïàäà-

åò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, òî åñòü r(A) = r(Ã).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà (13.1) ñîâìåñòíà è âåêòîð

(x◦1, x
◦
2, . . . , x

◦
n) � åå ðåøåíèå. Òîãäà, ïîäñòàâèâ åãî â ñèñòåìó, ïîëó÷èì

a11x
◦
1 + a12x

◦
2 + . . .+ a1nx

◦
n = b1,

a21x
◦
1 + a22x

◦
2 + . . .+ a2nx

◦
n = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x
◦
1 + am2x

◦
2 + . . .+ amnx

◦
n = bm.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû Ã ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ è åãî âû÷åðêèâàíèå íå ìåíÿåò ðàíãà ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî,

r(A) = r(Ã).

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü r(A) = r(Ã). Ýòî çíà÷èò, ÷òî áàçèñíûé ìèíîð ìàòðèöû A

ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì ìèíîðîì ìàòðèöû Ã. Ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, íå âîøåäøèé â

áàçèñíûé ìèíîð, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ, òî åñòü
b1

b2

. . .

bm

 = λ1


a11

a21

. . .

am1

+ λ2


a12

a22

. . .

am2

+ . . .+ λn


a1n

a2n

. . .

amn

 .
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Òàêèì îáðàçîì âåêòîð (λ1, λ2, . . . , λn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (13.1), òî åñòü

ñèñòåìà (13.1) ñîâìåñòíà.

�14. Èññëåäîâàíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(14.1)

Íàéäåì ðàíãè r(A) è r(Ã) îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ñèñòåìû.

Åñëè r(A) 6= r(Ã), òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Ïóñòü r(A) = r(Ã) = r, òî

åñòü ñèñòåìà ñîâìåñòíà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áàçèñíûé ìèíîðM ðàñïîëî-

æåí â ëåâîì âåðõíåì óãëó. Òîãäà ïîñëåäíèå m − r óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâûõ r óðàâíåíèé (ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ïåð-

âûõ óðàâíåíèé) è ñèñòåìà (14.1) ïðèìåò âèä:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arnxn = br

(14.2)

Åñëè n = r, òî ïî òåîðåìå Êðàìåðà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

òàê êàê ∆ = M 6= 0.

Ïóñòü n > r. Îñòàâèì â ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû ïåðâûå r íåèçâåñòíûõ,

îñòàëüíûå ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü.
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1rxr = b1 − a1 r+1xr+1 − . . .− a1nxn,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2rxr = b2 − a2 r+1xr+1 − . . .− a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arnxr = bm − ar r+1xr+1 − . . .− arnxn.

(14.3)

Íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû ïðè êîòîðûõ íå âõîäÿò â áàçèñíûé ìèíîð,

íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè. Íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû ïðè êîòîðûõ
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âõîäÿò â áàçèñíûé ìèíîð, íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè èëè çàâèñèìûìè.

Î÷åâèäíî, ÷èñëî ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ ðàâíî n− r.
Ðåøàÿ ñèñòåìó (14.3) ëþáûì èçâåñòíûì íàì ñïîñîáîì, íàéäåì çàâè-

ñèìûå íåèçâåñòíûå 
x1 = f1(xr+1, . . . , xn),

. . . . . . . . .

xr = fr(xr+1, . . . , xn),

(14.4)

ãäå fi � ëèíåéíûå ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ xr+1, xr+2, . . . , xn .

Ïî ôîðìóëàì (14.4) íàõîäÿò îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (14.3), à, çíà-

÷èò, è ñèñòåìû (14.1). Ïðèäàâàÿ ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì ïðîèçâîëüíûå

çíà÷åíèÿ, áóäåì ïîëó÷àòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå òåîðåìû î ÷èñëå ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé:

Òåîðåìà 14.1. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (14.1) èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé

ìàòðèö ñîâïàäàþò ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, òî åñòü r(A) = r(Ã) = n

(ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé).

Òåîðåìà 14.2. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (14.1) èìååò áåñêîíå÷íî

ìíîãî ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøè-

ðåííîé ìàòðèö ñîâïàäàþò, íî ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî åñòü

r(A) = r(Ã) < n (ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé).

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (14.1) íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿþò ìåòîä Ãàóññà,

ïðè÷åì ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþò íå ñ ñàìèìè óðàâíåíèÿìè, à ñ ðàñ-

øèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû. Äîñòîèíñòâàìè ìåòîäà Ãàóññà ÿâëÿþòñÿ:

à) ìåíüøàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè òðóäîåìêîñòü, á) âîçìîæ-

íîñòü îäíîâðåìåííî èññëåäîâàòü ñèñòåìó íà ñîâìåñòíîñòü, è åñëè ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé, ïîëó÷èòü åå îáùåå ðåøåíèå.

Ïðèìåð 14.1. Ðåøèòå ñèñòåìó


4x1 + x2 − 2x3 + x4 = 3,

x1 − 2x2 − x3 + 2x4 = 2,

2x1 + 5x2 − 3x4 = −1,

3x1 + 3x2 − x3 − x4 = 1.
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Ðåøåíèå . Õîòÿ ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ m = n, íî îïðåäåëèòåëü

ñèñòåìû ∆ = 0 è ïî ìåòîäó Êðàìåðà ñèñòåìó ðåøàòü íåëüçÿ.

Áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà. Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó Ã, íàéäåì åå ðàíã

è ñðàâíèì ñ ðàíãîì ìàòðèöû A.

Ã =


1 −2 −1 2 | 2

4 1 −2 1 | 3

2 5 0 −3 | −1

3 3 −1 −1 | 1

 ∼


1 −2 −1 2 | 2

0 9 2 −7 | −5

0 9 2 −7 | −5

0 9 2 −7 | −5

 ∼

∼


1 −2 −1 2 | 2

0 9 2 −7 | −5

0 0 0 0 | 0

0 0 0 0 | 0

 ∼
(

1 −2 −1 2 | 2

0 9 2 −7 | −5

)
.

Çíà÷èò, r(A) = r(Ã) = 2 è ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà. Çà

ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå ïðèìåì x2 è x4. Ïîëó÷èì ñèñòåìó{
x1 − x3 = 2 + 2x2 − 2x4,

2x3 = −5− 9x2 + 7x4.

Åå îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

{
x1 = −0, 5− 2, 5x2 + 1, 5x4,

x3 = −2, 5− 4, 5x2 + 3, 5x4.

Ïðèìåð 14.2. Êîðì äëÿ ïòèöû, ñîñòàâëåííûé èç ÷åòûðåõ âèäîâ çåðíà, äîëæåí ñî-

äåðæàòü 17 åäèíèö âåùåñòâà À, 35 åäèíèö âåùåñòâà Â, 44 åäèíèöû âåùåñòâà Ñ è

26 åäèíèö âåùåñòâà D. Èçâåñòíî ñîäåðæàíèå åäèíèö ïîëåçíûõ âåùåñòâ â 1 êã. çåðíà

êàæäîãî âèäà è öåíà 1 êã. çåðíà êàæäîãî âèäà:

Âèä Ñîäåðæàíèå ïîëåçíûõ âåùåñòâ (åä. â 1 êã.) Öåíà 1 êã. (ä.å.)

A B C D

1 1 3 4 2 5

2 2 4 5 3 7

3 1 1 1 1 2

4 1 3 4 2 5

Èòîãî 17 35 44 26

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå ñîñòàâû êîðìà, îáåñïå÷èâàþùèå íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî

ïîëåçíûõ âåùåñòâ. Ñóùåñòâóåò ëè ñîñòàâ êîðìà, ñòîèìîñòü êîòîðîãî ðàâíà 60 ä. å.?

Ðåøåíèå . Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi âåñ çåðíà i-òîãî âèäà (i = 1, 2, 3, 4) è ñîñòàâèì ñèñòåìó

óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîñòàâà êîðìà íà êàæäûé äåíü
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 17,

3x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 35,

4x1 + 5x2 + x3 + 4x4 = 44,

2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 26.
Ðåøèì ýòó ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àòü íåèçâåñòíûå

x1 è x2.
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
1 2 1 1 | 17

3 4 1 3 | 35

4 5 1 4 | 44

2 3 1 2 | 26

 ∼


1 2 1 1 | 17

0 −2 −2 0 | −16

0 −3 −3 0 | −24

0 −1 −1 0 | −8

 ∼


1 2 1 1 | 17

0 1 1 0 | 8

0 0 0 0 | 0

0 0 0 0 | 0

 ∼
∼

(
1 2 1 1 | 17

0 1 1 0 | 8

)
.

Ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ðàâíû. Çíà÷èò, ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå.

Ðåøåíèå ñèñòåìû{
x1 = 1 + x3 − x4,

x2 = 8− x3.

Ýòî ðåøåíèå èìååò ñìûñë, åñëè âñå ïåðåìåííûå íåîòðèöàòåëüíû. Òîãäà íåîáõîäè-

ìî, ÷òîáû x3 ∈ [0; 8], x4 ∈ [0; x3 + 1].

Îòâåòèì íà âòîðîé âîïðîñ ïðèìåðà. Äëÿ ýòîãî â ñèñòåìó íóæíî äîáàâèòü åùå îäíî

óðàâíåíèå:

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 17,

3x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 35,

4x1 + 5x2 + x3 + 4x4 = 44,

2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 26,

5x1 + 7x2 + 2x3 + 5x4 = 60.
Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó,
1 2 1 1 | 17

3 4 1 3 | 35

4 5 1 4 | 44

2 3 1 2 | 26

5 7 2 4 | 60

 ∼


1 2 1 1 | 17

0 −2 −2 0 | −16

0 −3 −3 0 | −24

0 −1 −1 0 | −8

0 −3 −3 0 | −25

 ∼
 1 2 1 1 | 17

0 1 1 0 | 8

0 0 0 0 | −1


ïîëó÷èì, ÷òî ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ðàçëè÷íû. Çíà÷èò, ýòà ñèñòåìà

ðåøåíèé íå èìååò. Íåëüçÿ ñîñòàâèòü ðàöèîí, ñòîèìîñòü êîòîðîãî ðàâíÿëàñü áû 60 ä. å.

Ïðîâåðüòå, ìîæíî ëè ñîñòàâèòü ðàöèîí, ñòîèìîñòü êîòîðîãî ðàâíÿëàñü áû 61 ä. å.

Ìåòîä Ãàóññà ïðèìåíÿþò ïðè ðåøåíèè êîìïüòåðíîì ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé. Ïðîãðàììèñòñêèé âàðèàíò ìåòîäà Ãàóññà èìååò òðè îòëè÷èÿ

îò ìàòåìàòè÷åñêîãî:

1. èíäåêñû ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû íà÷èíàþòñÿ ñ íóëÿ;

2. íåäîñòàòî÷íî íàéòè ïðîñòî íåíóëåâîé ýëåìåíò â ñòîëáöå. Â ïðîãðàì-

ìèðîâàíèè âñå äåéñòâèÿ ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè ïðîèçâîäÿòñÿ ïðèáëè-

æåííî, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íîãî ðàâåíñòâà âåùåñòâåííûõ ÷è-

ñåë âîîáùå íå áûâàåò. Ïîýòîìó âìåñòî ïðîâåðêè íà ðàâåíñòâî íóëþ ÷èñëà

aij ñëåäóåò ñðàâíèâàòü åãî àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñ äîñòàòî÷íî ìàëåíü-

êèì ÷èñëîì ε. Åñëè aij < ε, òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü ýëåìåíò aij íóëåâûì.
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3. ïðè îáíóëåíèè ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà, íà÷èíàÿ ñî ñòðîêè i + 1,

ìû ê s-é ñòðîêå, ãäå s > i, ïðèáàâëÿåì i-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà êî-

ýôôèöèåíò k = −akjaij . Òàêàÿ ñõåìà ðàáîòàåò õîðîøî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà êîýôôèöèåíò k ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îøèáêè îêðóãëåíèÿ óìíîæàþòñÿ íà áîëüøîé êîýô-

ôèöèåíò è, òàêèì îáðàçîì, ðàñòóò. Ìàòåìàòèêè íàçûâàþò ýòî ÿâëåíèå

íåóñòîé÷èâîñòüþ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû. Åñëè âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà

íåóñòîé÷èâà, òî ïîëó÷åííûå ñ åå ïîìîùüþ ðåçóëüòàòû íå èìåþò íèêàêîãî

îòíîøåíèÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å. Ñõåìà Ãàóññà óñòîé÷èâà, êîãäà êîýôôè-

öèåíò k = −akjaij 6 1. Ïîýòîìó ïðè ïîèñêå ðàçðåøàþùåãî ýëåìåíòà â j-ì

ñòîëáöå íåîáõîäèìî íàéòè íå ïåðâûé ïîïàâøèéñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò, à

ìàêñèìàëüíûé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Ðåøèòå ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìû óðàâíåíèé

Çàäàíèå 14.1.


3x1 + 2x2 + x3 = 5,

2x1 + 3x2 + x3 = 1,

2x1 + x2 + 3x3 = 11.

Çàäàíèå 14.2.


2x1 + x2 − x3 + 4x4 = 1,

3x1 + 2x2 − 4x3 + 7x4 = −1,

4x1 − 4x2 + 10x3 + 11x4 = 4.

Çàäàíèå 14.3.


2x1 + x2 − 3x3 + 4x4 = 1,

3x1 + 2x2 + 3x3 − 3x4 = −1,

x1 − 3x2 − 9x3 + 5x4 = 3,

x1 + 13x2 + 6x3 + 17x4 = 2.

Çàäàíèå 14.4.


x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 = 6,

2x1 − x2 − 2x3 − 3x4 = 8,

3x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 4,

2x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = −8.
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Çàäàíèå 14.5.


2x1 + x2 + x3 + x4 = 1,

3x1 + 4x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 3x2 − x3 − x4 = 1,

5x1 − 3x2 + 6x3 + 3x4 = 3.

Çàäàíèå 14.6.


2x1 − 4x2 + 3x3 − 6x4 = 1,

x1 − 2x2 − x3 + x4 = −2,

3x1 − 6x2 + 2x3 − 4x4 = −1,

4x1 − 8x2 − 2x3 − 4x4 = −6.

Çàäàíèå 14.7.


4x1 + 3x2 − 3x3 − x4 = 4,

3x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 1,

3x1 + x2 − x4 = 0,

2x1 − 3x2 + 6x3 − 2x4 = −3.

Çàäàíèå 14.8.


x1 + x2 + x3 + 2x4 = 2,

2x1 + 4x2 + 5x3 + x4 = 5,

x1 − x2 − 2x3 + 8x4 = 1,

6x1 + 13x2 + 16x3 + 6x4 = 17.

Çàäàíèå 14.9.


x1 + 2x2 + 2x3 − 5x4 = −3,

2x1 + 5x2 − x3 + 3x4 = 7,

5x1 + 12x2 + x4 = 11,

x1 + x2 + 7x3 − 18x4 = −16.

Çàäàíèå 14.10.


x1 − x2 + 2x3 − 3x4 = 5,

2x1 − 3x2 + 5x3 + x4 = −1,

3x1 − x2 + 10x3 + 6x4 = 3,

6x1 − 5x2 + 17x3 + 4x4 = 7.

Çàäàíèå 14.11.


x1 + 2x2 − x3 − 3x4 = 5,

2x1 + 3x2 − 5x3 + 2x4 = 3,

3x1 + 4x2 − 6x3 + 2x4 = 11,

4x1 + 7x2 − 7x3 − 4x4 = 13.
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Çàäàíèå 14.12.


x1 + 2x2 − x3 + x4 = 7,

2x1 + 5x2 − 5x3 + 3x4 = 3,

3x1 + 7x2 − 6x3 + 4x4 = 10,

x1 + x2 + 2x3 = 18.

Çàäàíèå 14.13.


x1 + x2 − x3 + 3x4 + 3x5 = 2,

2x1 + 4x2 − 5x3 + x4 + 3x5 = 2,

x1 − x2 + 2x3 + 8x4 + 6x5 = 4,

6x1 + 13x2 − 16x3 + 6x4 + 2x4 = 16.

Çàäàíèå 14.14.


x1 + 2x2 − x3 − 3x4 + 4x5 = 1,

2x1 − x2 + 3x3 − x4 − 2x5 = 2,

x1 + 4x2 + 2x3 − 5x4 + 3x5 = 3,

x1 + 14x2 − 8x3 − 15x4 + 23x5 = 3.

Çàäàíèå 14.15.


x1 + 3x2 − x3 + 2x4 − x5 = 4,

3x1 + 8x2 − 2x3 + 5x4 − 4x5 = 1,

2x1 + 5x2 − x3 + 4x4 − x5 = 3,

3x1 + 6x2 − 3x3 + 4x4 − 7x5 = 6.

Çàäàíèå 14.16.


x1 + 2x2 − x3 + 3x4 − x5 = 6,

3x1 + 2x2 − 5x3 + x4 + 4x5 = 1,

x1 − 2x2 − 3x3 − 5x4 + 6x5 = −11,

5x1 + 6x2 − 7x3 + 7x4 + 2x5 = 13.

Çàäàíèå 14.17.


x1 − 5x2 − x3 + 2x4 + x5 = 1,

2x1 − 9x2 + 3x3 + 7x4 + 3x5 = 5,

x1 − 6x2 − 5x3 − 5x4 − x5 = −1,

4x1 − 19x2 + x3 + 11x4 + 5x5 = 7.

Çàäàíèå 14.18.


x1 + 2x2 − x3 + 3x4 − 2x5 = 1,

2x1 + 5x2 + x3 − x4 + 5x5 = 3,

3x1 + 8x2 + 3x3 − 5x4 + 12x5 = 5,

7x1 + 16x2 − x3 + 7x4 + 4x5 = 9.
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Çàäàíèå 14.19.


x1 − x2 + 2x3 − 3x4 = 5,

2x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 = −1,

3x1 − x2 + 5x3 + x4 = 3,

7x1 − x2 + 12x3 − 3x4 = 7.

Çàäàíèå 14.20.


x1 − x2 + 2x3 − 3x4 = 5,

2x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 = −1,

3x1 − x2 + 5x3 + x4 = 3,

7x1 − x2 + 12x3 − 3x4 = 12.

�15. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñò-

íûìè 
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.

(15.1)

Ñèñòåìà (15.1) âñåãäà ñîâìåñòíà òàê êàê èìååò íóëåâîå (òðèâèàëüíîå)

ðåøåíèå (0, 0, . . . , 0). Ïîýòîìó èíòåðåñåí âîïðîñ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ

ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò

Òåîðåìà 15.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâ-

íåíèé èìåëà íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû áûë ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî åñòü

r(A) = r < n. (Äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.)

Ñëåäñòâèå 15.2. Åñëè â ñèñòåìå (15.1) ÷èñëî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ

÷èñëîì íåèçâåñòíûõ (m = n), òî ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíûå ðå-

øåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí 0, òî

åñòü ∆ = 0.

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (15.1) îáëàäàþò

ñâîéñòâàìè:
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1. Eñëè âåêòîð X = (x◦1, x
◦
2, . . . , x

◦
n) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, òî

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k âåêòîð kX = (kx◦1, kx
◦
2, . . . , kx

◦
n) òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû;

2. Åñëè âåêòîðû X = (x◦1, x
◦
2, . . . , x

◦
n) è Y = (y◦1, y

◦
2, . . . , y

◦
n) ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèÿìè ñèñòåìû, òî âåêòîð X + Y = (x◦1 + y◦1, x
◦
2 + y◦2, . . . , x

◦
n + y◦n)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Èç ýòèõ ñâîéñòâ âûòåêàåò òåîðåìà

Òåîðåìà 15.3. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Òàê êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé c n íåèç-

âåñòíûìè åñòü n-ìåðíûé âåêòîð è ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îä-

íîðîäíûõ óðàâíåíèé îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå Rn. Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-

íîé ñèñòåìîé ðåøåíèé. Òî åñòü ðåøåíèÿ, âõîäÿùèå â ôóíäàìåíòàëü-

íóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðåøåíèé èç ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 15.4. Åñëè ðàíã ìàòðèöû A ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé (15.1) ðàâåí r è ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ n, òî ôóíäàìåí-

òàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòåìû (15.1) ñóùåñòâóåò è ñîäåðæèò

n− r ðåøåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí r è ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ r < n.

Ïóñòü áàçèñíûé ìèíîð M 6= 0 ñòîèò â ëåâîì âåðõíåì óãëó. Ïåðåíåñÿ ñâîáîäíûå

íåèçâåñòíûå xr+1, . . . , xn â ïåðâûõ r óðàâíåíèÿõ â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì ñèñòåìó
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1rxr = −a1r+1xr+1 − . . .− a1nxn,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2rxr = −a2r+1xr+1 − . . .− a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arnxr = −arr+1xr+1 − . . .− arnxn

.

Çàäàäèì ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå xr+1 = 1, xr+2 = 0, . . . , xn = 0, ïîëó÷èì ðåøåíèå

ñèñòåìû (α1
1, α

1
2, . . . , α

1
r , 1, 0, . . . , 0). Àíàëîãè÷íî, çàäàâàÿ ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå

xr+1 = 0, xr+2 = 1, . . . , xn = 0, ïîëó÷èì ðåøåíèå (α2
1, α

2
2, . . . , α

2
r , 0, 1, . . . , 0) è òàê

äàëåå. Òàê íàéäåì k = n− r ðåøåíèé ñèñòåìû
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e1 = (α1
1, α

1
2, . . . , α

1
r , 1, 0, . . . , 0);

e2 = (α2
1, α

2
2, . . . , α

2
r , 0, 1, . . . , 0);

. . . . . . . . . . . .

ek = (αk
1, α

k
2, . . . , α

k
r , 0, 0, . . . , 1).

Ýòè k ðåøåíèé ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê ðàíã ìàòðèöû
α1

1 α1
2 . . . α1

r 1 0 . . . 0

α2
1 α2

2 . . . α2
r 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αk
1 αk

2 . . . αk
r 0 0 . . . 1


ðàâåí k. Â ýòîé ìàòðèöå åñòü ìèíîð ïîðÿäêà k, îòëè÷íûé îò íóëÿ, íàïðèìåð, ñîäåð-

æàùèé ïîñëåäíèå k ñòîëáöîâ.

Ðåøåíèÿ e1, e2, . . . , ek îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Îáùåå ðå-

øåíèå ñèñòåìû (15.1) èìååò âèä

X = c1e1 + c2e2 + . . .+ ckek.

Ïðèìåð 15.1. Ðåøèòå ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
x1 + x2 − 2x3 + 3x4 + x5 = 0,

2x1 + 3x2 + 2x3 − x4 + 6x5 = 0,

5x1 + 8x2 + 8x3 − 6x4 + 17x5 = 0,

x1 + 3x2 + 10x3 − 11x4 + 9x5 = 0.

Ðåøåíèå . Ìåòîäîì Ãàóññà íàéäåì ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû
1 1 −2 3 1

2 3 2 −1 6

5 8 8 −6 17

1 3 10 −11 9

 ∼


1 1 −2 3 1

0 1 6 −7 4

0 3 18 −21 12

0 2 12 −14 8

 ∼


1 1 −2 3 1

0 1 6 −7 4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 ∼
∼

(
1 0 −8 10 −3

0 1 6 −7 4

)
.

Ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí 2 (â ìàòðèöå åñòü ìèíîð ïîðÿäêà 2, îòëè÷íûé îò

íóëÿ). Íåèçâåñòíûå x3, x4 è x5 � ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå, ïåðåíåñåì èõ â ïðàâóþ

÷àñòü è ïîëó÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû{
x1 = 8x3 − 10x4 + 3x5,

x2 = −6x3 + 7x4 − 4x5.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòåìû çàäàííîé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé èìååò âèä e1 = (8; −6; 1; 0; 0), e2 = (−10; 7; 0; 1; 0), e3 = (3; −4; 0; 0; 1)

è åå îáùåå ðåøåíèå X = c1 ·e1 + c2 ·e2 + c3 ·e3 = c1(8; −6; 1; 0; 0)+ c2(−10; 7; 0; 1; 0)+

+c3(3; −4; 0; 0; 1).

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Ðåøèòå ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
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Çàäàíèå 15.1.


x1 − 2x2 + x3 − x4 = 0,

x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = 0,

x1 + x2 − 2x3 − 3x4 = 0,

3x1 − 4x2 + x3 − 7x4 = 0.

Çàäàíèå 15.2.


x1 − 2x2 + x3 + x4 − x5 = 0,

2x1 + 2x2 − x3 − x4 + 4x5 = 0,

x1 + 10x2 − 5x3 − 5x4 + 11x5 = 0,

3x1 + 2x2 + x3 + x4 + 3x5 = 0.

Çàäàíèå 15.3.


x1 − 2x2 + x3 − x4 + x5 = 0,

2x1 + x2 − x3 + 2x4 − 3x5 = 0,

3x1 − 2x2 − x3 + x4 − 2x5 = 0,

2x1 − 5x2 + x3 − 2x4 + 2x5 = 0.

Çàäàíèå 15.4.


2x1 + x2 − x3 − x4 + x5 = 0,

x1 − x2 + x3 + x4 − 2x5 = 0,

3x1 + 3x2 − 3x3 − 3x4 + 4x5 = 0,

4x1 + 5x2 − 5x3 − 5x4 + 7x5 = 0.

Çàäàíèå 15.5.



3x1 − 2x2 + x3 − 4x4 = 0,

6x1 − 4x2 + 3x3 + 2x4 = 0,

3x1 − 2x2 − 14x4 = 0,

12x1 − 8x2 + 3x3 − 26x4 = 0,

9x1 − 6x2 + 2x3 − 22x4 = 0.

Çàäàíèå 15.6.


x1 − 2x2 + 3x3 + x4 + 2x5 = 0,

3x1 − 3x2 + 3x3 + 5x4 + 5x5 = 0,

5x1 + 4x2 − 10x3 + 11x4 + 3x5 = 0,

x1 + x2 − 3x3 + 3x4 + x5 = 0.

Çàäàíèå 15.7.


x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + 2x5 = 0,

2x1 + 3x2 − 4x3 + 5x4 − x5 = 0,

4x1 + 7x2 − 6x3 + 11x4 + 3x5 = 0,

3x1 + 4x2 − 7x3 + 7x4 − 4x5 = 0.
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Çàäàíèå 15.8.



x1 − 2x2 + x3 + 3x4 = 0,

3x1 − 4x2 + 2x3 + 5x4 = 0,

2x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 0,

7x1 − 8x2 + 4x3 + 2x4 = 0,

5x1 − 8x2 + 4x3 + 11x4 = 0.

Çàäàíèå 15.9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèñòåìà n + 1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ñ n íåèçâåñòíûìè
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

an+1,1x1 + an+1,2x2 + . . . + an+1,nxn = bn+1

ñîâìåñòíà, òî îïðåäåëèòåëü n+ 1-ãî ïîðÿäêà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . .

an+1,1 an+1,2 . . . an+1,n bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû, ðàâåí 0.

�16. Ìåòðè÷åñêèå è åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 16.1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ

äâóõ ýëåìåíòîâ x, y îïðåäåëåíî ÷èñëî ρ(x, y) (ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-

êàìè èëè ìåòðèêà), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1. ρ(x, y) = ρ(y, x);

2. ρ(x, y) > 0 ïðè x 6= y è ρ(x, x) = 0;

3. ρ(x, y) + ρ(y, z) > ρ(x, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà)

íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ðàññòîÿíèå ìîæíî ââîäèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ïðè ýòîì áóäåì

ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, ìîæíî ââå-

ñòè ðàññòîÿíèå ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
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âåêòîðîâ â n-ìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå áûëî ââåäåíî â § 9

(x, y) =
n∑
i=1

xiyi,

ãäå x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), è òàì æå ðàññìîòðåíû åãî

ñâîéñòâà.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, â êîòîðîì ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì è îáîçíà÷àåòñÿ En.
Äëèíîé (íîðìîé) âåêòîðà x â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî |x| =
√

(x, x). Äëèíà âåêòîðà x âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|x| =
√
x21 + x22 + . . .+ x2n.

Äëÿ äëèíû âåêòîðà ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:

1. |x| = 0, ïðè x = 0; 2. |αx| = |α| · |x|;
3. |x+ y| 6 |x|+ |y| (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà);
4. |(x, y)| 6 |x| · |y| (íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî);
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Ðàññìîòðèì âåêòîð λx− y (λ ∈ R).

Ïî ñâîéñòâó 4 îïðåäåëåíèÿ 16.1 (λx − y, λx − y) > 0. Òî åñòü λ2(x, x) − 2λ(x, y) +

(y, y) > 0. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, çíà÷èò åãî

äèñêðèìèíàíò D 6 0. Èìååì

D/4 = (x, y)2 − (x, x)(y, y) 6 0

(x, y)2 6 (x, x)(y, y) = |x|2 · |y|2.

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî äðîáü

−1 6
(x, y)

|x| · |y|
6 1.

Ïîýòîìó äàííóþ äðîáü ìîæíî ñ÷èòàòü êîñèíóñîì íåêîòîðîãî óãëà ϕ :

cosϕ =
(x, y)

|x| · |y|
Óãîë ϕ íàçîâåì óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè x è y.

Âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 1, íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì. Äâà

âåêòîðà, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 0, íàçûâàþòñÿ îðòî-

ãîíàëüíûìè.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Òåîðåìà 16.1. Âñÿêàÿ ñèñòåìà a1, a2, . . . , am, âåêòîðû êîòîðîé ïîïàð-

íî îðòîãîíàëüíû, ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äàííûõ âåêòîðîâ α1a1 +α2a2 +

. . .+αmam = 0 (∗). Íàéäåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ αi îíà îáðàùàåòñÿ

â 0. Óìíîæèì (∗) ñêàëÿðíî íà ai. α1(a1, ai) + . . . + αi(ai, ai) + . . . + αm(am, ai) = 0.

Ïîëó÷èì αi(ai, ai) = 0, òàê êàê (ai, aj) = 0 ïðè i 6= j. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî

i = 1,m èìååì αi = 0. Cèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , am ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Îïðåäåëåíèå 16.2. Âåêòîðû e1, e2, . . . , en îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå

En îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, åñëè äëèíà êàæäîãî ðàâíà 1 è âåêòî-

ðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî åñòü (ei, ej) = 0 ïðè i 6= j è |ei| = 1 äëÿ

êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà 16.2. Âî âñÿêîì n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ñó-

ùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Ïðèìåðîì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ:

e1 = (1; 0; . . . ; 0), e2 = (0; 1; . . . ; 0), . . . , en = (0; 0; . . . ; 1).

�17. Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàíû äâà áàçèñà

e1, e2, . . . , en � "ñòàðûé" áàçèñ è f 1, f 2, . . . , fn � "íîâûé" áàçèñ.

Òàê êàê âåêòîðû e1, e2, . . . , en îáðàçóþò áàçèñ, òî âåêòîðû

f j = (c1j, c2j, . . . , cnj) =
n∑
i=1

cijei ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýòîò áàçèñ.

Èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ {f j} (j = 1, n ) ñîñòàâèì ìàòðèöó C, çàïèñûâàÿ

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ {f j} â ñòîëáöû

C =


c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

. . . . . . . . . . . .

cn1 cn2 . . . cnn

 . (17.1)

Ìàòðèöó C íàçûâàþò ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó

{f j}.
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Ìàòðèöà C � íåâûðîæäåííàÿ. Âåêòîðû {fj} ëèíåéíî íåçàâèñèìû, çíà-
÷èò, ðàíã ìàòðèöû C ðàâåí n èëè |C| 6= 0. Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ôîðìóëû

ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f j} ìîæíî çàïèñàòü

(f 1, f 2, . . . , fn) = (e1, e2, . . . , en)C. (17.2)

Àíàëîãè÷íî, òàê êàê {f j} � áàçèñ, âûðàçèì ÷åðåç íåãî âåêòîðû

ei = (a1i, a2i, . . . , ani) =
n∑
j=1

ajif j. Ìàòðèöà A, ýëåìåíòû êîòîðîé êîîð-

äèíàòû âåêòîðîâ ei, çàïèñàííûå â ñòîëáöû, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà

îò áàçèñà {f j} ê áàçèñó {ei}.

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 ..

Òîãäà ôîðìóëû ïåðåõîäà îò áàçèñà {f j} ê áàçèñó {ei} èìåþò âèä

(e1, e2, . . . , en) = (f 1, f 2, . . . , fn)A. (17.3)

Èç (17.2) è (17.3) ñëåäóåò, ÷òî A = C−1.

Âûâåäåì ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êîîðäèíàòû âåêòîðà â "ñòàðîì" è

"íîâîì" áàçèñàõ. Ïóñòü x =
n∑
i=1

ξiei è x =
n∑
j=1

ηjf j . Òîãäà

x =
n∑
j=1

ηjf j =
n∑
j=1

ηj(
n∑
i=1

cijei) =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

ηjcij)ei =
n∑
i=1

ξiei

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå
ξ1

ξ2

. . .

ξn

 = η1


c11

c21

. . .

cn1

+ η2


c12

c22

. . .

cn2

+ . . .+ ηn


c1n

c2n

. . .

cnn

 =

=


c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

. . . . . . . . . . . .

cn1 cn2 . . . cnn




η1

η2

. . .

ηn

 .

67



Ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè èçìåíåíèè áàçèñà
ξ1

ξ2

. . .

ξn

 = C


η1

η2

. . .

ηn

 ,


η1

η2

. . .

ηn

 = C−1


ξ1

ξ2

. . .

ξn

 . (17.4)

Ïðèìåð 17.1. Â áàçèñå e1, e2, e3 çàäàíû âåêòîðû f 1 = (1; 3; 1),

f 2 = (1; 2;−1), f 3 = (2; 8; 7). Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû f 1, f 2, f 3 îáðà-

çóþò áàçèñ. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà x = (1; 7; 10) â íîâîì áàçèñå.

Ðåøåíèå . Ñîñòàâèì ìàòðèöó C ïåðåõîäà îò "ñòàðîãî" áàçèñà ê "íîâîìó":

C =

 1 1 2

3 2 8

1 −1 7

. Åñëè âåêòîðû f 1, f 2, f 3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ñòîëáöû ìàò-

ðèöû C ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî åñòü r(C) = 3 èëè |C| 6= 0.

|C| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2

3 2 8

1 −1 7

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2

0 −1 2

0 −2 5

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −1 2

−2 5

∣∣∣∣∣ = −1.

Ìàòðèöà C íåâûðîæäåííàÿ è ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò "ñòàðîãî" áàçèñà ê

"íîâîìó". Íàéäåì ìàòðèöó C−1, îáðàòíóþ ê C.

C−1 = −

 22 −9 4

−13 5 −2

−5 2 −1

 =

 −22 9 −4

13 −5 2

5 −2 1

.
Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f j} èìåþò âèä

(f 1, f 2, f 3) = (e1, e2, e3) ·

 1 1 2

3 2 8

1 −1 7

 .

Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà x â "íîâîì" áàçèñå: η1

η2

η3

 =

 −22 9 −4

13 −5 2

5 −2 1

 ·
 1

7

10

 =

 1

−2

1

 .

Èòàê, x = (1;−2; 1).

Ïóñòü áàçèñû e1, e2, . . . , en è f 1, f 2, . . . , fn ïðîñòðàíñòâà En îðòîíîð-

ìèðîâàíû, òî åñòü âåêòîðû áàçèñîâ åäèíè÷íûå è ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû:

|ei| = 1, |f i| = 1, (ei, ej) = 0, (f i, f j) = 0.

Ïóñòü çàäàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ f i = (q1i, q2i, . . . , qni) â "ñòàðîì"

áàçèñå (i = 1, 2, . . . , n).
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Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n èìååì |f i|2 = (q1i)
2 + (q2i)

2 + . . . +

(qni)
2 = 1 è (f i, f j) = q1iq1j + q2iq2j + . . .+ qniqnj = 0 ïðè i 6= j.

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f j} èìååò âèä

Q =


q11 q12 . . . q1n

q21 q22 . . . q2n

. . . . . . . . . . . .

qn1 qn2 . . . qnn

 (17.5)

Îïðåäåëåíèå 17.1. Ìàòðèöà, â êîòîðîé ñóììà êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ

êàæäîãî ñòîëáöà ðàâíà 1, à ñóììà ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýëåìåíòîâ äâóõ ñòîëáöîâ ðàâíà 0 íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 17.1. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áà-

çèñà ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Òåîðåìà 17.2. Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöå, ñîâïàäà-

åò ñ òðàíñïîíèðîâàííîé, òî åñòü Q−1 = QT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå

QT ·Q =


q11 q21 . . . qn1

q12 q22 . . . qn2

. . . . . . . . . . . .

q1n q2n . . . qnn

 ·


q11 q12 . . . q1n

q21 q22 . . . q2n

. . . . . . . . . . . .

qn1 qn2 . . . qnn

 = E.

Ñëåäñòâèå 17.3. Îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ±1

(|Q| = ±1).

Äîêàçàòåëüñòâî. |Q−1 ·Q| = |QT ·Q| = |QT | · |Q| = |Q|2 = 1.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 17.1. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå äàíû òðè âåêòîðà a = (3;−2),

b = (−2; 1), c = (7;−4). Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû a è b ìîæíî ïðèíÿòü çà

íîâûé áàçèñ. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà c â íîâîì áàçèñå.

Çàäàíèå 17.2. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

a = (3;−2; 1), b = (−1; 1;−2), c = (2; 1;−3), d = (11;−6; 5). Äîêà-

æèòå, ÷òî âåêòîðû a, b, c ìîæíî ïðèíÿòü çà íîâûé áàçèñ. Çàïèøèòå
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ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó. Íàéäèòå êîîðäèíàòû

âåêòîðà d â íîâîì áàçèñå.

Çàäàíèå 17.3. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå äàíû ÷åòûðå âåêòîðà a = (2; 1; 0),

b = (1;−1; 2), c = (2; 2;−1), d = (3; 7;−7). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ òðîéêó

âåêòîðîâ ìîæíî ïðèíÿòü çà íîâûé áàçèñ. Íàéäèòå êîîðäèíàòû êàæäîãî

èç âåêòîðîâ â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç îñòàëüíûõ òðåõ âåêòîðîâ.

Çàäàíèå 17.4. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

a =

(
1√
6

; 2√
6

; 1√
6

)
, b =

(
1√
11

; 1√
11

;− 3√
11

)
, c =

(
7√
66

;− 4√
66

; 1√
66

)
,

d = (1; 2; 1). Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà d â ýòîì áàçèñå.

�18. Ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé àëãåáðû ìàòðèö � ýòî ïîíÿòèå ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà.

Ðàññìîòðèì äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà Rn è Rm. Îòîáðàæåíèå, ñòà-

âÿùåå ëþáîìó âåêòîðó x ∈ Rn åäèíñòâåííûé âåêòîð y ∈ Rm íàçûâàåò-

ñÿ îïåðàòîðîì èç Rn â Rm (A : Rn −→ Rm). Îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð

y = A(x) èëè ïðîñòî y = Ax. Âåêòîð y íàçûâàåòñÿ îáðàçîì âåêòîðà x.

Îïðåäåëåíèå 18.1. Îïåðàòîð A : Rn −→ Rm íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì,

åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ x, y ∈ Rn è ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî

÷èñëà α âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) A(x+ y) = Ax+ Ay ;

2) A(αx) = αAx.

Óñëîâèÿ 1) è 2) ìîæíî îáúåäèíèòü:

Îïðåäåëåíèå 18.2. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ âåêòîðîâ x, y ∈ Rn è ëþáûõ ÷èñåë α, β ∈ R âûïîëíåíî óñëîâèå

A(αx+ βy) = αAx+ βAy.

Åñëè Rm = Rn òî îòîáðàæåíèå A : Rn → Rn íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçî-

âàíèåì ïðîñòðàíñòâà Rn.
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Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

1.Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I: Ix = x äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x ∈ Rn;

2. íóëåâîé îïåðàòîð: Ax = 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x ∈ Rn;

3. îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ: P : R3 → R2 è Pa = b, åñëè

a = (a1, a2, a3), b = (a1, a2).

4. îïåðàòîð ïîäîáèÿ: Ax = kx äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x ∈ Rn;

5. îïåðàòîð ïîâîðîòà íà óãîë ϕ: Ax = (r cos(α + ϕ), r sin(α + ϕ)) äëÿ

âñåõ âåêòîðîâ x = (r cosα, r sinα) ∈ Rn;

6. îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: f(x)→ f ′(x);

7. îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ: f(x)→ F (x), ãäå F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ

äëÿ f(x) íà [a; b].

Åñëè èç òîãî, ÷òî x1 6= x2 ñëåäóåò, ÷òî Ax1 6= Ax2, è äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà y ∈ Rm ñóùåñòâóåò âåêòîð x ∈ Rn òàêîé, ÷òî y = Ax, òî ãîâîðÿò,

÷òî îïåðàòîð A äåéñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.

Ïóñòü çàäàíû äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà A : Rn → Rn è B : Rn → Rn.

Ñóììîé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð A + B,

äåéñòâóþùèé ïî çàêîíó (A+B)(x) = Ax+Bx.

Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íà ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ îïå-

ðàòîð αA, äåéñòâóþùèé ïî çàêîíó (αA)x = α(Ax).

Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð

AB, äåéñòâóþùèé ïî çàêîíó (AB)x = A(Bx). Â îáùåì ñëó÷àå AB 6= BA.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð B íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îïåðàòîðó A, åñëè ïðî-

èçâåäåíèå AB = I (òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð). Îáîçíà÷àåòñÿ îáðàòíûé

îïåðàòîð A−1.

Òåîðåìà 18.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâî-

âàë îáðàòíûé îïåðàòîð íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïåðàòîð A

äåéñòâîâàë âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëèì êàê äåéñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Rn → Rm.

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå Rn áàçèñ e1, e2, . . . , en, à â ïðîñòðàíñòâå Rm

áàçèñ f 1, f 2, . . . , fm.

Íàéäåì îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ
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Ae1 = a11f 1 + a21f 2 + . . .+ am1fm =
m∑
j=1

aj1f j = (a11; a21; . . . ; an1);

Ae2 = a21f 1 + a22f 2 + . . .+ am2fm =
m∑
j=1

aj2f j = (a12; a22; . . . ; an2);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

Aen = a1nf 1 + a2nf 2 + . . .+ amnfm =
m∑
j=1

ajnf j = (a1n; a2n; . . . ; ann).

Èç ÷èñåë aji ñîñòàâèì ìàòðèöó A, çàïèñûâàÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ Aei
â ñòîëáöû

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 . (18.1)

A � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà A. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó

ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó. Çàäàíèå ìàòðèöû ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò îáðàçà ïðîèçâîëüíîãî

âåêòîðà x. Ïóñòü îïåðàòîð A : Rn → Rm. Âûáåðåì áàçèñû e1, e2, . . . , en â

ïðîñòðàíñòâå Rn, è f 1, f 2, . . . , fm â ïðîñòðàíñòâå Rm.

Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

xiei � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â Rn,

y = (y1, y2, . . . , ym) =
m∑
j=1

yjf j ∈ Rm � îáðàç âåêòîðà x, A = (aij) �

ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A. Òîãäà

y = Ax = A(
n∑
i=1

xiei) =
n∑
i=1

xiAei =
n∑
i=1

xi(
m∑
j=1

ajif j) =
m∑
j=1

(
n∑
i=1

ajixi)f j.

Çàïèøåì ýòè âûêëàäêè ïîäðîáíåé â êîîðäèíàòàõ

y = Ax = x1(a11f 1+a21f 2+. . .+am1fm)+x2(a12f 1+a22f 2+. . .+am2fm)+

. . .+ xn(a1nf 1 + a2nf 2 + . . .+ amnfm) = (x1a11 + x2a12 + . . .+ xna1n)f 1 +

+(x1a21 + x2a22 + . . .+ xna2n)f 2 + . . .+ (x1am1 + x2am2 + . . .+ xnamn)fm.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà y ïî áàçèñó èìååì
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yj =
n∑
i=1

xiaji èëè â êîîðäèíàòíîé
y1 = x1a11 + x2a12 + . . .+ xna1n,

y2 = x1a11 + x2a12 + . . .+ xna1n,

. . . . . . . . .

ym = x1a11 + x2a12 + . . .+ xna1n

(18.2)

è ìàòðè÷íîé ôîðìå(
y1, y2, . . . , ym

)T
= A

(
x1, x2, . . . , xn

)T
. (18.3)

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : Rn → Rm äî-

ñòàòî÷íî çàäàòü îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Çàäàíèåì ýòèõ îáðàçîâ îïå-

ðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî òåîðåì î ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ:

Òåîðåìà 18.2. Ïóñòü e1, e2, . . . , en � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Rn,

f 1, f 2, . . . , fn � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå Rm. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð A : Rn → Rm òàêîé ÷òî Aei = f i.

Òàê êàê âñå îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè ìîæíî ñâåñòè ê

îïåðàöèÿì íàä ìàòðèöàìè îïåðàòîðîâ, òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 18.3. Ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ AB ðàâíà ïðîèçâå-

äåíèþ ìàòðèö îïåðàòîðîâ A è B.

Â ïðîñòðàíñòâå Rn áàçèñ ìîæíî âûáðàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íî

òîãäà è ìàòðèöû îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ áóäóò ðàçíûìè. Ñâÿçü ìåæ-

äó ìàòðèöàìè îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ âûðàæàåòñÿ òåîðåìîé

Òåîðåìà 18.4. Ìàòðèöû A è A∗ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â áàçèñàõ {ei}
è {f j} ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì A∗ = C−1AC, ãäå C � ìàòðèöà ïåðåõîäà

îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f j}.

Òåîðåìà 18.5. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íå ìåíÿ-

åòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó.

Ïðèìåð 18.1. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé ïî çàêîíó Ax =

= (2x1+x2+x3, x1+x2, 2x2−3x3), ëèíåéíûé. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà

â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå è îáðàç âåêòîðà a = (3; 2;−1) äâóìÿ ñïîñîáàìè.
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Ðåøåíèå . Äîêàæåì ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà A.

1) (2(x1 + y1) + (x2 + y2) + (x3 + y3), (x1 + y1) + (x3 + y3), 2(x2 + y2)− 3(x2 + y3)) =

= (2x1 + x2 + x3, x1 + x2, 2x2 − 3x3) + (2y1 + y2 + y3, y1 + y2, 2y2 − 3y3),

òî åñòü A(x+ y) = Ax+ Ay ;

2) A(αx) = (2αx1 + αx2 + αx3, αx1 + αx2, 2αx2 − 3αx3) =

= α(2x1 + x2 + x3, x1 + x2, 2x2 − 3x3) = αAx.

Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîð A � ëèíåéíûé.

Íàéäåì ìàòðèöó îïåðàòîðà. Äëÿ ýòîãî íàéäåì îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ

Ae1 = (2, 1, 0), Ae2 = (1, 1, 2), Ae3 = (1, 0, −3) è ñîñòàâèì ìàòðèöó îïåðàòîðà

A =

 2 1 1

1 1 0

0 2 −3

 .

Íàéäåì îáðàç âåêòîðà a, ïîäñòàâèâ åãî êîîðäèíàòû â ôîðìóëó, êîòîðîé çàäàåòñÿ

îïåðàòîð: Aa = (6 + 2− 1; 3 + 2; 2 + 3) = (7; 5; 5) è èñïîëüçóÿ ìàòðèöó îïåðàòîðà

Aa =

 2 1 1

1 1 0

0 2 −3


 3

2

−1

 =

 7

5

5

 .

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 18.1. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (2x1 − x2 + 4x3;x1 + 5x2 − x3; 7x1 + 4x2 + x3). Ïðîâåðüòå, áóäåò

ëè îïåðàòîð A ëèíåéíûì. Åñëè îïåðàòîð ëèíåéíûé, íàéäèòå åãî ìàòðè-

öó.

Çàäàíèå 18.2. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (7x1 + 2x2 + x3;−x1 + 3x2 − 2x3; 5x1 + x2 − 4x3). Íàéäèòå îáðàç

âåêòîðà a = (−1; 4; 2) äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Çàäàíèå 18.3. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (2x1 − x2 + 4x3;x1 + 5x2 − x3; 7x1 + 4x2 + x3). Íàéäèòå îáðàçû

âåêòîðîâ a = (−1; 3;−5) è b = (−4; 1;−2) äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Çàäàíèå 18.4. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = [c, x], ãäå c = (−1; 4; 3). Ïðîâåðüòå, áóäåò ëè îïåðàòîð A ëèíåéíûì.

Åñëè îïåðàòîð ëèíåéíûé, íàéäèòå åãî ìàòðèöó. Íàéäèòå îáðàç âåêòîðà

a = (2;−1; 2).

Çàäàíèå 18.5. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó
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Ax = [x, c], ãäå c = (−1; 3; 2). Ïðîâåðüòå, áóäåò ëè îïåðàòîð A ëèíåé-

íûì. Åñëè îïåðàòîð ëèíåéíûé, íàéäèòå åãî ìàòðèöó.

Çàäàíèå 18.6. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (2x1 − x2 + 4;x1 + x2 − x3; 7x1 + 4x2 + x3). Ïðîâåðüòå, áóäåò ëè

îïåðàòîð A ëèíåéíûì. Åñëè îïåðàòîð ëèíåéíûé, íàéäèòå åãî ìàòðèöó.

Çàäàíèå 18.7. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (x1x2+x3; x1+x2−x3; 2x1+x2−x3). Ïðîâåðüòå, áóäåò ëè îïåðàòîð
A ëèíåéíûì. Åñëè îïåðàòîð ëèíåéíûé, íàéäèòå åãî ìàòðèöó.

Çàäàíèå 18.8. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (x1 + x3 − 1; x2 − x3 + 1; 2x1 + x2 − x3). Ïðîâåðüòå, áóäåò ëè

îïåðàòîð A ëèíåéíûì. Åñëè îïåðàòîð ëèíåéíûé, íàéäèòå åãî ìàòðèöó.

Çàäàíèå 18.9. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (x, c), ãäå c = (2; −1; 4). Ïðîâåðüòå, áóäåò ëè îïåðàòîð A ëèíåé-

íûì. Åñëè îïåðàòîð ëèíåéíûé, íàéäèòå åãî ìàòðèöó.

Çàäàíèå 18.10. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíó

Ax = (x, c)c, ãäå c = (3; 2;−1). Ïðîâåðüòå, áóäåò ëè îïåðàòîð A ëè-

íåéíûì. Åñëè îïåðàòîð ëèíåéíûé, íàéäèòå åãî ìàòðèöó.

Çàäàíèå 18.11. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé

îäíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

�19. Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ.

Ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííîé x íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an, (19.1)

ãäå n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, a0, a1, . . ., an−1, an � ëþáûå ÷èñëà;

ïðè÷åì a0 6= 0. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(x). Êî-

ýôôèöèåíò a0 � íàçûâàþò ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà f(x),

à ñàì îäíî÷ëåí a0xn � åãî ñòàðøèì ÷ëåíîì. Êîýôôèöèåíò an íàçûâà-

åòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Ìíîãî÷ëåí, ñòàðøèé êîýôôèöèåíò êîòîðîãî
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ðàâåí 1, íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì. Ìíîãî÷ëåíû, êàê è ëþáûå àëãåáðà-

è÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è óìíîæàòü ïî îáû÷-

íûì ïðàâèëàì ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ.

Âìåñòî ïåðåìåííîé x â ìíîãî÷ëåí f(x) ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáîå ÷èñëî

c. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ çíà-

÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ïðè x = c (èëè â òî÷êå c) è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç f(c). ×èñëî c íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x), åñëè çíà÷åíèå

ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå c ðàâíî íóëþ.

Ââåäåì ïîíÿòèå ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ. Äâà ìíîãî÷ëåíà íàçûâàþòñÿ

ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü è èõ ñîîòâåòñòâóþùèå

êîýôôèöèåíòû ðàâíû. Òàêîå ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå, òî åñòü åñëè

f(x) = a0x
n+a1x

n−1+. . .+an−1x+an, g(x) = b0x
m+b1x

m−1+. . .+bm−1x+bm

è ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) ðàâíû, òîm = n è a0 = b0, a1 = b1, . . . , an = bn.

Îäíàêî ìíîãî÷ëåí f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ. Äâà ìíîãî÷ëåíà f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ

ðàâíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî c ∈ R f(c) = g(c). Òàêîå ðàâåíñòâî ìíîãî-

÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì â ôóíêöèîíàëüíîì ñìûñëå.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíî-

ãî÷ëåí. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí

g(x) 6= 0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí q(x), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî

f(x) = g(x) · q(x) (19.2)

Åñëè f(x) äåëèòñÿ íà g(x), òî ýòî ïðèíÿòî çàïèñûâàòü òàê f(x)
...g(x).

Ìíîãî÷ëåí q(x) â ðàâåíñòâå (19.2) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ f(x)

íà g(x). Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí q(x) â ðàâåíñòâå (19.2) îïðåäåëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî.

Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ñâîèìè ñâîéñòâàìè ïîõîæà íà äåëèìîñòü öå-

ëûõ ÷èñåë. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ:
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1) åñëè äâà ìíîãî÷ëåíà f(x) è p(x) äåëÿòñÿ íà g(x), òî èõ ñóììà è

ðàçíîñòü òàêæå äåëÿòñÿ íà g(x);

2) åñëè f(x) äåëèòñÿ íà g(x) è h(x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, òî è

ïðîèçâåäåíèå f(x)h(x) äåëèòñÿ íà g(x);

3) åñëè f(x) äåëèòñÿ íà g(x), à g(x) äåëèòñÿ íà h(x), òî f(x) äåëèòñÿ

íà h(x);

4) ñòåïåíü ÷àñòíîãî ðàâíà ðàçíîñòè ñòåïåíåé äåëèìîãî è äåëèòåëÿ;

5) ëþáîé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè, òî åñòü

ëþáîé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà ÷èñëî;

6) íóëåâîé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà ëþáîé ìíîãî÷ëåí, îòëè÷íûé îò íóëÿ.

Óêàæåì íà åùå îäíó âàæíóþ àíàëîãèþ.

Òåîðåìà 19.1. (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì). Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x)

è ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà

ìíîãî÷ëåíîâ q(x) è r(x), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) = g(x) · q(x) + r(x), (19.3)

ãäå ìíîãî÷ëåí r(x) ëèáî íóëåâîé, ëèáî èìååò ñòåïåíü, ìåíüøóþ ÷åì

ñòåïåíü g(x).

Íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî è îñòàòêà îáû÷íî ïðèìåíÿþò

ìåòîä âû÷èñëåíèÿ, íàçâàííûé "äåëåíèå óãëîì".

ßñíî, ÷òî f(x) äåëèòñÿ íà g(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îñòàòîê

r(x) îò äåëåíèÿ f(x) íà g(x) ðàâåí íóëþ.

Ðàññìîòðèì äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) íà ëèíåéíûé äâó÷ëåí x− α.

Òåîðåìà 19.2. (Áåçó )16 Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà äâó-

÷ëåí x− α ðàâåí çíà÷åíèþ ìíîãî÷ëåíà f(x) â òî÷êå x = α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí f(x) è ðàçäåëèì åãî ñ îñòàò-

êîì íà äâó÷ëåí x−α. Òàê êàê ñòåïåíü ýòîãî äâó÷ëåíà ðàâíà 1, òî îñòàòîê ëèáî ðàâåí

íóëþ, ëèáî èìååò íóëåâóþ ñòåïåíü. È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå îñòàòîê r åñòü ÷èñëî.
16Ýòüåí Áåçó (Bezout) (1730-1783) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí Ïàðèæñêîé ÀÍ. Îñíîâíûå ðàáîòû îòíîñÿòñÿ ê

âûñøåé àëãåáðå. Ñ åãî èìåíåì ñâÿçàíû ìíîãèå òåîðåìû àëãåáðû, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ, è òåîðèÿ óðàâíå-

íèé ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûìè. ðàçâèë ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé: åãî èìåíåì íàçâàí ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåì

óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà ýòîì ìåòîäå. Íàðÿäó ñ Ã.Êðàìåðîì, Áåçó ðàçðàáàòûâàë òåîðèþ îïðåäåëèòåëåé, ðàçâèâàë

òåîðèþ èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îí äîêàçàë òåîðåìó î òîì, ÷òî äâå êðèâûå ïîðÿäêà m è n

ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì â m− n òî÷êàõ.
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Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí ìîæíî çàïèñàòü â âèäå f(x) = (x− a) · q(x) + r. Ïîëîæèâ â ýòîì

òîæäåñòâå x = α, ïîëó÷èì, ÷òî f(α) = r.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç ýòîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 19.3. Ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà x − α òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì.

f(x) = (x− α) · q(x) (19.4)

Ñëåäñòâèå 19.4. Åñëè α1, α2, . . . , αk � ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f(x), òî f(x) äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå (x− α1)(x− α2) · . . . · (x− αk).

f(x) = ((x− α1) · (x− α2) · . . . · (x− αk)) · q(x) (19.5)

Ñëåäñòâèå 19.5. ×èñëî ðàçëè÷íûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà, îòëè÷íîãî îò

íóëÿ, íå áîëüøå ÷åì åãî ñòåïåíü.

Òåîðåìà Áåçó ïîçâîëÿåò íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x)

íà äâó÷ëåí x − α. Íî ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî çíàòü

íå òîëüêî îñòàòîê, íî è ÷àñòíîå. Ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíà íà äâó÷ëåí

x− α äëÿ îòûñêàíèÿ ÷àñòíîãî è îñòàòêà ïðèìåíÿþò ìåòîä, íàçûâàåìûé

"ñõåìîé Ãîðíåðà".

×àñòíîå îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0x
n+a1x

n−1 + . . .+an−1x+an

íà äâó÷ëåí x − α áóäåò èìåòü ñòåïåíü íà 1 ìåíüøå. Çàïèøåì ÷àñòíîå â

âèäå g(x) = b0x
n−1 + b1x

n−2 + . . . + bn−2x + bn−1, è ïóñòü îñòàòîê ðàâåí

r. Êîýôôèöèåíòû ÷àñòíîãî è îñòàòîê âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

b0 = a0, b1 = a1 + αb0, b2 = a2 + αb1, . . . , bn−1 = an−1 + αbn−2,

r = an + αbn−1. Ñõåìó Ãîðíåðà óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå òàáëèöû

êîýôôèöèåíòû äåëèìîãî

a0 a1 . . . an−1 an

α b0 = a0 b1 = a1 + αb0 . . . bn−1 = an−1 + αbn−2 r = an + αbn−1

êîýôôèöèåíòû ÷àñòíîãî îñòàòîê

Åñëè ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x), òî ïî òåîðåìå Áåçó

f(x) äåëèòñÿ íà x−α. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ
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êîðíåì ÷àñòíîãî, òîãäà f(x) áóäåò äåëèòüñÿ íà (x − α)2 è òàê äàëåå. Â

òàêèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ êðàòíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà.

×èñëî α íàçûâàåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà f(x), åñ-

ëè f(x) äåëèòñÿ íà (x − α)k, íî íå äåëèòñÿ íà (x − α)k+1, òî åñòü

f(x) = (x − α)k · q(x) è q(α) 6= 0. Êîðíè êðàòíîñòè 1 íàçûâàþò ïðî-

ñòûìè êîðíÿìè.

Â òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîð-

íåé ìíîãî÷ëåíà. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

ìíîãî÷ëåíîâ.

Òåîðåìà 19.6. (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ). Âñÿêèé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè17 èìååò,

ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü.

Ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà âïåðâûå áûëà ñòðîãî äîêàçàíà Ãàóññîì è

÷àñòî íàçûâàåòñÿ ïîýòîìó òåîðåìîé Ãàóññà. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå âûòåêàþò èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû ìíî-

ãî÷ëåíîâ.

Ñëåäñòâèå 19.7. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 ñ êîìïëåêñíûìè

êîýôôèöèåíòàìè ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå n ëèíåéíûõ ìíîæè-

òåëåé.

Ñëåäñòâèå 19.8. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 ñ êîìïëåêñíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè èìååò n êîðíåé, åñëè ñ÷èòàòü êàæäûé êîðåíü ñòîëüêî

ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü.

Ñëåäñòâèå 19.9. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 ñ äåéñòâèòåëüíû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ äâó÷ëå-

íîâ è êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè äèñêðèìèíàíòàìè,

èìåþùèìè äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè âñåãäà ìîæíî îòûñ-

êàòü åãî ðàöèîíàëüíûå, â ÷àñòíîñòè, öåëûå êîðíè, åñëè, êîíå÷íî, îíè

ñóùåñòâóþò. Ñïîñîá îòûñêàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ öå-

ëûìè êîýôôèöèåíòàìè äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
17Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âèäà a + bi, ãäå a, b ∈ R, i2 = −1.
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Òåîðåìà 19.10. Åñëè íåñîêðàòèìàÿ äðîáü p
q ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî-

÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí äåëèòñÿ íà p,

à ñòàðøèé êîýôôèöèåíò äåëèòñÿ íà q.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò âàæíîå

Ñëåäñòâèå 19.11. Âñå ðàöèîíàëüíûå êîðíè ïðèâåäåííîãî ìíîãî÷ëåíà ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè � öåëûå è ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ñâîáîäíîãî

÷ëåíà.

�20. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà.

Ïóñòü îïåðàòîð A : Rn → Rn (îòîáðàæàåò Rn â ñåáÿ).

Îïðåäåëåíèå 20.1. Âåêòîð x 6= 0 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòî-

ðîì, à ÷èñëî λ � ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, åñëè

îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Ax = λx (20.1)

(ãîâîðÿò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûé âåêòîð x îòâå÷àåò ñîá-

ñòâåííîìó ÷èñëó λ).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð x 6= 0 ïðè äåéñòâèè

îïåðàòîðà A ïåðåõîäèò â êîëëèíåàðíûé âåêòîð. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîíÿ-

òèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì è óäîáíûì ïðè èçó÷åíèè

ìíîãèõ âîïðîñîâ ìàòðè÷íîé àëãåáðû è åå ïðèëîæåíèé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû. Òàê ó îïåðàòîðà ïîäîáèÿ âñå âåêòîðû ñîáñòâåííûå, à

îïåðàòîð ïîâîðîòà íà óãîë ϕ 6= π íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò ñîáñòâåííûå

âåêòîðû.

Ïóñòü A : Rn → Rn è x = (x1, x2, . . . , xn) 6= 0 � ñîáñòâåííûé âåê-

òîð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, òî åñòü Ax = λx è A � ìàòðèöà ýòîãî

îïåðàòîðà. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (20.1) â êîîðäèíàòíîì âèäå:
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
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = λx1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = λx2,

. . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = λxn

èëè


(a11 − λ)x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,

a21x1 + (a22 − λ)x2 + . . .+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ (ann − λ)xn = 0.

Â ìàòðè÷íîì âèäå ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:

(A− λE)x = 0. (20.2)

Ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè èìååò íåòðèâèàëüíîå

ðåøåíèå, åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0.

|A− λE| = 0 (20.3)

èëè ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (20.4)

Îïðåäåëèòåëü |A−λE| ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî λ

è íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì, à ðàâåíñòâî (20.3)

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì îïåðàòîðà A. Ðåøèì

óðàâíåíèå (íàéäåì åãî êîðíè λ1, λ2, . . . , λn). Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi â ñèñòåìó (20.2), íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû xi,

îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λi.

Âñå âû÷èñëåíèÿ êîððåêòíû, òàê êàê ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Òåîðåìà 20.1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå {ei}, A∗ �

ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå {f j}, C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà
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{ei} ê áàçèñó {f j}. Ïî òåîðåìå 19.4 A∗ = C−1AC. Ðàññìîòðèì è ïðå-

îáðàçóåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí |A∗ − λE| = |C−1AC − λE| =

= |C−1AC − λC−1EC| = |C−1(A − λE)C| = |C−1||A − λE||C| =

= |A− λE||C−1C| = |A− λE|.

Ïðèìåð 20.1. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïå-

ðàòîðà Ax = (2x1 + 3x2, 2x1 + x2, x1 − 3x2 + 2x3).

Ðåøåíèå . Íàéäåì îáðàçû âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà: Ae1 = (2, 2, 1);

Ae2 = (2, 1, 0); Ae3 = (1, −3, 2) è çàïèøåì ìàòðèöó îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå:

A =

 2 3 0

2 1 0

1 −3 2

.
Ñîñòàâèì è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 3 0

2 1− λ 0

1 −3 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî òðåòüåìó ñòîëáöó, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(2 − λ)((2 − λ)(1 − λ) − 6) = 0 èëè (2 − λ)(λ2 − 3λ − 4) = 0. Ðåøèâ åãî, íàéäåì

ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà: λ1 = −1, λ2 = 4, λ3 = 2.

×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ λ ðåøèì ñèñòåìó

(A− λE)X =

 2− λ 3 0

2 1− λ 0

1 −3 2− λ


 x1

x2

x3

 = 0.

Ðàññìîòðèì λ1 = −1. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
3x1 + 3x2 = 0,

2x1 + 2x2 = 0,

x1 − 3x2 + 3x3 = 0.

Åå îáùåå ðåøåíèå

{
x2 = −x1,

x3 = −4
3x1.

Ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûé âåêòîð c1 = (3, −3, −4) (ìîæíî âçÿòü ëþáîé êîëëèíåàðíûé

åìó âåêòîð).

Ðàññìîòðèì λ2 = 4. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
−2x1 + 3x2 = 0,

2x1 − 3x2 = 0,

x1 − 3x2 − 2x3 = 0.

Åå îáùåå ðåøåíèå

{
x2 = −1, 5x1,

x3 = −0, 5x1.

Ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûé âåêòîð c2 = (2, −3, −1).

Ðàññìîòðèì λ3 = 2. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
3x2 = 0,

2x1 − x2 = 0,

x1 − 3x2 = 0.

Åå îáùåå ðåøåíèå

{
x1 = 0,

x2 = 0.

Ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûé âåêòîð c3 = (0, 0, 1) (x3 � ñâîáîäíîå íåèçâåñòíîå).

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A: c1 = (3, −3, −4) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó

λ1 = −1, c2 = (2, −3, −1) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 = 4, c3 = (0, 0, 1) îòâå÷àåò
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ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ3 = 2.

Ïðèìåð 20.2. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàò-

ðèöû A =

 3 −1 1

4 −1 2

8 −4 5

 .

Ðåøåíèå . Äëÿ ìàòðèöû A ñîñòàâèì è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 1

4 −1− λ 2

8 −4 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòðîêå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(3 − λ)((−1 − λ)(5 − λ) + 8) + 1(4(5 − λ) − 16) + 1(−16 − 8(−1 − λ)) = 0 èëè

−λ3 + 7λ2 − 11λ + 5 = 0. Ðåøèâ åãî, íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà: λ1,2 = 1,

λ3 = 5.

×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ λ ðåøèì ñèñòåìó

(A− λE)X =

 3− λ −1 1

4 −1− λ 2

8 −4 5− λ


 x1

x2

x3

 = 0.

Ðàññìîòðèì λ = 1. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x1 − x2 + x3 = 0,

4x1 − 2x2 + 2x3 = 0,

8x1 − 4x2 + 4x3 = 0.

Åå îáùåå ðåøåíèå x3 = x2 − 2x1.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = 1 îòâå÷àþò äâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðà c1 = (1, 0, −2) è c2 = (0, 1, 1).

Ðàññìîòðèì λ = 5. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
−2x1 − x2 + x3 = 0,

4x1 − 6x2 + 2x3 = 0,

8x1 − 4x2 = 0.

Åå îáùåå ðåøåíèå

{
x2 = 2x1,

x3 = 4x1.

Ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûé âåêòîð c3 = (1, 2, 4).

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A: c1 = (1, 0,−2) è c2 = (0, 1, 1) îòâå÷àþò ñîá-

ñòâåííîìó ÷èñëó λ = 1, c3 = (1, 2, 4) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = 5.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà A.

1) Åñëè ñîáñòâåííûé âåêòîð x 6= 0 îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó

λ, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α 6= 0 âåêòîð αx òàêæå áóäåò ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì.

Äåéñòâèòåëüíî, A(αx) = αAx = α(λx) = λ(αx).
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2) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A, îòâå-

÷àþùèõ îäíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì ýòîãî îïåðàòîðà.

Åñëè x 6= 0 è y 6= 0 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå îäíîìó ÷èñëó λ, òî äëÿ ëþáûõ

÷èñåë α è β âåêòîð αx+ βy 6= 0 òàêæå áóäåò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî,

A(αx+ βy) = αAx+ βAy = αλx+ βλy = λ(αx+ βy).

3) Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ îäíîìó ñîá-

ñòâåííîìó ÷èñëó λ âìåñòå ñ íóëåâûì âåêòîðîì îáðàçóåò ëèíåéíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Îïðåäåëèòåëü |A−λE| ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî

λ. Ïî òåîðåìå Áåçó, åñëè λ0 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà, òî åñòü P (λ0) = 0, òî

P (λ) = (λ−λ0)kQ(λ), ãäå Q(λ0) 6= 0. Åñëè k = 1, òî λ0 � ïðîñòîé êîðåíü

ìíîãî÷ëåíà, åñëè k > 1, òî λ0 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà êðàòíîñòè k.

4) Åñëè λ0 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà êðàòíîñòè k,

òî åìó ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå k ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

5) Ñîáñòâåííûå âåêòîðû x1, x2, . . . , xm ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, îòâå-

÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λ1, λ2, . . . , λm ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû.

6) ×èñëî, îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A, ðàâíî

åå ðàíãó. Â ÷àñòíîñòè, âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A îòëè÷íû îò

íóëÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ.

Íàèáîëåå ïðîñòûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ îïåðàòî-

ðû, êîòîðûå èìåþò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòî-

ðîâ e1, e2, . . . , en, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì

λ1, λ2, . . . , λn. Ïðèíÿâ âåêòîðû e1, e2, . . . , en çà áàçèñ (ýòî ìîæíî ñäåëàòü,

òàê êàê îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû), è âû÷èñëèâ èõ îáðàçû Aei = λiei, íàé-

äåì ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå
λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λn

 .
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Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 20.2. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýòîãî îïåðàòîðà, èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 20.3. Åñëè ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì áà-

çèñå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, òî âñå âåêòîðû ýòîãî áàçèñà � ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Èç òåîðåì 20.2 è 20.3 ñëåäóåò âàæíîå óñëîâèå, äîñòàòî÷íîå äëÿ òî-

ãî, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà A ñóùåñòâîâàë áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 20.4. Åñëè îïåðàòîð A èìååò n ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñóùåñòâóåò

áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è ìàòðèöà îïåðà-

òîðà â ýòîì áàçèñå èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

1) Ñóììà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ðàâíà ñëåäó ýòîé ìàòðèöû,

òî åñòü ñóììå åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

2) Ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ðàâíî îïðåäåëèòåëþ

ýòîé ìàòðèöû.

3) Åñëè λ0 � ñîáñòâåííîå ÷èñëî íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A, òî 1/λ0

� ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A−1.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A, ìàòðèöà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷åñêîé. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðà òàêîãî îïåðàòî-

ðà îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

1. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû äåéñòâèòåëüíû.

2. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàòðèöó âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü

A =

(
a b

b c

)
� ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2. Õàðàêòåðèñòè÷å-
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ñêîå óðàâíåíèå ýòîé ìàòðèöû èìååò âèä |A− λE| =

∣∣∣∣∣ a− λ b

b c− λ

∣∣∣∣∣ = 0

èëè λ2− (a+ c)λ+ ac− b2 = 0. Äèñêðèìèíàíò ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ D = (a − c)2 + 4b2 íåîòðèöàòåëåí. Çíà÷èò, óðàâíåíèå èìååò

äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.

Ïðèìåð 20.3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïå-

ðàòîðà A =

 0 −1 1

−1 3 2

1 2 3

.
Ðåøåíèå . Ìàòðèöà A � ñèììåòðè÷åñêàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé

ìàòðèöû äåéñòâèòåëüíûå, à ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîá-

ñòâåííûì ÷èñëàì, ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.

Ñîñòàâèì è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ −1 1

−1 3− λ 2

1 2 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

−λ3 + 6λ2 − 3λ− 10 = 0. Ðåøèâ åãî, íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà: λ1 = −1,

λ2 = 2, λ3 = 5. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A: c1 = (2, 1,−1) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó

λ1 = −1, c2 = (1,−1, 1) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 = 2, c3 = (0, 1, 1) îòâå÷àåò

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ3 = 5.

Ïðîâåðèì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíû. Òàê

(c1, c2) = 2·1+1·(−1)−1·1 = 0, (c1, c3) = 2·0+1·1−1·1 = 0, (c2, c3) = 1·0−1·1+1·1 = 0.

Èç ðàâåíñòâà íóëþ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñëåäóåò ïîïàðíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü âåê-

òîðîâ c1, c2, c3.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 20.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåêòîð a = (1; −1; −1; −1) ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì âåêòîðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A =


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

.
Çàäàíèå 20.2. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà Aa = −4a. Íàé-

äèòå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, îòâå÷àþùåå âåêòîðó a.
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Çàäàíèå 20.3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (3x1 + 4x2; 5x1 + 2x2).

Çàäàíèå 20.4. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (2x1 + x3; 2x1 + 3x2 + 5x3; 2x1 + 3x3).

Çàäàíèå 20.5. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (2x1 − 3x2 + 2x3; 4x2 + 3x3; 2x2 − x3).

Çàäàíèå 20.6. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (3x1 + 4x2; x1 − 2x2; 2x1 + x2 − x3).

Çàäàíèå 20.7. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (5x1 + x2 + 2x3; 2x2; 4x1 − 2x2 + 3x3).

Çàäàíèå 20.8. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (4x1 − x2 − x3; 6x2; 2x1 + 5x2 + x3).

Çàäàíèå 20.9. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (x1 + x2 − 2x3; 4x1 + x2 + 3x3; −x3).

Çàäàíèå 20.10. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (x1− 5x2− 5x3; 2x1−x2 + 4x3; x1 + 7x2 + 11x3).

Çàäàíèå 20.11. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (5x1 + 6x2 + 3x3; −x1 + x3; x1 + 2x2 − x3).

Çàäàíèå 20.12. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (3x1 + x2; −4x1 − x2; 4x1 − 8x2 − 2x3).

Çàäàíèå 20.13. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Ax = (−x2 + x3; −x1 + 3x2 + 2x3; x1 + 2x2 + 3x3).

�21. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èññëåäî-

âàòü êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.
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Îïðåäåëåíèå 21.1. Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé L(x1, x2, . . . , xn) îò n

ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ñóììà, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëè-

áî êâàäðàòîì îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ëèáî ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ðàçíûõ

ïåðåìåííûõ, âçÿòûõ ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì.

L(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj (21.1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû aij � äåé-

ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì aij = aji. Ìàòðèöà A = (aij) (i, j =

1, . . . , n), ñîñòàâëåííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, íàçû-

âàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íîé.

Â ìàòðè÷íîé çàïèñè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò âèä

L = XAXT , (21.2)

ãäå X = (x1, x2, . . . , xn) � ìàòðèöà-ñòðîêà ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 21.1. Çàïèøèòå â ìàòðè÷íîì âèäå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

L(x1, x2, x3) = 5x21 − 8x1x2 + 14x2x3 + 3x22 − 9x23.

Ðåøåíèå . Íàéäåì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâ-

íû êîýôôèöèåíòàì ïðè êâàäðàòàõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü 4, 1, −3, à äðóãèå � ïîëîâèíå

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ïîýòîìó ìàòðèöà êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû èìååò âèä A =

 5 −4 0

−4 3 7

0 7 −9

 è êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìîæíî

çàïèñàòü

L(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3)

 5 −4 0

−4 3 7

0 7 −9


 x1

x2

x3

 .

Âûÿñíèì, êàê èçìåíÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðè íåâûðîæäåííîì

ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü ìàòðèöû-ñòîëáöû ïåðåìåííûõ X = (x1, x2, . . . , xn)
T è

Y = (y1, y2, . . . , yn)
T ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì X = CY , ãäå C = (cij) �

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.

Ïðè íåâûðîæäåííîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåìåííûõ

X = CY ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðèíèìàåò âèä
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A∗ = CTAC.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj íàçûâàåòñÿ êà-

íîíè÷åñêîé (èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä), åñëè aij = 0 ïðè i 6= j.

L = a11x
2
1 + a22x

2
2 + . . .+ annx

2
n =

n∑
i=1

aiix
2
i . (21.3)

Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, çàäàííîé â êàíîíè÷åñêîì âèäå, ÿâëÿåòñÿ

äèàãîíàëüíîé.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 21.1. Ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåí-

íîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê

êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ïðèìåð 21.2. Ïðèâåäèòå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

L(x, y) = 3x2 − 12xy + 2y2 .

Ðåøåíèå . Ñíà÷àëà âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïðè ïåðåìåííîé x:

L(x, y) = 3(x2 − 4xy + 4y2)− 12y2 + 2y2 = 3(x− 2y)2 − 10y2.

Ïîëó÷èëè, ÷òî íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå x1 = x − 2y, y1 = y

ïðèâîäèò äàííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó: L1(x1, y1) = 3x2
1 − 10y2

1.

Ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó è äðóãèì ñïîñîáîì.

L(x, y) = 2(y2−6xy+9x2)−18x2 +2x2 = 2(3x−y)2−15x2. Èòàê, âûïîëíèâ ïðåîáðàçî-

âàíèå x2 = x, y2 = 3x− y, ïîëó÷èì äðóãîé êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

L(x2, y2) = −15x2
2 + 2y2

2.

Ïðèìåð 21.3. Ïðèâåäèòå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

L(x1, x2, x3) = x21 − 3x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3 + x23 .

Ðåøåíèå . Ñíà÷àëà âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïðè x1, à çàòåì ïðè x2:

L =

[
x2

1 − 2x1

(
1
2(3x2 − 4x3)

)
+
(

1
2(3x2 − 4x3)

)2
]
−
(

1
2(3x2 − 4x3)

)2

+ 2x2x3 + x2
3 =

=
(
x1 − 3

2x2 + 2x3

)2

− 9
4x

2
2 + 6x2x3 − 4x2

3 + 2x2x3 + x2
3 =

(
x1 − 3

2x2 + 2x3

)2

−

−9
4

(
x2

2 − 32
9 x2x3 + 256

81 x
2
3

)
+ 9

4 ·
256
81 x

2
3 − 3x2

3 =
(
x1 − 3

2x2 + 2x3

)2

− 9
4

(
x2 − 16

9 x3

)2

+

+37
9 x

2
3. Ïîëó÷èëè, ÷òî íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå y1 = x1− 3

2x2 + 2x3,

y2 = x2 − 16
9 x3, y3 = x3 ïðèâîäèò äàííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó:

L1(y1, y2, y3) = y2
1 − 9

4y
2
2 + 37

9 y
2
3.

Ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó è äðóãèì ñïîñîáîì. Òàê, âûïîëíèâ

ïðåîáðàçîâàíèå z1 = x1, z2 = 2x1 + x2 + x3, z3 = 7
2x1 + x2, ïîëó÷èì äðóãîé êàíîíè-

÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû L2(z1, z2, z3) = 37
4 z

2
1 + z2

2 − z2
3 .
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Ìû âèäèì, ÷òî êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå ÿâëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì. Îäíà è òà æå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ìîæåò

áûòü ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Îäíàêî ïî-

ëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè êàíîíè÷åñêèå ôîðìû îáëàäàþò ðÿäîì

îáùèõ ñâîéñòâ.

Òåîðåìà 21.2. (Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì) ×èñëî ñëà-

ãàåìûõ ñ ïîëîæèòåëüíûìè (îòðèöàòåëüíûìè) êîýôôèöèåíòàìè êàíî-

íè÷åñêîãî âèäà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ýòîìó âèäó.

Ñëåäóåò îòìåòèòü. ÷òî ðàíã ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, íàçûâàå-

ìûé òàêæå ðàíãîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ðàâåí ÷èñëó îòëè÷íûõ îò íóëÿ

êîýôôèöèåíòîâ êàíîíè÷åñêîãî âèäà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è íå ìåíÿåòñÿ

ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè êâàäðàòè÷-

íîé ôîðìû. Ãëàâíûå îñè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñîâïàäàþò ñ îðòîíîð-

ìèðîâàííûì áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, êàíîíè÷åñêèå

êîýôôèöèåíòû � ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìû.

Â ïðèìåðå 21.3 ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ïîýòîìó åå ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû L(x, y, z) = 3y2+3z2−
−2xy+ 2xz+ 4yz. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîé êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû: c1 = (2, 1,−1) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = −1,

c2 = (1,−1, 1) îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 = 2, c3 = (0, 1, 1) îòâå÷àåò

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ3 = 5. Ïî òåîðåìå 21.6 âåêòîðû c1, c2 è c3 ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýòè âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëü-

íû. Íîðìèðóåì âåêòîðà:

|c1| =
√

4 + 1 + 1 =
√

6, òîãäà c ′1 =
(
2/
√

6;−1/
√

6; 1/
√

6
)
;

|c2| =
√

1 + 1 + 1 =
√

3, òîãäà c ′2 =
(
1/
√

3;−1/
√

3; 1/
√

3
)
;

|c3| =
√

0 + 1 + 1 =
√

2, òîãäà c ′3 =
(
0; 1/
√

2; 1/
√

2
)
.

Âåêòîðû c ′1, c
′
2, c

′
3 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
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Òåîðåìà 21.3. Ðàíã êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå ìåíÿåòñÿ ïðè íåâûðîæ-

äåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

(îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé, åñëè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåí-

íûõ, èç êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

L(x1, x2, . . . , xn) > 0 (L(x1, x2, . . . , xn) < 0).

Òåîðåìà 21.4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L(x1, x2, . . . , xn)

áûëà ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi ìàòðèöû A êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû áûëè ïîëîæèòåëüíû (îòðèöàòåëüíû).

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè óñòàíîâëåíèè çíàêîïîñòîÿíñòâà êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû óäîáíî áûâàåò ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 21.5. (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà) Äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòè÷-

íàÿ ôîðìà áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû ýòîé ôîðìû áûëè ïîëîæè-

òåëüíû, òî åñòü ∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆n > 0. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

áóäåò îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè çíàêè ãëàâíûõ ìèíîðîâ ÷åðå-

äóþòñÿ, ïðè÷åì ∆1 < 0.

Ïðèìåð 21.4. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L(x1, x2) = 13x21−6x1x2+5x22.

Äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé (òî åñòü ïîëîæèòåëüíîé

èëè îòðèöàòåëüíîé).

Ðåøåíèå . Çàïèøåì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû A =

(
13 −3

−3 5

)
.

1 ñïîñîá. Íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû. Äëÿ ýòîãî ðåøèì õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå |A−λE| = 0, òî åñòü

∣∣∣∣∣ 13− λ −3

−3 5− λ

∣∣∣∣∣ = 0 èëè λ2−18λ+56 = 0.

Ïîëó÷èëè, ÷òî λ1 = 14, λ2 = 4. Òàê êàê êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîëî-

æèòåëüíû, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

2 ñïîñîá. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà ∆1 = 13 > 0, ∆2 = 56 > 0. Çíà÷èò,

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ïðèìåð 21.5. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L(x1, x2, x3) = 4x21 − 6x1x2 +

4x1x3+4x22+3x23. Äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé (òî åñòü
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ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé).

Ðåøåíèå . Íàéäåì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû A =

 4 −3 2

−3 4 0

2 0 3

 . Ñîãëàñíî

êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà ∆1 = 4 > 0, ∆2 = 7 > 0, ∆3 = 5 > 0. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
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Ãëàâà II

Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

�1. Âåêòîðû. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè.

Âåêòîðû � ìîùíûé èíñòðóìåíò ìàòåìàòèêè è ôèçèêè. Íà ÿçûêå âåê-

òîðîâ ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå çàêîíû ìåõàíèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè.

Îòìåòèì, ÷òî â ôèçèêå âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà îáëàäàåò ðàçìåðíîñòüþ. Ðàç-

ìåðíîñòü âåêòîðà � ýòî ðàçìåðíîñòü åãî ìîäóëÿ.

Ïóñòü çàäàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

òî÷êè, è â êîòîðîì ââåäåíî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè.

Âåêòîðîì â çàäàííîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà

òî÷åê A è B èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé

ýòè òî÷êè. Îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîð AB, òî÷êà A � íà÷àëî âåêòîðà, òî÷êà

B � êîíåö âåêòîðà. Âåêòîð ìîæíî îáîçíà÷àòü è îäíîé ìàëîé ëàòèíñêîé

áóêâîé, íàïðèìåð a.

Èçîáðàæàåòñÿ âåêòîð îòðåçêîì ñî ñòðåëêîé íà êîíöå. Íà÷àëî âåêòî-

ðà íàçûâàþò òî÷êîé åãî ïðèëîæåíèÿ. Åñëè òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì

âåêòîðà AB, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð AB ïðèëîæåí â òî÷êå A.

Ìîäóëåì (äëèíîé) âåêòîðà AB íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-

êàìè A è B.

Âåêòîð, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ñîâïàäàþò, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì

âåêòîðîì. Íóëåâîé âåêòîð íå èìååò îïðåäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ è èìååò

äëèíó, ðàâíóþ íóëþ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäàòü íåíóëåâîé âåêòîð íåîáõîäèìî çàäàòü åãî íà-

ïðàâëåíèå è äëèíó.
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Âåëè÷èíû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ òîëüêî ÷èñëîì, íàçûâàþò ñêà-

ëÿðíûìè. Âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ÷èñëîì è íàïðàâëåíåíèåì,

íàçûâàþò âåêòîðíûìè.

Âåêòîðû AB è CD íàçûâàþò ñîíàïðàâëåííûìè (AB ↑↑ CD), åñëè
îíè ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé èõ íà÷àëà.

Âåêòîðû AB è CD íàçûâàþò ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè

(AB ↑↓ CD), åñëè îíè ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé, ñîåäèíÿ-

þùåé èõ íà÷àëà.

Äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà a è b íàçûâàþò êîëëèíåàðíûìè (ïàðàë-

ëåëüíûìè), åñëè îíè ëåæàò íà îäíîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Òðè íåíóëåâûõ âåêòîðà a, b, c íàçûâàþò êîìïëàíàðíûìè, åñëè îíè

ïàðàëëåëüíû íåêîòîðîé ïëîñêîñòè (ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè).

Äâà âåêòîðà AB è CD ðàâíû (AB = CD), åñëè îíè êîëëèíåàðíû,

ñîíàïðàâëåíû è èõ ìîäóëè ðàâíû: AB ‖ CD, AB ↑↑ CD, |AB| = |CD|.
Âåêòîðû, íà÷àëî êîòîðûõ ìîæíî ïðèëîæèòü â ëþáîé òî÷êå, íàçûâàþò-

ñÿ ñâîáîäíûìè. Îòëîæèòü âåêòîð a îò òî÷êè A � ýòî çíà÷èò ïîñòðîèòü

âåêòîð AB, ðàâíûé âåêòîðó a.

Âåêòîð a, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 1, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì (íîðìèðî-

âàííûì).

Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè a è b íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó êîëëèíåàðíû-

ìè èì âåêòîðàìè, îòëîæåííûìè èç îäíîé òî÷êè (óãîë ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíûì, åñëè äâèæåíèå îò âåêòîðà a ê âåêòîðó b ïðîèçâîäèòñÿ ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè).

Åñëè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b ðàâåí 90◦, òî âåêòîðû a è b íàçûâàþò

îðòîãîíàëüíûìè (ïåðïåíäèêóëÿðíûìè).

Âî ìíîæåñòâå âåêòîðîâ ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ âåê-

òîðîâ è îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

Ñóììîé âåêòîðîâ a1, a2, . . . , an íàçûâàåòñÿ âåêòîð s, ïîëó÷àþùèéñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: îò òî÷êè A0 îòêëàäûâàåì âåêòîð a1, îò êîíöà A1

ïîëó÷èâøåãîñÿ âåêòîðà A0A1 = a1 îòêëàäûâåì âåêòîð a2 è òàê äàëåå.

Ñóììîé s ÿâëÿåòñÿ âåêòîð A0An, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëüíóþ òî÷êó A0 ñ

òî÷êîé An êîíöîì ïîñëåäíåãî âåêòîðà.
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Ñóììó äâóõ âåêòîðîâ ìîæíî òàêæå íàõîäèòü ïî "ïðàâèëó ïàðàëëåëî-

ãðàììà" (Ðèñ. 1).

Îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ

îïåðàöèè ñëîæåíèÿ.

Ðàçíîñòüþ a − b âåêòîðîâ a è b íàçûâàþò òàêîé âåêòîð d, êîòîðûé
â ñóììå ñ âåêòîðîì a äàåò âåêòîð b, òî åñòü d = a − b, åñëè b + d = a.

×òîáû ïîñòðîèòü âåêòîð d íóæíî âåêòîðû a è b îòëîæèòü îò îäíîé òî÷êè,

ñîåäèíèòü êîíöû ïîëó÷èâøèõñÿ âåêòîðîâ è íàïðàâèòü âåêòîð îò êîíöà

âû÷èòàåìîãî ê êîíöó óìåíüøàåìîãî (Ðèñ. 2).

Ïðîèçâåäåíèåì íåíóëåâîãî âåêòîðà a íà ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ âåêòîð

b, êîòîðûé êîëëèíåàðåí âåêòîðó a, ñîíàïðàâëåí ñ íèì, åñëè α > 0 è

ïðîòèâîíàïðàâëåí, åñëè α < 0 è åãî ìîäóëü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëÿ

âåêòîðà a íà ìîäóëü ÷èñëà α, òî åñòü 1) b ‖ a; 2) b ↑↑ a, åñëè α > 0,

b ↑↓ a, åñëè α < 0; 3) |b| = |α| · |a| (Ðèñ. 3).
Âåêòîð b íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðó a, åñëè a+ b = 0.

Îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîðó a, ÷åðåç −a.
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Ðèñ. 3a

αa (α > 0)

αa (α < 0)

Âî ìíîæåñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ âñå àêñèîìû ëè-

íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (íàïðàâëåííûõ îòðåç-

êîâ) îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Âûðàæåíèå k1a1 + k2a2 + . . .+ knan íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèåé âåêòîðîâ a1, a2, . . . , an. Åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ k1a1 + k2a2 +

. . . + knan = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k1 = k2 = . . . = kn = 0,

òî òàêèå âåêòîðà íàçûâàþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ìàêñèìàëüíàÿ

ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûìûõ âåêòîðîâ îáðàçóåò áàçèñ.

Ïîíÿòèþ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ â V3 ìîæíî äàòü ãåîìåòðè-

÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà áûëè ëèíåéíî çàâèñèìû íåîá-
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õîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû îíè áûëè êîëëèíåàðíû. Òàêèì îáðàçîì, çà

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V1 � ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ëåæàùèõ ïðÿìîé ìîæíî

âçÿòü ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð e1 ýòîé ïðÿìîé. Òîãäà a = xe1.

Äëÿ òîãî ÷òîáû òðè íåíóëåâûõ âåêòîðà áûëè ëèíåéíî çàâèñèìû

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû îíè áûëè êîìïëàíàðíû. Òàêèì îáðà-

çîì, çà áàçèñ ïðîñòðàíñòâa V2 � ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ëåæàùèõ â ïëîñ-

êîñòè ìîæíî âçÿòü äâà ëþáûõ íåíóëåâûõ íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà e1 è

e2. Òîãäà ëþáîé âåêòîð ïðåäñòàâèì â âèäå

a = xe1 + ye2. (1.1)
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e3
e1

e2

a

a = xe1 + ye2 + ze3

Ðèñ. 6

Â ïðîñòðàíñòâå V3 ëþáûå ÷åòûðå âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû, ïîýòî-

ìó â êà÷åñòâå áàçèñà ìîæíî âçÿòü ëþáûå òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà

e1, e2, e3. Òîãäà ëþáîé âåêòîð ïðåäñòàâèì â âèäå

a = xe1 + ye2 + ze3. (1.2)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó íàçûâàþòñÿ êîîðäè-

íàòàìè âåêòîðà â äàííîì áàçèñå.

Êîîðäèíàòû âåêòîðà â äàííîì áàçèñå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Vn(n = 1, 2, 3) íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì, åñëè

áàçèñíûå âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè è âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè.

Åñëè çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî íà ïëîñêîñòè V2 áàçèñ

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ i, j, à â ïðîñòðàíñòâå V3 � èç âåêòîðîâ i, j, k. Â ýòîì

ñëó÷àå ëþáîé âåêòîð ìîæíî çàäàòü ñâîèìè êîîðäèíàòàìè: a = (x; y; z)

èëè a = xi+yj+zk. Kîîðäèíàòû òî÷êè � ýòî êîîðäèíàòû åå ðàäèóñ-

âåêòîðà, òî åñòü âåêòîðà ñîåäèíÿþùåãî íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì îïåðàöèÿì

íàä èõ êîîðäèíàòàìè.
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Ñ÷èòàåì, ÷òî íàì çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò: íà÷àëî êîîð-

äèíàò � òî÷êà O(0; 0; 0) è îñè êîîðäèíàò OX,OY,OZ (áàçèñíûå âåêòîðà

i, j, k).

Ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî â êîîðäèíàòíîé

ôîðìå çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè a = (x1; y1; z1), b = (x2; y2; z2), òî

a+ b = (x1 + x2; y1 + y2; z1 + z2), (1.3)

a− b = (x1 − x2; y1 − y2; z1 − z2), (1.4)

αa = (αx1; αy1; αz1). (1.5)

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà, åñëè èçâåñòíû

êîîðäèíàòû åãî íà÷àëå è êîíöà. Ïóñòü A(x1; y1; z1), B(x2; y2; z2).Òîãäà

AB = OB −OA = (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1). (1.6)

×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà èç êîîðäèíàò êîíöà âåêòîðà íóæíî

âû÷åñòü êîîðäèíàòû íà÷àëà âåêòîðà.

Ïðèìåð 1.1. Äàíû òðè âåêòîðà p = (−1; 1; 3), q = (1; 3;−2), r = (3;−1; 2). Íàéäèòå

ðàçëîæåíèå âåêòîðà a = (2;−2; 15) ïî áàçèñó p, q, r.

Ðåøåíèå . Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû p, q, r ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äëÿ ýòî-

ãî âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîcòàâëåííîé èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ.∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 3

1 3 −1

3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 3

0 4 2

0 1 11

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1) ·

∣∣∣∣∣ 4 2

1 11

∣∣∣∣∣ = −42.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå âåêòîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îíè îáðàçó-

þò áàçèñ. Ïî ôîðìóëå (1.2) ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó èìååò âèä

a = xp+ yq + zr. Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòíîé ôîðìå
−x + y + 3z = 2,

x + 3y − z = −2,

3x − 2y + 2z = 15.
Ðåøåíèå ñèñòåìû x = 3, y = −1, z = 2 è èñêîìîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä a = 3p−q+2r.

�2. Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè λ, åñëè

AC = λCB. Åñëè C ∈ AB, òî âåêòîðà AC ↑↑ CB è λ > 0 (ðèñ. 7). Åñëè
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C /∈ AB, òî âåêòîðà AC ↑↓ CB è λ < 0 (ðèñ. 8).

���
���

�

��
���

���

A
BC qq qq q q

A
B C

Ðèñ.7 Ðèñ.8

Ïóñòü òî÷êè A(x1; y1; z1), B(x2; y2; z2), C(x; y; z) çàäàíû ñâîèìè êîîð-

äèíàòàìè è òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè λ, òîãäà AC = λCB.

Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:
x− x1 = λ(x2 − x),

y − y1 = λ(y2 − y),

z − z1 = λ(z2 − z).
Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè C:

x =
x1 + λx2

1 + λ
; y =

y1 + λy2
1 + λ

; z =
z1 + λz2

1 + λ
. (2.1)

Åñëè C � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, òî λ = 1 è C
(
x1 + x2

2 ;
y1 + y2

2 ; z1 + z2
2

)
.

Ïðèìåð 2.1. Îòðåçîê AB, êîíöû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ A(−1; 4; 7) è

B(11; 7;−2) ðàçäåëèëè íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷åê äåëåíèÿ.

Ðåøåíèå . Ïî óñëîâèþ çàäà÷è AC = 0, 5CB, AD = 2DB. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû

òî÷åê äåëåíèÿ C(xC , yC , zC) è D(xD, yD, zD).

Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè C. Äëÿ ýòîé òî÷êè λ = 0, 5. Ïî ôîðìóëå (2.1) èìååì

xC = xA + λxB
1 + λ

; yC =
yA + λyB

1 + λ
; zC = zA + λzB

1 + λ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, xC =
−1 + 0, 5 · 11

1 + 0, 5 = 3; yC =
4 + 0, 5 · 7

1 + 0, 5 = 5; zC =
7 + 0, 5 · (−2)

1 + 0, 5 = 4

è C(3; 5; 4).

Àíàëîãè÷íî äëÿ òî÷êè D λ = 2 è xD = xA + λxB
1 + λ

; yD =
yA + λyB

1 + λ
; zD = zA + λzB

1 + λ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, xD = −1 + 2 · 11
1 + 2 = 7; yD = 4 + 2 · 7

1 + 2 = 6; zD =
7 + 2 · (−2)

1 + 2 = 1 è

D(7; 6; 1).

Ïðèìåð 2.2. Òî÷êè A(−1; 4; 7), B(5; 3; 2), C(−3; 1; 5) ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëå-

ëîãðàììà ABCD. Íàéäèòå åãî ÷åòâåðòóþ âåðøèíó D.

Ðåøåíèå . 1 ñïîñîá. Â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû

è ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî ðàâíû âåêòîðà AB è DC. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè

D(x; y; z). Òîãäà AB = (6;−1;−5), DC = (−3 − x; 1 − y; 5 − z). Ïðèðàâíÿâ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ AB è DC, ïîëó÷èì, ÷òî x = −9, y = 2, z = 10.

2 ñïîñîá. Òî÷êà P ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AC è BD ïàðàëëåëîãðàììà äåëèò èõ ïîïî-

ëàì. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè D(x; y; z). Òî÷êà P � ñåðåäèíà AC, ñëåäîâàòåëü-

íî, xP = −1− 3
2 = −2, yP = 4 + 1

2 = 2, 5, zP = 7 + 5
2 = 6. Ñ äðóãîé ñòîðîíû òî÷êà
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P � ñåðåäèíà îòðåçêà BD, ñëåäîâàòåëüíî, xP = 5 + x
2 , yP =

3 + y
2 , zP = 2 + z

2 . Ïðè-

ðàâíÿâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû òî÷êè P , ïîëó÷èì, ÷òî x = −9, y = 2, z = 10.

�3. Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü.

Îñüþ íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ ñ çàäàííûì íà íåé âåêòîðîì e (äëÿ óäîáñòâà

ðàññóæäåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |e| = 1). Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé

òî÷êè A íà îñü l íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç

òî÷êè A íà îñü. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà AB íà îñü l íà-

çûâàåòñÿ âåêòîð A′B′, ãäå A′ � ïðîåêöèÿ òî÷êè A, B′ � ïðîåêöèÿ òî÷êè

B íà îñü. Ñêàëÿðíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà AB íà îñü l íàçûâàåòñÿ êîîð-

äèíàòà âåêòîðà A′B′ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà e. Îáîçíà÷àåòñÿ ïðlAB = p,

A′B′ = pe.

-

��
���

��:

A

B

A′ B′
-q q

q q

Ðèñ.9

Ñâîéñòâà ïðîåêöèè âåêòîðà íà îñü.

1. ïðla = |a| · cosϕ, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è e,

2. ïðl(a+ b) = ïðla+ ïðlb, 3. ïðl(ka) = k · ïðla,
4. Åñëè A′B′ ↑↑ e, òî ïðlAB > 0, åñëè A′B′ ↑↓ e, òî ïðlAB < 0.

�4. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ. Çäåñü èìå-

þòñÿ äâå âîçìîæíîñòè. Ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ òàê,

÷òîáû ðåçóëüòàòîì ÿâëÿëîñü ÷èñëî (ñêàëÿð), à ìîæíî òàê, ÷òîáû ðåçóëü-

òàòîì ÿâèëñÿ âåêòîð. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïåðâóþ âîçìîæ-

íîñòü.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V3 çàäàíà ïðàâàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a è b íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ äëèí âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó
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íèìè:

|a| · |b| · cos(a, b). (4.1)

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé íóëåâîé âåêòîð, òî ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

Îáîçíà÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (a, b) èëè ïðîñòî a · b.
Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1. a · b = b · a; 2. (ka, b) = k(a, b);

3. (a+ b)c = a · c+ b · c; 4. a · b = |a| · ïðab;
5. a · a = |a|2 > 0, åñëè a 6= 0, 0 · 0 = 0;

6. Åñëè a 6= 0, b 6= 0, òî a ·b = 0⇔ a ⊥ b, òî åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà îíè

îðòîãîíàëüíû.

Ïóñòü âåêòîðû çàäàíû â äåêàðòîâîé ñèñòåìå ñâîèìè êîîðäèíàòàìè

a = (x1; y1; z1), b = (x2; y2; z2). Òîãäà cêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ

âåêòîðîâ ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé èõ îäíîèìåííûõ êîîðäèíàò.

Äåéñòâèòåëüíî, a · b = (x1i + y1j + z1k)(x2i + y2j + z2k) = x1x2i i +

x1y2i j + x1z2i k+ y1x2j i+ y1y2j j + y1z2j k+ z1x2k i+ z1y2k j + z1z2k k =

x1x2 + y1y2 + z1z2, òàê êàê i j = i k = j k = 0, i i = j j = k k = 1.

a · b = x1x2 + y1y2 + z1z2. (4.2)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðèìåíÿþò

1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû âåêòîðà. Åñëè a = (x; y; z), òî

|a| =
√
a · a =

√
x2 + y2 + z2. (4.3)

2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè A(x1; y1; z1) è

B(x2; y2; z2). Òàê êàê AB = (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1), òî

|AB| = |AB| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2. (4.4)

3. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè. Åñëè ϕ � óãîë ìåæäó âåê-

òîðàìè a è b, òî

cosϕ =
a · b
|a| · |b|

. (4.5)
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4. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ âåêòîðà, òî åñòü êîñè-

íóñîâ óãëîâ ìåæäó âåêòîðîì è îñÿìè êîîðäèíàò. Åñëè α, β, γ � óãëû,

êîòîðûå âåêòîð a = (x; y; z) îáðàçóåò ñ îñÿìè OX,OY,OZ ñîîòâåòñòâåí-

íî, òî

cosα =
x

|a|
, cos β =

y

|a|
, cos γ =

z

|a|
. (4.6)

Çàìåòèì, ÷òî íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1. (4.7)

5. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèè âåêòîðà íà îñü

ïðab =
a · b
|a|

. (4.8)

6. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû ñèëû F ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè èç òî÷êèM â òî÷êó N . Òàê êàê ðàáîòà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñèëû,

ïðèëîæåííîé ê òî÷êå, íà ïóòü, òî

A = F ·MN. (4.9)

Åñëè ê òî÷êå M ïðèëîæåíû äâå ñèëû F 1 è F 2, òî ðàáîòà ñóììû ñèë

F 1 + F 2 ðàâíà ñóììå ðàáîò ýòèõ ñèë

A = (F 1 + F 2) ·MN = F 1 ·MN + F 2 ·MN .

7. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà ìàññû m äâèæóùåãîñÿ

ñî ñêîðîñòüþ v = (x; y, z). Èç ôèçèêè èçâåñòíî, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå E = m
2 (v, v) = m

2 (x2 + y2 + z2).

Ïðèìåð 4.1. Äàí âåêòîð a = (−2; 6;−3). Âû÷èñëèòå íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ýòîãî

âåêòîðà.

Ðåøåíèå . Íàéäåì ìîäóëü âåêòîðà |a| =
√

(−2)2 + 62 + (−3)2 = 7. Òîãäà ïî ôîðìó-

ëàì (4.6) èìååì cosα = −2
7 , cos β = 6

7 , cos γ = −3
7 .

Ïðèìåð 4.2. Âåêòîð a îáðàçóåò ñ îñÿìè OX è OY óãëû 45◦ è 120◦ ñîîòâåòñòâåííî.

Íàéäèòå åãî êîîðäèíàòû, åñëè |a| = 6.

Ðåøåíèå . Íàéäåì êîñèíóñ óãëà, êîòîðûé âåêòîð a îáðàçóåò ñ îñüþ OZ. Òàê êàê

cosα = −
√

2
2 , cos β = −1

2 , òî cos γ = ±
√

1− 1
2 −

1
4 = ±1

2 . Òîãäà x = |a| · cosα = 3
√

2,

y = |a| · cos β = 3, z = |a| · cos γ = ±3. Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò äâà âåêòîðà

a1 = (3
√

2; 3; 3) è a2 = (3
√

2; 3;−3).
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Ïðèìåð 4.3. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè k âåêòîðû a = (k;−4; 7) è b(−3; 9; k) îðòîãîíàëü-

íû.

Ðåøåíèå . Ïî ñâîéñòâó 6 âåêòîð a îðòîãîíàëåí âåêòîðó b, åñëè a · b = 0. Âû÷èñëèì

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå (4.2): a · b = −3k − 36 + 7k = 4k − 36 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, k = 9.

Ïðèìåð 4.4. Íàéäèòå ðàáîòó, êîòîðóþ ïðîèçâîäèò ñèëà F = (4;−1; 7), êîãäà åå

òî÷êà ïðèëîæåíèÿ, äâèãàÿñü ïðÿìîëèíåéíî, ïåðåìåùàåòñÿ èç òî÷êè A(3; 11;−5) â

òî÷êó B(10; 7; 4).

Ðåøåíèå . Íàéäåì ïóòü, ïðîéäåííûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, ïîä äåéñòâèåì ñèëû F :

AB = (7;−4; 9). Ïî ôîðìóëå (4.9) âû÷èñëèì ðàáîòó ñèëû A = F ·AB = 28+4+63 = 95.

�5. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîé âîçìîæíîñòè, òî åñòü ðàññìîòðèì

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî áóäåò âåêòîð.

Òðîéêó âåêòîðîâ a, b, c áóäåì íàçûâàòü ïðàâîé, òî åñòü èç êîíöà

âåêòîðà c ïîâîðîò âåêòîðà a ê âåêòîðó b íà ìåíüøèé óãîë ïðîèçâîäèòñÿ

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V3 çàäàíà ïðàâàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò,

òî åñòü òðîéêà âåêòîðîâ i, j, k ïðàâàÿ.

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a è b íàçû-

âàåòñÿ âåêòîð c, òàêîé ÷òî 1) c ⊥ a, c ⊥ b; 2) |c| = |a| · |b| · sin(a, ˆb);

3) òðîéêà âåêòîðîâ a, b, c � ïðàâàÿ.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé íóëåâîé âåêòîð, òî âåêòîðíîå ïðî-

èçâåäåíèå ðàâíî íóëåâîìó âåêòîðó.

Îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [a, b] èëè a× b.
Ðåàëüíûì ïðîîáðàçîì ïîíÿòèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èç-

âåñòíîå â ìåõàíèêå ïîíÿòèå ëèíåéíîé ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êå ïðè

âðàùåíèè åå âîêðóã îñè. Çäåñü äâóì âåêòîðàì óãëîâîé ñêîðîñòè ω è ðà-

äèóñ âåêòîðó òî÷êè r ñîîòâåòñòâóåò òðåòèé âåêòîð ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü

òî÷êè v, ïåðïåíäèêóëÿðíûé äâóì ïåðâûì |v| = |ω| · |r| · cos(ω, r).

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1. [a, b] = −[b, a], âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ àíòèêîììóòàòèâíî,
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òî åñòü ïðè ïåðåìåíå ìåñò ñîìíîæèòåëé ïðîèçâåäåíèå ìåíÿåò çíàê,

2. (a+ b)× c = a× c+ b× c, 3. [ka, b] = k[a, b],

4. |a× b| = Sïàðàëëåëîãðàììà, òî åñòü ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòî-

ðàõ êàê íà ñòîðîíàõ,

5. Åñëè a 6= 0, b 6= 0, òî a× b = 0⇔ a||b, òî åñòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè

âåêòîðà êîëëèíåàðíû.

Åñëè âåêòîðà çàäàíû êîîðäèíàòàìè a = (x1; y1; z1), b = (x2; y2; z2), òî

a×b = (x1i+y1j+z1k)×(x2i+y2j+z2k) = x1x2i× i+x1y2i×j+x1z2i×k
+ y1x2j × i + y1y2j × j + y1z2j × k + z1x2k × i + z1y2k × j + z1z2k × k =

(x1y2−x2y1)i×j+(x1z2−x2z1)i×k+(y1z2−z2y1)j×k = (x1z2−x2y1)k−

−(x1z2 − x2z1)j + (y1z2 − y2z1)i = i

∣∣∣∣∣ y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣− j
∣∣∣∣∣ x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣,
òàê êàê i × i = j × j = k × k = 0, i × j = k, i × k = −j, j × k = i.

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó-

÷èì ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, çàäàííûõ

ñâîèìè êîîðäèíàòàìè:

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣ . (5.1)

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðèìåíÿþò

1.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà èëè òðåóãîëüíèêà.

2. Äëÿ íàõîæäåíèå âûñîòû ïàðàëëåëîãðàììà èëè òðåóãîëüíèêà.

3. Äëÿ âû÷èñëåíèå ìîìåíòà ñèëû F , ïðèëîæåííîé ê òî÷êå B îòíîñèòåëü-

íî òî÷êè A.

Ìîìåíò M = MA(F ) ñèëû F , ïðèëîæåííîé ê òî÷êå B, îòíîñèòåëüíî

òî÷êè A âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå M = r× F , ãäå r = AB âåêòîð-ðû÷àã

ñèëû F . Íàïðàâëåíèå ñèëû F ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ïðàâèëó ïðàâîãî

áóðàâ÷èêà (Ðèñ. 10).
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4. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ëèíåéíîé ñêîðîñòè v = ω × OM âðàùåíèÿ òî÷êè ïî

îêðóæíîñòè. Âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ω òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ïëîñ-

êîñòè îêðóæíîñòè è åãî íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ïðàâîãî

áóðàâ÷èêà ïðè âðàùåíèè åãî ðóêîÿòêè â ñòîðîíó ñêîðîñòè v (Ðèñ. 12).

5. Ñèëà Ëîðåíöà F = q(v × B) äåéñòâóåò â ìàãíèòíîì ïîëå B íà äâè-

æóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v çàðÿä q. Óêàæåì íàïðàâëåíèå ñèëû Ëîðåíöà â

ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà. Âåêòîðû F , v×B èìåþò îäèíàêîâîå íà-

ïðàâëåíèå, òàê îòëè÷àþòñÿ íà ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü q. Íàïðàâëå-

íèå âåêòîðà v×B íàõîäèì ïî ïðàâèëó ïðàâîãî áóðàâ÷èêà: ïîâîðà÷èâàåì

ïåðâûé âåêòîð v â êðàò÷àéøåì íàïðàâëåíèè ê âåêòîðó B. Ïîñòóïàòåëü-

íîå äâèæåíèå áóðàâ÷èêà ïîêàæåò íàïðàâëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(Ðèñ. 13).

Ïðèìåð 5.1. Íàéäèòå ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 3p− 2q è 2p+ 5q,

åñëè |p| = 4, |q| = 3 è óãîë ìåæäó âåêòîðàìè p è q ðàâåí 60◦.

Ðåøåíèå . Ïî ñâîéñòâàì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååì (3p − 2q) × (2p + 5q) =

= 6(p× p)− 10(q× p) + 15(p× q)− 10(q× q) = 0 + 10(q× p) + 15(q× p) + 0 = 25(q× p).
Òîãäà |25(q × p)| = 25 · 4 · 3 · cos 60◦ = 300 · 0, 5 = 150.

Ïðèìåð 5.2. Äàíî A(−1; 4; 7), B(3; 8; 3), C(2;−3; 1). Íàéäèòå âûñîòó CH òðåóãîëü-

íèêà ABC, îïóùåííóþ èç âåðøèíû C íà îñíîâàíèå AB.

Ðåøåíèå . Íàéäåì âåêòîðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà

AB = (4; 4;−4), AC = (3;−7;−6), âû÷èñëèì âåêòîðíîå ïðèçâåäåíèå ýòèõ âåêòî-

ðîâ AB × AC =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

4 4 −4

3 −7 −6

∣∣∣∣∣∣∣ = 4i + 12j − 40k è íàéäåì åãî ìîäóëü |AB × AC| =

=
√

42 + 122 + (−40)2 =
√

1760 = 4
√

110.

Íàéäåì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S∆ABC = 1
2 |AB × AC| = 2

√
110.

Èç øêîëû èçâåñòíà ôîðìóëà S∆ABC = 1
2 AB · CH, èñïîëüçóÿ êîòîðóþ íàéäåì

âûñîòó. Îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà |AB| = 4
√

3, è 2
√

110 = 2
√

3 · CH è CH =

√
330
3 .
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Ïðèìåð 5.3. Íàéäèòå ìîìåíò M0(F ) ñèëû F = (−1; 0; 4) îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-

îðäèíàò O, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñèëà F ïðèëîæåíà ê òî÷êå A(1; 3; 0) (Ðèñ. 11).

Ðåøåíèå . Ñäåëàåì ÷åðòåæ. Ïîñòðîèì âåêòîð-ðû÷àã OA = (1; 3; 0) è ñèëó

F (−1; 0; 4), ïðèëîæåííóþ A(1; 3; 0). Íàõîäèì ìîìåíò ñèëû ñîãëàñíî ôîðìóëå

M = OA× F =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

1 3 0

−1 0 4

∣∣∣∣∣∣∣ = 12i− 4j − 3k.

Ïðèìåð 5.4. Òî÷êà M äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ

ω = 2i+3j âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Íàéäèòå ñêîðîñòü v ýòîé

òî÷êè â ìîìåíò, êîãäà x = 1, y = 2, z = 1.

Ðåøåíèå . Ïðèìåíèì ôîðìóëó v = ω × OM , ãäå OM = (−1; 2; 1) � ðàäèóñ-âåêòîð

òî÷êè M . Ëèíåéíóþ ñêîðîñòü òî÷êè íàéäåì ÷åðåç âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

v = ω ×OM =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

2 3 0

1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 3i− 2j − 7k = (3;−2;−7).

�6. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V3 çàäàíà ïðàâàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òðåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a, b, c íàçûâà-

åòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà c íà âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-

òîðîâ a è b

([a, b], c). (6.1)

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ ðàâåí íóëþ, òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

ðàâíî íóëþ.

Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1. ([a, b], c) = (a, [b, c]), òî åñòü ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íå çàâèñèò îò

ñïîñîáà ðàññòàíîâêè ñêîáîê, ïîýòîìó ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâà-

þò (a, b, c) èëè a · b · c;
2. a ·b ·c = −b ·a ·c, òî åñòü ïðè ïåðåìåíå ìåñò ñîìíîæèòåëé ïðîèçâåäåíèå
ìåíÿåò çíàê (ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ àíòèêîììóòàòèâíî);

3. a · b · c = b · c · a = c · a · b, òî åñòü ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå

ñîìíîæèòåëåé ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íå ìåíÿåòñÿ;

4. (a+ b) · c · d = a · c · d+ b · c · d;
5. (ka, b, c) = k(a, b, c);
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6. |a ·b ·c| = Vïàðàëëåëåïèïåäà, òî åñòü ìîäóëü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

÷èñëåííî ðàâåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà;

7. Åñëè a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0, òî a · b · c = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âåêòîðû a, b, c ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî åñòü ñìåøàííîå ïðîèçâåäå-

íèå òðåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè

âåêòîðû êîìïëàíàðíû.

Åñëè âåêòîðû çàäàíû êîîðäèíàòàìè a = (x1; y1; z1), b = (x2; y2; z2),

c = (x3; y3; z3), òî

(a, b, c) = (a, [b, c]) = x1 ·

∣∣∣∣∣ y2 z2

y3 z3

∣∣∣∣∣+ y1 ·

∣∣∣∣∣ x2 z2

x3 z3

∣∣∣∣∣+ z1 ·

∣∣∣∣∣ x2 y2

x3 y3

∣∣∣∣∣.
Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó-

÷èì ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, çàäàííûõ

ñâîèìè êîîðäèíàòàìè:

(a, b, c) =

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣ . (6.2)
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Ñìåøàíîå ïðîèçâåäåíèå ïðèìåíÿþò äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ïàðàëëå-

ëåïèïåäà; ïèðàìèäû; ïðèçìû; òåòðàýäðà è äëÿ íàõîæäåíèå âûñîòû ýòèõ

òåë (Ðèñ. 14, ðèñ. 15).

Ïðèìåð 6.1. Òî÷êè A(−1;−3; 1), B(2; 1;−1), C(7; 0;−2) è D(5; 3; 10) ÿâëÿþòñÿ âåð-

øèíàìè òåòðàýäðà. Íàéäèòå åãî îáúåì.

Ðåøåíèå . Íàéäåì òðè âåêòîðà, íà êîòîðûõ êàê íà ñòîðîíàõ ïîñòðîåí òåòðàýäð:

AB = (3; 4;−2), AC = (8; 3;−3), AD = (6; 6; 9).

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ (AB,AC,AD) =

∣∣∣∣∣∣∣
3 4 −2

8 3 −3

6 6 9

∣∣∣∣∣∣∣ = −285.

Òîãäà Vòåòðàýäðà =
|(AB,AC,AD)|

6 = 47, 5.
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Ãëàâà III

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

ïðè ïîìîùè àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ìåòîä êî-

îðäèíàò. Ìåòîä êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîùíûé àïïàðàò, ïîçâî-

ëÿþùèé ïðèâëåêàòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ìåòîäû

àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ãåîìåòðèè (òî÷-

êè, ïðÿìûå ëèíèè è ïëîñêîñòè) îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó íà÷àëüíûõ ïîíÿòèé.

�1. Ïîíÿòèå îá óðàâíåíèÿõ ëèíèé è ïîâåðõíîñòåé.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè V2 çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò OXY . Ðà-

âåíñòâî F (x, y) = 0 íàçûâàþò óðàâíåíèåì ëèíèè L â çàäàííîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò, åñëè êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê L óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâ-

íåíèþ, à êîîðäèíàòû òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ L, óðàâíåíèþ íå óäî-

âëåòâîðÿþò. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå(a; b)

ðàäèóñà R çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(x− a)2 + (y − b)2 = R2.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V3 çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò OXY Z.

Ðàâåíñòâî F (x, y, z) = 0 íàçûâàþò óðàâíåíèåì ïîâåðõíîñòè S, åñëè êî-

îðäèíàòû âñåõ òî÷åê S óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ, à êîîðäèíàòû

òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ S, óðàâíåíèþ íå óäîâëåòâîðÿþò. Íàïðèìåð,

óðàâíåíèå ñôåðû ñ öåíòðîì â òî÷êå (a; b; c) ðàäèóñà R çàäàåòñÿ óðàâíå-

107



íèåì

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2.

Ïóñòü èìååì äâå ïîâåðõíîñòè S1 è S2, êîòîðûå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

F1(x, y, z) = 0 è F2(x, y, z) = 0. Ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ïî-

âåðõíîñòÿì S1 è S2 (ïîðåñå÷åíèþ ïîâåðõíîñòåé), è ñëåäîâàòåëüíî, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ îáîèì óðàâíåíèÿì, çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå ëèíèþ, òî åñòü

ëèíèþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõ-

íîñòåé. Ñóùåñòâóåò åùå îäèí ñïîñîá çàäàòü ëèíèþ â ïðîñòðàíñòâå. Ïðåä-

ñòàâèì ñåáå, ÷òî ëèíèÿ � ýòî òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè. Òîãäà â êàæ-

äûé ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòíû êîîðäèíàòû òî÷êè: x = x(t), y = y(t),

z = z(t), t ∈ [t0; t1]. Åñëè íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ôèçè÷åñêèé

ñìûñë ïåðåìåííîé t (âðåìÿ), òî ìû ìîæåì çàäàâàòü êîîðäèíàòû òî÷-

êè, êàê ôóíêöèè íåêîòîðîé ïåðåìåííîé � ïàðàìåòðà. Òîãäà óðàâíåíèÿ
x = x(t),

y = y(t),

z = z(t),

ãäå t ∈ [α; β] íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿ-

ìè ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå.

�2. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè V2 çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò OXY .

Èç øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè çà-

äàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà è óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà çàäàåò

íà ïëîñêîñòè ïðÿìóþ. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñïîñîáû, êîòîðûìè ìîæíî

çàäàòü êîíêðåòíóþ ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè.

I.Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0; y0) ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî âåêòîðó n = (A;B) (Ðèñ. 1).

Òàê êàê ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó M0(x0; y0) ïðÿìîé ìîæíî âîññòàíîâèòü

åäèíñòâåííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê äàííîé ïðÿìîé, òî çàäàíèå òî÷êè íà ïðÿ-

ìîé è âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ýòîé ïðÿìîé, îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ îä-

íîçíà÷íî. Âåêòîð n = (A;B) íàçûâàþò íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé

èëè íîðìàëüþ.
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Åñëè M(x; y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé, òî âåêòîð n ïåðïåíäèêó-

ëÿðåí âåêòîðó M0M = (x−x0; y− y0). Ñëåäîâàòåëüíî, ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå (M0M,n) = 0. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå óðàâíåíèå èìååò âèä

A(x− x0) +B(y − y0) = 0. (2.1)
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II. Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷èì, ðàñêðûâ â óðàâíåíèè (2.1) ñêîáêè è ïðèâåäÿ

ïîäîáíûå.

Ax+By + C = 0. (2.2)

Ðàññìîòðèì òðè ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà óðàâíåíèå (2.2) ÿâëÿåòñÿ íåïîë-

íûì, òî åñòü êàêîé-ëèáî èç êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí íóëþ.

1) Åñëè C = 0, òî óðàâíåíèå èìååò âèä Ax + By = 0 è îïðåäåëÿåò

ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò òàê êàê êîîðäèíàòû òî÷êè

O(0, 0) óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó óðàâíåíèþ.

2) Åñëè B = 0, A 6= 0, òî óðàâíåíèå èìååò âèä Ax + C = 0 è îïðåäå-

ëÿåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè îðäèíàò. Ðàçðåøèâ ýòî óðàâíåíèå îòíî-

ñèòåëüíî ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà x = a, ãäå a = −CA
� âåëè÷èíà îòðåçêà, êîòîðûé îòñåêàåò ïðÿìàÿ íà îñè àáñöèññ. Åñëè

a = 0 (C = 0), òî ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ OY . Òàêèì îáðàçîì, ïðÿ-

ìàÿ x = 0 îïðåäåëÿåò îñü îðäèíàò.

3) Åñëè A = 0, B 6= 0, òî óðàâíåíèå èìååò âèä By+C = 0 è îïðåäåëÿåò

ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè àáñöèññ. Ðàçðåøèâ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-

íî ïåðåìåííîé y ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà y = b, ãäå b = −CB � âåëè÷èíà

îòðåçêà, êîòîðûé îòñåêàåò ïðÿìàÿ íà îñè îðäèíàò. Åñëè b = 0 (C = 0), òî

ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ OX. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ y = 0 îïðåäåëÿåò

îñü àáñöèññ.

III. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóM0(x0; y0) ïàðàëëåëü-

íî âåêòîðó l = (m;n) (Ðèñ. 2).
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Òàê êàê ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïëîñêîñòè ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ïðÿ-

ìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ çàäàííîé ïðÿìîé (5 ïîñòóëàò Åâêëèäà), òî ïðÿìóþ

ìîæíî çàäàòü, óêàçàâ òî÷êó, ÷åðåç êîòîðóþ îíà ïðîõîäèò, è âåêòîð åé

ïàðàëëåëüíûé. Âåêòîð l = (m;n) íàçûâàþò íàïðaâëÿþùèì âåêòîðîì

ïðÿìîé.

Åñëè M(x; y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé, òî âåêòîð l êîëëèíåàðåí

âåêòîðó M0M = (x− x0; y − y0) è ïî ñâîéñòâó êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
x− x0
m

=
y − y0
n

. (2.3)

Óðàâíåíèå (2.3) íàçûâàþò òàêæå êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé.

IV. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè M1(x1; y1) è

M2(x2; y2).

Èç èçâåñòíîé èç øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè àêñèîìû, ÷òî ÷åðåç äâå

òî÷êè ïëîñêîñòè ïðîõîäèò ïðÿìàÿ, è ïðèòîì òîëüêî îäíà, ñëåäóåò, ÷òî

ïðÿìóþ ìîæíî çàäàòü, óêàçàâ äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè.

Åñëè M(x; y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé, òî èç êîëëèíåàðíîñòè

âåêòîðîâ M1M2 = (x2 − x1; y2 − y1) è M1M = (x− x1; y − y1) ïîëó÷èì
x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

. (2.4)

V. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

M0(x0; y0) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó l = (m;n).

Ïðèðàâíÿâ â óðàâíåíèè (2.3) êàæäóþ äðîáü ïàðàìåòðó t è âûðàçèâ

ïåðåìåííóþ ÷åðåç ïàðàìåòð, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (t ∈ (−∞;∞)){
x = x0 +mt,

y = y0 + nt.
(2.5)

VI. Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì (Ðèñ. 3).

Ïóñòü â óðàâíåíèè (2.2) êîýôôèöèåíò B 6= 0. Èìååì y = −ABx −
C
B .

Îáîçíà÷èì −AB = k, −CB = b. Òîãäà

y = kx+ b. (2.6)

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ k è b. Ïðåîáðàçîâàâ

óðàâíåíèå (2.6) ê âèäó x1 =
y − b
k

, çàìåòèì, ÷òî âåêòîð l = (1; k) ÿâëÿåòñÿ
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íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë ìåæäó âåêòî-

ðîì l è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè OX. Òîãäà k = tgα, òî åñòü

ðàâåí òàíãåíñó óãëà ìåæäó ïðÿìîé è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè

OX. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò k íàçûâàåòñÿ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì

ïðÿìîé. Òàê êàê òî÷êà (0; b) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé, òî êîýôôèöèåíò b

îïðåäåëÿåò òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îñüþ OY .

VII. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0; y0) ñ óãëî-

âûì êîýôôèöèåíòîì k.

Òî÷êà M0(x0; y0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïðÿìîé. Ïîäñòàâèâ åå êîîð-

äèíàòû â óðàâíåíèå (2.6), ïîëó÷èì

y − y0 = k(x− x0). (2.7)

VIII. Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ (Ðèñ. 4).

Ïóñòü A 6= 0, B 6= 0, C 6= 0. Â óðàâíåíèè (2.2) ïåðåíåñåì C â ïðàâóþ

÷àñòü Ax+By = −C è ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà −C. Îáîçíà÷èâ
−CA = a, −CB ïîëó÷èì

x

a
+
y

b
= 1. (2.8)

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ a è b. Ïîëîæèì y = 0.

Òîãäà xa = 1. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (a; 0) ïðèíàäëåæèò

ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, åñëè x = 0, òî y
b

= 1. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäó-

åò, ÷òî òî÷êà (0; b) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, a è b � ýòî

îòðåçêè, êîòîðûå ïðÿìàÿ îòñåêàåò íà îñÿõ êîîðäèíàò.

IX. Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Ïóñòü n = (A;B) � íîðìàëüíûé âåêòîð ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì

(2.1). Íàéäåì åãî ìîäóëü |n| =
√
A2 +B2 è ðàçäåëèì âñå êîýôôèöèåíòû

óðàâíåíèÿ (2.1) íà íàéäåííûé ìîäóëü.

A√
A2 +B2

x+
B√

A2 +B2
y +

C√
A2 +B2

= 0. (2.9)

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè (2.9) êîýôôèöèåíòû ïðè x è y çàäàþò êîîð-

äèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè.

Ïóñòü çàäàíû äâå ïðÿìûå A1x + B1y + C1 = 0 è A2x + B2y + C2 = 0.

Åñëè âåêòîðû n1 = (A1;B1) è n2 = (A2;B2) íå êîëëèíåàðíû, òî ïðÿ-
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ìûå ïåðåñåêàþòñÿ è òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ ìîæíî íàéòè, ðåøèâ ñèñòåìó

óðàâíåíèé {
A1x + B1y + C1 = 0,

A2x + B2y + C2 = 0.

Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè A1x + B1y + C1 = 0 è A2x + B2y + C2 = 0

îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæäó èõ íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè n1 = (A1;B1)

è n2 = (A2;B2). Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ÷åðåç ϕ. Òîãäà

cosϕ =
(n1, n2)

|n1| · |n2|
(2.10)

Åñëè ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì

y = k1x + b1 è y = k2x + b2, òî òàíãåíñ óãëà ϕ ìåæäó ýòèìè ïðÿ-

ìûìè ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

tgϕ =
k1 − k2
1 + k1k2

. (2.11)

Èç ôîðìóë (2.10) è (2.11) ìîæíî âûâåñòè óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåð-

ïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ.

1à. Ïðÿìûå A1x+B1y+C1 = 0 è A2x+B2y+C2 = 0 ïàðàëëåëüíû, åñëè

n1 ‖ n2;
1á. Ïðÿìûå y = k1x+ b1 è y = k2x+ b2 ïàðàëëåëüíû, åñëè k1 = k2.

2à. Ïðÿìûå A1x+B1y+C1 = 0 è A2x+B2y+C2 = 0 ïåðïåíäèêóëÿðíû,

åñëè n1 ⊥ n2;

2á. Ïðÿìûå y = k1x+b1 è y = k2x+b2 ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè k1k2 = −1.

Íàéäåì ðàññòîÿíèå d îò òî÷êèM0(x0; y0) äî ïðÿìîé Ax+By + C = 0.

Âûáåðåì íà ïðÿìîé òî÷êó M1(x1; y1). Òîãäà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî

ïðÿìîé ðàâíî ïðnM1M0 =
A(x0 − x1) +B(y0 − y1)√

A2 +B2
. Ðàñêðûâ ñêîáêè è

âñïîìíèâ, ÷òî Ax1 +By1 = −C, ïîëó÷èì

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
. (2.12)

�3. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå.

I. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0; y0; z0) ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó n = (A;B;C) (Ðèñ. 5).
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Åñëè M(x; y; z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, òî âåêòîðû n è

M0M = (x−x0; y−y0; z−z0) ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå (M0M,n) = 0 è óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â êîîðäèíàòàõ

èìååò âèä

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (3.1)

II. Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè.

Ðàñêðûâ â óðàâíåíèè (3.1) ñêîáêè, ïîëó÷èì

Ax+By + Cz +D = 0. (3.2)

III. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0; y0; z0) ïà-

ðàëëåëüíî áèâåêòîðó a = (a1; a2; a3), b = (b1; b2; b3) (Ðèñ. 6).

Åñëè M(x; y; z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, òî âåêòîðû a, b è

M0M = (x− x0; y − y0; z − z0) êîìïëàíàðíû. Çíà÷èò, èõ ñìåøàííîå ïðî-
èçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.∣∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.3)
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IV.Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êèM1(x1; y1; z1),

M2(x2; y2; z2) è M3(x3; y3; z3) (Ðèñ. 7).

Ñîãëàñíî àêñèîìå ñòåðåîìåòðèè ÷åðåç òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé

ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Åñëè M(x; y; z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, òî âåêòîðû

M1M = (x − x1; y − y1; z − z1), M2M1 = (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1) è

M3M1 = (x3 − x1; y3 − y1; z3 − z1) êîìïëàíàðíû. Çíà÷èò, èõ ñìåøàííîå
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ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.4)

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè A1x + B1y + C1z + D1 = 0 è A2x + B2y +

C2z +D2 = 0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæäó èõ íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè

n1 = (A1;B1;C1) è n2 = (A2;B2;C2). Îáîçíà÷èì ýòîò óãîë ÷åðåç ϕ. Òîãäà

cosϕ =
n1 · n2
|n1| · |n2|

. (3.5)

Èç ôîðìóëû (3.5) ìîæíî âûâåñòè óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäè-

êóëÿðíîñòè äâóõ ïëîñêîñòåé.

Ïëîñêîñòè A1x + B1y + C1z + D1 = 0 è A2x + B2y + C2z + D2 = 0

ïàðàëëåëüíû, åñëè n1 ‖ n2;
Ïëîñêîñòè A1x + B1y + C1z + D1 = 0 è A2x + B2y + C2z + D2 = 0

ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè n1 ⊥ n2.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êèM0(x0; y0; z0) äî ïëîñêîñòè Ax+By+Cz+D = 0

ìîæíî íàéòè, ðàññóæäàÿ êàê ïðè âûâîäå ôîðìóëû (2.12).

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
. (3.6)

Òðè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, åñëè èõ íîpìàëüíûå âåêòî-

ðû íå êîìïëàíàðíû. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé ìîæíî íàéòè, ðåøèâ

ñèñòåìó óðàâíåíèé
A1x + B1y + C1z + D1 = 0,

A2x + B2y + C2z + D2 = 0,

A3x + B3y + C3z + D3 = 0.

�4. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå.

I. Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

Äâå íåïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè âñåãäà èìåþò îáùóþ òî÷êó è ïåðåñåêà-

þòñÿ ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ïîýòîìó, îáùåå óðàâíåíèå
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ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå � ýòî ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.
(4.1)

II. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0; y0; z0) ïàðàëëåëü-

íî âåêòîðó l = (m;n; p).

Åñëè M(x; y; z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé, òî âåêòîðû l è

M0M = (x−x0; y− y0; z− z0) ïàðàëëåëüíû è óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé

èìååò âèä
x− x0
m

=
y − y0
n

=
z − z0
p

. (4.2)

Âåêòîð l íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé, à óðàâíåíèå

(4.2) ÷àñòî íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé.

III. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè M1(x1; y1; z1) è

M2(x2; y2; z2).

Åñëè M(x; y; z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé, òî âåêòîðû

M1M = (x − x1; y − y1; z − z1) è M1M2 = (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1)

ïàðàëëåëüíû è óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé èìååò âèä
x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

. (4.3)

IV. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Ïðèðàâíÿâ â óðàâíåíèè (4.2) êàæäóþ äðîáü ïàðàìåòðó t è âûðàçèâ

ïåðåìåííóþ ÷åðåç ïàðàìåòð, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
x = x0 +mt,

y = y0 + nt

z = z0 + pt.

(4.4)

Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè x− x1
m1

=
y − y1
n1 = z − z1

p1 è x− x2m2
=
y − y2
n2 =

= z − z2
p2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæäó èõ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè

l1 = (m1;n1; p1) è l2 = (m2;n2; p2). Îáîçíà÷èì ýòîò óãîë ÷åðåç ϕ. Òîãäà

cosϕ =
l1 · l2
|l1| · |l2|

. (4.5)

Èç ôîðìóëû (4.5) ñëåäóþò óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿð-

íîñòè äâóõ ïðÿìûõ.
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Ïðÿìûå x− x1m1
=
y − y1
n1 = z − z1

p1 è x− x2
m2

=
y − y2
n2 = z − z2

p+ 2 ïàðàë-

ëåëüíû, åñëè l1 ‖ l2;
Ïðÿìûå x− x1m1

=
y − y1
n1 = z − z1

p1 è x− x2m2
=
y − y2
n2 = z − z2

p2 ïåðïåí-

äèêóëÿðíû, åñëè l1 ⊥ l2.

�5. Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Óðàâíåíèå âèäà Ax2 +Bxy+Cy2 +Dx+Ey+F = 0 çàäàåò íà ïëîñ-

êîñòè OXY êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê îáùåãî

óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî÷òè âñåãäà íå ïîíÿòíî, êàêóþ ëèíèþ

îíî çàäàåò. Ïîýòîìó â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ðàññìàòðèâàåòñÿ

òèïîâàÿ çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ ëèíèè 2-ãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷å-

ñêîìó âèäó. Êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ � ýòî åãî ñòàíäàðòíûé âèä,

êîãäà ÿñíî, êàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò îíî îïðåäåëÿåò. Êðîìå òîãî,

êàíîíè÷åñêèé âèä î÷åíü óäîáåí äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà-

íèé.

I.Îêðóæíîñòüþ íàçûâàòåñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäà-

ëåííûõ îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè � öåíòðà îêðóæíîñòè. Êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå M0(a; b) ðàäèóñà r èìååò âèä

(x− a)2 + (y − b)2 = r2. (5.1)

II. Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ñóììà ðàññòî-

ÿíèé îò êîòîðûõ äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê (ôîêóñîâ) ïîñòîÿííà.

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ôîêóñû ýëëèïñà ëåæàëè íà îñè

OX íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò (Ðèñ. 8). Îáîçíà÷èì

ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè |F1F2| = 2c, òîãäà F1(−c; 0), F2(c; 0). Åñëè

M(x; y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýëëèïñà, òî |F1M | + |F2M | = 2a, ãäå

a > c. Èìååì
√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a. Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè

ðàâåíñòâà â êâàäðàò è îáîçíà÷èâ a2 − c2 = b2, ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå ýëëèïñà
x2

a2
+
y2

b2
= 1. (5.1)
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Îñè OX è OY ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè, à íà÷àëî êîîðäèíàò O(0; 0)

� öåíòðîì ñèììåòðèè ýëëèïñà. Òàê êàê |x| 6 a, |y| 6 b, òî ýëëèïñ îãðà-

íè÷åííàÿ êðèâàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííî-

ãî ïðÿìûìè x = ±a, y = ±b. ×èñëî a íàçûâàþò áîëüøîé ïîëóîñüþ, à

÷èñëî b � ìàëîé ïîëóîñüþ ýëëèïñà.

Ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà íàçûâàþò îòíîøåíèå ε = c
a , ðàâíîå îò-

íîøåíèþ ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ê áîëüøîé ïîëóîñè ýëëèïñà. Ýêñöåíòðè-

ñèòåò ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â ïðåäåëàõ 0 6 ε < 1.

Âûÿñíèì, êàê ôîðìà ýëëèïñà çàâèñèò îò åãî ýêñöåíòðèñèòåòà. Äëÿ ýòî-

ãî çàôèêñèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ âåðøèíû ðàññìàòðèâàåìîãî ýëëèïñà, òî

åñòü, çíà÷åíèå áîëüøîé ïîëóîñè a áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûì. Ïóñòü

çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, òî åñòü c → a. Ýòî çíà-

÷èò, ÷òî ôîêóñû ýëëèïñà áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ ïî îñè àáñöèññ ê áîêîâûì

âåðøèíàì. Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áëèæå çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà ýëëèïñà

ê åäèíèöå, òåì ýëëèïñ áîëåå ïðîäîëãîâàò. Ïóñòü òåïåðü çíà÷åíèå ýêñöåí-

òðèñèòåòà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî åñòü c → 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôîêóñû

ýëëèïñà ïðèáëèæàþòñÿ ê öåíòðó. Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áëèæå çíà÷åíèå

ýêñöåíòðèñèòåòà ê íóëþ, òåì ýëëèïñ áîëüøå ïîõîæ íà îêðóæíîñòü. Çà-

ìåòèì, ÷òî îêðóæíîñòü � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ýëëèïñà, êîãäà c = 0.

Äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà íàçûâàþòñÿ ïðÿìûå x = ±aε , ïàðàëëåëüíûå
ìàëîé îñè ýëëèïñà è îòñòîÿùèå îò íåå íà ðàññòîÿíèå aε , ãäå ε � ýêñöåí-

òðèñèòåò ýëëèïñà. Î÷åâèäíî, ÷òî äèðåêòðèñû íå ïåðåñåêàþò ýëëèïñ, òàê

êàê ε < 1 è aε > a.

Îäíèì èç ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ ýëëèïñà ÿâëÿåòñÿ åãî îïòè÷å-

ñêîå ñâîéñòâî, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êó ýëëèïñà

ñ åãî ôîêóñàìè, ïåðåñåêàþò êàñàòåëüíóþ ê ýëëèïñó ïîä ðàâíûìè óãëà-

ìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëó÷, ïóùåííûé èç îäíîãî ôîêóñà, ïîñëå îòðàæåíèÿ
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ïîïàäåò â äðóãîé.

III. Ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàçíîñòü

ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê (ôîêóñîâ) ïîñòî-

ÿííà.

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ôîêóñû ãèïåðáîëû ëåæàëè íà

îñè OX íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò (Ðèñ. 9). Îáîçíà-

÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè |F1F2| = 2c, òîãäà F1(−c; 0), F2(c; 0).

ÅñëèM(x; y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ãèïåðáîëû, òî ||F1M |−|F2M || = 2a,

ãäå a < c. Èìååì |
√

(x+ c)2 + y2−
√

(x− c)2 + y2| = 2a. Âîçâîäÿ îáå ÷à-

ñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò è îáîçíà÷èâ c2− a2 = b2, ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå ãèïåðáîëû
x2

a2
− y2

b2
= 1. (5.2)

Îñè OX è OY ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè, à íà÷àëî êîîðäèíàò O(0; 0)

� öåíòðîì ñèììåòðèè ãèïåðáîëû. Ãèïåðáîëà ðàñïîëîæåíà âíå ïîëîñû

|x| < a. ×èñëî a íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ, à ÷èñëî b � ìíè-

ìîé ïîëóîñüþ ãèïåðáîëû. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû ñ îñüþ àáñöèññ

íàçûâàþò âåðøèíàìè ãèïåðáîëû.

Ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 2a è 2b, ðàñïîëîæåííûé ñèììåòðè÷íî

îòíîñèòåëüíî îñåé ãèïåðáîëû è êàñàþùèéñÿ åå â âåðøèíàõ, ÷àñòî íàçû-

âàþò îñíîâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì ãèïåðáîëû. Äèàãîíàëè îñíîâíîãî ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà (íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæåííûå) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòàìè ãè-

ïåðáîëû è îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè y = ± bax. Àñèìïòîòû äåëÿò êî-

îðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü íà 4 ÷àñòè, â äâóõ èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ âåòâè

êðèâîé.

Ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ε = c
a , ðàâíîå

îòíîøåíèþ ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ê äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè ãèïåðáîëû.

Òàê êàê ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî ôîêóñà áîëüøå ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà

äî âåðøèíû c > a, òî ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû âñåãäà áîëüøå åäèíè-

öû (ε > 1). Ïî àíàëîãèè ñ ýëëèïñîì, çàôèêñèðîâàâ çíà÷åíèå a, ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ýêñöåíòðèñèòåòà âåòâè ãèïåðáîëû "ðàñ-

ïðÿìëÿþòñÿ" ê îñè OY è â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå îíè ñòðåìÿòñÿ çàíÿòü
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ïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíû ãèïåðáîëû ïàðàë-

ëåëüíî îñè îðäèíàò; åñëè æå çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà ïðèáëèæàåòñÿ ê

åäèíèöå, òî âåòâè ãèïåðáîëû "ñïëþùèâàþòñÿ" ê îñè OX.

Äèðåêòðèñàìè ãèïåðáîëû íàçûâàþòñÿ ïðÿìûå x = ±aε , ïàðàëëåëüíûå
îñè OY è îòñòîÿùèå îò íåå íà ðàññòîÿíèå a

ε , ãäå ε � ýêñöåíòðèñèòåò

ãèïåðáîëû.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ãèïåðáîëà ñ ðàâíûìè ïîëóîñÿìè. Åñëè

a = b, òî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå çàìåòíî óïðîùàåòñÿ x
2 − y2
a2

= 1. Âìå-

ñòå ñ íèì óïðîùàþòñÿ è óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y = ±x. Ýêñöåíòðèñèòåò
ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû ðàâåí 1.

IV.Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàëåí-

íûõ îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè (ôîêóñà) è ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé (äèðåê-

òðèñû).

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ôîêóñ ïàðàáîëû ëåæàë íà îñè

OX, äèðåêòðèñà áûëà ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè OX è ôîêóñ è äèðåêòðèñà

áûëè ðàñïîëîæåíû íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò (Ðèñ.

10). Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñîì è äèðåêòðèñîé |FA′| = p,

òîãäà F (p/2; 0), A′(−p/2; 0), A(−p/2; y). Åñëè M(x; y) � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà ïàðàáîëû, òî |MA| = |MF |. Èìååì
√

(x+ p/2)2 + (y − y)2 =

=
√

(x− p/2)2 + (y − 0)2. Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïî-

ëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû

y2 = 2px. (5.3)

Äèðåêòðèñà ïàðàáîëû çàäàeòñÿ óðàâíåíèåì x = −p2 . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè
óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà p âåòâè ãðàôèêà áóäóò "ðàçäàâàòüñÿ" ââåðõ è

âíèç, áåñêîíå÷íî áëèçêî ïðèáëèæàÿñü ê îñè OY . Ïðè óìåíüøåíèè æå

çíà÷åíèÿ p îíè íà÷íóò ñæèìàòüñÿ è ïàðàáîëà áóäåò âûòÿãèâàòüñÿ âäîëü

îñè OX.
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�6. Ïðèâåäåíèå êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Êàê ìû óæå çíàåì, êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â îáùåì âèäå çàäàåòñÿ óðàâ-

íåíèåì

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + a01x+ a02y + c = 0.

Óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ïåðåéäÿ ê íîâîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò. Ýòîò ïðîöåññ ðàçîáüåì íà äâà ýòàïà:

1. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ãëàâíûì îñÿì.

Ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè êðèâîé îáðàçóþò êâàäðàòè÷íóþ

ôîðìó L[x, y] = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2, ìàòðèöà êîòîðîé

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Èç êóðñà àëãåáðû ìû çíàåì, ÷òî âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçè-

ñà, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, íàçûâàþòñÿ

ãëàâíûìè îñÿìè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ãëàâíûå îñè êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìû ñîâïàäàþò ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ, êàíîíè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû � ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàò-

ðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. (Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íàÿ,

òî åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ýòèì ÷èñëàì îðòîãîíàëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíî íåçàâèñèìû).

Åñëè â êà÷åñòâå ãëàâíûõ îñåé âçÿòü ñîáñòâåííûå âåêòîðà êâàäðàòè÷-

íîé ôîðìû, òî êðèâàÿ ïðèìåò âèä

λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + a1x1 + b1y1 + c = 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû, ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå |A− λE| = 0 è

äëÿ êàæäîãî λ ðåøèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (A − λE)

(
x

y

)
= 0. Ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðà i1, j1 âûáåðåì òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè ïðàâóþ

ïàðó (êðàò÷àéøèé ïîâîðîò âåêòîðà i1 ê âåêòîðó j1 âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè) è äëèíà êàæäîãî âåêòîðà áûëà ðàâíà 1.
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Ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà i, j ê áàçèñó i1, j1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Q.

Ìàòðèöà Q ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïåðåõîäà ê íî-

âîìó áàçèñó

(
x

y

)
= Q

(
x1

y1

)
, âûðàçèì "ñòàðûå" êîîðäèíàòû ÷åðåç

"íîâûå":

{
x = c11x1 + c12y1,

y = c21x1 + c22y1.
Îòìåòèì, ÷òî òèï êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû. Åñëè λ1 · λ2 > 0, òî êðèâàÿ � ýëëèïñ, åñëè λ1 · λ2 < 0,

òî êðèâàÿ � ãèïåðáîëà, åñëè λ1 · λ2 = 0, òî êðèâàÿ � ïàðàáîëà.

2. Îòûñêàíèå íîâîãî íà÷àëà êîîðäèíàò, òî åñòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 6.1. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå êðèâîé 2x2−4xy+5y2+8x−2y+9 = 0

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ðåøåíèå . Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó L[x, y] = 2x2− 4xy+ 5y2.

Çàïèøåì åå ìàòðèöó A =

(
2 −2

−2 5

)
è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå:

|A−λE| =

∣∣∣∣∣ 2− λ −2

−2 5− λ

∣∣∣∣∣ = 0⇒ (2−λ)(5−λ)− 4 = λ2− 7λ+ 6 = 0⇒

λ1 = 1, λ2 = 6.

Åñëè λ1 = 1, òî

(
1 −2

−2 4

)(
x

y

)
= 0 ⇒ x − 2y = 0 è âîçüìåì

ñîáñòâåííûé âåêòîð i1 =

(
2√
5

; 1√
5

)
.

Åñëè λ2 = 6, òî

(
−4 −2

−2 −1

)(
x

y

)
= 0 ⇒ −2x − y = 0 è âîçüìåì

ñîáñòâåííûé âåêòîð j1 =

(
− 1√

5
; 2√

5

)
.

Çàïèøåì ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà i, j ê áàçèñó i1, j1

Q =

 2√
5
− 1√

5
1√
5

2√
5

 . Òîãäà Q−1 = QT =

 2√
5

1√
5

− 1√
5

2√
5

 .

Âûðàçèì "ñòàðûå" êîîðäèíàòû ÷åðåç "íîâûå"
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(
x

y

)
=

 2√
5
− 1√

5
1√
5

2√
5

( x1

y1

)
èëè


x =

2x1 − y1√
5

,

y =
x1 + 2y1√

5
.

è "íîâûå" ÷åðåç "ñòàðûå"(
x1

y1

)
=

 2√
5

1√
5

− 1√
5

2√
5

( x

y

)
èëè


x1 =

2x+ y√
5

,

y1 =
−x+ 2y√

5
.

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå êðèâîé âûðàæåíèå x è y ÷åðåç x1 è y1:

2

(
2x1 − y1√

5

)2

− 4
2x1 − y1√

5
· x1 + 2y1√

5
+ 5

(
x1 + 2y1√

5

)2

+
8(2x1 − y1)√

5
−

−2(x1 + 2y1)√
5

+ 9 = 0.

Ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ïîëó÷èì óðàâíåíèå, íå ñîäåðæà-

ùèå ïðîèçâåäåíèå ïåðåìåííûõ è êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïðè êâàäðàòàõ

ïåðåìåííûõ ðàâíû ñîáñòâåííûì ÷èñëàì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (÷òî íàì

è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü)

x21 + 6y21 +
14x1 − 12y1√

5
+ 9 = 0.

Âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû äëÿ ïåðåìåííûõ x1 è y1:(
x1 + 14x1√

5
+ 49

5

)
+ 6

(
y1 − 2y1√

5
+ 1

5

)2

− 49
5 − 6

5 + 9 = 0 èëè(
x1 + 7√

5

)2

+ 6

(
y1 − 1√

5

)2

− 2 = 0.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå, òî åñòü ïåðåéäåì ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò, âûïîëíèâ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îñåé êîîðäèíàò

x2 = x1 + 7√
5
, y2 = y1 − 1√

5
.

Ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà x22 + 6y22 − 2 = 0 èëè

x22
2

+
y22

1/3
= 1,

ïîëóîñè êîòîðîãî ðàâíû a =
√

2, b =
√

1
3 .

Ôîðìóëà ïåðåõîäà ê íîâûì êîîðäèíàòàì ïðèìåò âèä:
x2 =

2x+ y + 7√
5

,

y2 =
−x+ 2y − 1√

5
.
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